算法 设计 与 分 析 


郑 宗 汉 ” 郑 晓 明 @ 编 车 


清华 大 学 出 版 社 


算法 设计 与 分 析 《〈 第 3 版 ) 


郑 宗 汉 ” 郑 晓 明 编著 


内 容 简 介 


本 书 系 统 地 介绍 了 算法 设计 与 分 析 的 概念 和 方法 , 共 4 篇 内 容 。 第 1 篇 介绍 算法 设计 与 分 析 的 基本 概 
念 ， 结 合 穷 举 法 、 排 序 问题 及 其 他 一 些 算法 ， 对 算法 的 时 间 复 杂 性 的 概念 及 复杂 性 的 分 析 方 法 作 了 较为 详 
细 的 叙述 ， 第 2 篇 以 算法 设计 技术 为 岗 ， 从 合并 排序 、 堆 排序 、 离 散 集合 的 union 和 find 操作 开始 ， 进 而 
介绍 递归 技术 、 分 治 法 、 贪 禁 法 、 动 态 规划 、 回 溯 法 、 分 支 与 限界 法 和 随机 算法 等 算法 设计 技术 及 其 复杂 
性 分 析 ; 第 3 篇 介绍 计算 机 应 用 领域 里 的 一 些 算法 ， 如 图 和 网 络 流 ， 以 及 计算 几何 中 的 一 些 问 题 ; 第 4 篇 
介绍 算法 设计 与 分 析 中 的 一 些 理论 问题 ， 如 NP 完全 问题 、 计 算 复 杂 性 问题 、 下 界 理论 问题 ， 最 后 介绍 近 
似 算法 及 其 性 能 分 析 。 
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重 算法 的 思想 方法 、 推 导 过 程 和 正确 性 的 证 明 技术 ， 也 注重 算法 所 涉及 的 数据 结构 、 算 法 的 具体 实现 和 算 
法 的 工作 过 程 。 
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计算 机 系统 中 的 任何 软件 ， 都 是 按 特 定 的 算法 来 予以 实现 的 。 算 法 性 能 的 好 坏 ， 直 接 
决定 了 所 实现 软件 性 能 的 优 务 。 如 何 判 定 一 个 算法 的 性 能 ?用 什么 方法 来 设计 算法 ? 所 设 
计 的 算法 需要 多 少 运 行 时 间 、 多 少 存储 空间 ? 在 实现 一 个 软件 时 ， 这 些 都 是 必须 予以 解决 
的 问题 。 计 算 机 中 的 操作 系统 、 语 言 编译 系统 、 数 据 库 管 理 系 统 ， 以 及 各 种 各 样 的 计算 机 
应 用 系统 中 的 软件 ， 都 离 不 开 用 具体 的 算法 来 实现 。 因 此 ， 算 法 设计 与 分 析 是 计算 机 科学 
与 技术 的 一 个 核心 问题 ， 也 是 大 学 计算 机 专业 本 科 生 及 研究 生 必修 的 一 门 重要 的 专业 基础 
课程 。 通 过 算法 设计 与 分 析 这 门 课 程 的 学 习 ， 读 者 能 够 掌握 算法 设计 与 分 析 的 方法 ， 并 利 
用 这 些 方法 去 解决 在 计算 机 科学 与 技术 中 所 遇 到 的 各 种 问题 ， 设 计 计 算 机 系统 的 各 种 软件 
中 所 可 能 遇 到 的 算法 ， 并 对 所 设计 的 算法 做 出 科学 的 评价 。 因 此 ， 算 法 设计 与 分 析 ， 不 仅 
对 计算 机 专业 的 科学 技术 人 员 , 而 且 对 使 用 计算 机 的 其 他 专业 技术 人 员 , 都 是 非常 重要 的 。 

本 书 内 容 选 材 适当 、 编 排 合理 、 由 浅 入 深 、 循序渐进 、 互 相 衔接 、 逐 步 展 开 ， 在 编写 
过 程 中 ， 尽 可 能 遵循 下 面 几 个 原则 。 

(1) 面 对 学 生 , 尽 可 能 用 通俗 的 语言 来 表达 深奥 的 问题 。 因此 , 公式 推导 尽 可 能 详尽 ， 
因为 这 样 才 不 会 为 难 学 生 ; 所 用 到 的 专门 术语 或 知识 来 龙 去 脉 尽 可 能 介绍 清楚 ， 因 为 这 样 ， 
学 生 才 不 会 感到 错 惕 和 不 知 所 措 ; 对 问题 的 叙述 ， 尽 可 能 开门 见 山 ， 使 学 生 能 较 快 地 、 容 
易 地 接触 到 问题 的 实质 。 

(2) 实现 算法 的 思想 方法 和 推导 过 程 尽 可 能 详细 和 易于 理解 ， 因 为 这 样 ， 学 生 才能 深 
刻 地 理解 和 掌握 算法 的 工作 原理 。 

(3) 对 算法 的 某 些 理论 基础 和 定理 的 证 明 给 予 足够 的 重视 ， 定 义 的 叙述 尽 可 能 严谨 ， 
方法 推导 、 定 理 证 明 的 逻辑 尽 可 能 严密 ， 因 为 这 可 以 培养 学 生 良 好 的 逻辑 思维 能 力 和 严谨 
规范 的 科学 方法 ， 而 设计 并 实现 一 个 算法 ， 具 有 良好 的 逻辑 思维 能 力 和 严谨 规范 的 科学 方 
法 是 很 重要 的 。 

(4) 算法 具体 实现 的 描述 、 所 涉及 的 数据 结构 和 变量 ， 都 做 出 较为 详尽 的 说 明 。 因 为 
有 些 学 生 尽管 知道 了 思想 方法 ， 也 了 解 了 实现 步骤 ， 但 具体 实现 起 来 ， 有 时 却 觉得 束 手 无 
策 。 对 算法 的 具体 实现 和 所 用 到 的 数据 结构 的 较为 详细 的 描述 ， 可 以 培养 学 生 的 具体 实践 
能 力 ， 使 学 生 学 会 如 何 使 用 所 学 过 的 知识 来 设计 和 实现 某 些 算 法 。 

(5) 算法 的 工作 过 程 ， 尽 可 能 详细 说 明 。 对 工作 过 程 中 比较 难于 理解 的 某 些 算法 ， 则 
通过 实例 ， 从 头 到 尾 地 模拟 算法 的 运行 。 因 为 这 是 学 习 、 理 解 算法 的 关键 ， 没 有 用 实例 来 
模拟 算法 的 运行 ， 学 生 学 完了 以 后 ， 对 该 算法 也 只 能 是 懂 懂 的 ， 不 知 其 所 以 然 。 

(6) 无 论 是 算法 的 基本 概念 、 算 法 复杂 性 的 分 析 方法 ， 还 是 算法 的 实现 步骤 ， 都 尽 可 
能 提供 大 量 实例 加 以 解释 说 明 。 
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本 书 先 以 最 简单 的 穷 举 法 为 例 ， 说 明 算 法 设计 技术 及 算法 分 析 的 重要 性 ， 接 着 以 排序 
问题 中 的 一 些 基 本 算法 和 其 他 一 些 算法 为 例 ， 说 明 算法 复杂 性 的 一 般 分 析 方 法 ; 然后 以 算 
法 设计 技术 为 纲 ， 按 照 实 现 算法 的 思想 方法 、 实 现 步 又 、 所 涉及 的 数据 结构 、 算 法 的 具体 
描述 及 复杂 性 分 析 等 几 个 方面 ， 逐 个 介绍 各 种 算法 设计 技术 及 其 分 析 方 法 。 

全 书 分 为 4 篇 。 第 1 篇 包括 第 1 章 和 第 2 章 ， 介 绍 算法 设计 与 分 析 的 基本 概念 。 第 1 
章 介 绍 算法 的 定义 及 算法 的 时 间 复 杂 性 的 基本 概念 ， 第 2 章 介 绍 算法 时 间 复 杂 性 的 分 析 方 
法 ， 并 简单 介绍 与 算法 分 析 有 关 的 最 基本 的 数学 工具 。 第 2 篇 包括 第 3 一 9 章 ,介绍 算法 设 
计 的 基本 技术 。 第 3 章 继续 介绍 排序 问题 和 离散 集合 的 操作 ， 进 一 步 对 算法 分 析 进 行 了 阐 
述 ， 并 为 下 面 各 章 中 所 涉及 的 问题 作 了 技术 上 的 准备 ， 第 4 章 介绍 递归 技术 及 分 治 方法 ， 
从 理论 上 分 析 了 分 治 算法 的 效率 ; 第 5 章 介绍 贪 禁 法 的 设计 方法 及 其 正确 性 的 证 明 , 第 6 
章 介绍 动态 规划 法 的 设计 技术 ; 第 7 章 介 绍 回溯 法 的 设计 技术 ;第 8 章 在 回溯 法 的 基础 上 
介绍 分 支 与 限界 方法 的 应 用 及 其 分 析 ; 第 9 章 介绍 3 种 类 型 的 随机 算法 及 其 性 能 分 析 。 第 
3 篇 包括 第 10 一 11 章 ， 涉 及 计算 机 应 用 领域 里 的 一 些 算法 。 第 10 章 介 绍 图 和 网 络 流 的 一 
些 问 题 ， 第 11 章 介绍 计算 几何 中 的 一 些 问 题 。 第 4 篇 包括 第 12 一 15 章 ， 介 绍 算法 设计 与 
分 析 中 的 一 些 理论 问题 。 第 12 章 介绍 NP 完全 问题 第 13 章 介 绍 计算 复杂 性 问题 ;第 14 
章 介 绍 下 界 理论 问题 ， 第 15 章 介绍 近似 算法 及 其 性 能 分 析 。 

本 书 对 第 2 版 做 了 一 些 修订 。 感 谢 许 存 权 、 钟 志 芳 、 纪 文 远 、 苏 明芳 、 邓 艳 诸位 编辑 
为 本 书 的 出 版 付出 的 大 量 工作 和 努力 ， 在 此 表示 诚挚 的 谢意 。 

由 于 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 不 当 之 处 ， 敬 请 读者 指正 。 
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第 1 章 算法 的 基本 概念 


计算 机 系统 中 的 任何 软件 ， 都 是 由 大 大 小 小 的 各 种 程序 模块 组 成 的 ， 它 们 按照 特定 的 
算法 来 实现 ， 算 法 的 好 坏 直接 决定 了 所 实现 软件 性 能 的 优 劣 。 用 什么 方法 来 设计 算法 ， 所 
设计 算法 需要 什么 样 的 资源 ， 需 要 多 少 运 行 时 间 、 多 少 存储 空间 ， 如 何 判定 一 个 算法 的 好 
坏 …… 在 实现 一 个 软件 时 ， 这 些 都 是 必须 予以 解决 的 。 计 算 机 系统 中 的 操作 系统 、 语 言 
译 系统 、 数 据 库 管 理 系统 以 及 各 种 各 样 的 计算 机 应 用 系统 中 的 软件 ， 都 必须 用 一 个 个 的 具 
体 算法 来 实现 。 因 此 ， 算 法 设计 与 分 析 是 计算 机 科学 与 技术 的 一 个 核心 问题 。 


1.1 中 言 


“算法 ”这 一 术语 是 从 英文 Algorithm 一 词 翻译 而 来 的 ， 但 直到 1957 年 ， 西 方 著名 的 
《韦伯 斯 特 新 世界 词典 》 也 未 将 这 一 单词 收录 其 中 。 据 西方 数学 史家 的 考证 ， 古 代 阿 拉 伯 
的 一 位 学 者 写 了 一 部 名 著 一 一 Kitab al-jabr Wa’Imugqabala(《 复 原 和 化 简 的 规则 》〉 ， 作 者 
的 署名 是 Abi “Abd Allah Muhammad ibn Miisa al-Khwarizmi。 从 字面 上 看 ,其 含义 是 “ 穆 军 
默 德 (Muhammad) 的 父亲 ， 摩 西 (Moses) 的 儿子 ，Khwarizm 地 方 的 人 ”。 后 来 ， 这 部 
著作 流传 到 了 西方 ,结果 从 作品 名 称 中 的 al-jabr 派生 出 Algebra (代数 ) 一 词 ， 从 作者 署名 
中 的 al-Khwirizmr 派生 出 Algorism (算术 ) 一 词 ， 最 后 ， 又 从 Algorism 衍生 出 Algorithm 。 
随 着 时 间 的 推移 ，Algorithm 这 个 词 的 含义 已 变 得 面目 全 非 了 ， 成 了 本 书 要 讨论 的 内 容 一 一 
算法 。 


1.1.1 算法 的 定义 和 特征 


欧 几 里 得 曾 在 他 的 著作 中 描述 过 求 两 个 数 的 最 大 公 因子 的 过 程 。20 世纪 50 年 代 ， 欧 
几 里 得 所 描述 的 这 个 过 程 被 称 为 Euclides Algorithm for gcd， 国 内 将 其 翻译 为 “ 求 最 大 公 因 
子 的 欧 几 里 得 算法 ”，Algorithm《〈 算 法 ) 这 一 术语 在 学 术 上 具有 了 现在 的 含义 。 下 面 通过 
一 个 例子 来 认识 一 下 该 算法 。 

算法 1.1 欧 几 里 得 算法 

输入 : 正 整 数 m,n 

输出 : m,n 的 最 大 公 因子 

1. unsigned euclid gcd(unsigned m,unsigned n) 

2. { 


FE unsigned 3 
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浊 while(n!=0) { 
r=m$n; 
6v m= n; 

Rs WW 二 :- 芝 信 

8 . } 

全 return m; 


10. 1 


在 此 用 一 种 类 C 语言 来 叙述 最 大 公 因 子 的 求解 过 程 。 今 后 ， 在 描述 其 他 算法 时 ， 还 可 
能 结合 一 些 自然 语言 的 描述 ， 以 代替 某 些 烦 琐 的 具体 细节 ， 从 而 更 好 地 说 明 算法 的 整体 框 
架 。 同 时 ， 为 了 简明 、 直 观 地 访问 二 维 数组 元 素 ， 假 定 在 函数 调用 时 ， 二 维 数组 可 以 直接 
作为 参数 传递 ， 在 函数 中 可 以 动态 地 分 配 数组 ， 等 等 。 读 者 可 以 容易 地 把 这 种 类 C 语言 程 
序 转换 为 C 语言 程序 。 

这 个 算法 由 一 个 循环 组 成 ， 第 4 行 判断 循环 体 的 执行 条 件 ， 若 n 为 0， 结 束 循环 的 执 
行 ， 转 到 第 9 行 ， 把 m 作为 结果 还 回 ， 算 法 结束 ; 若非 0， 就 执行 第 5~7 行 的 循环 体 : 
第 5 行 把 m 除 以 n 的 余数 赋予 r, 第 6 行 把 n 的 值 赋 予 m, 第 7 行 把 x 的 值 赋予 n, 然后 转 
到 第 4 行 继续 判断 是 否 执行 循环 体 。 按 照 上 面 这 组 规则 ， 给 定 任 意 两 个 正 整 数 ， 总 能 返回 
它们 的 最 大 公 因 子 。 读 者 可 以 自行 证 明 这 个 算法 的 正确 性 。 

根据 上 面 这 个 例子 ， 可 以 给 算法 如 下 的 定义 : 

定义 1.1 算法 是 解 某 一 特定 问题 的 一 组 有 穷 规则 的 集合 。 

算法 设计 的 先驱 者 唐纳德 。E. 克 努 特 (Donald E.Knuth) 对 算法 的 特征 做 了 如 下 的 描述 : 

(1) 有 限 性 。 算 法 在 执行 有 限 步 之 后 必须 终止 。 算 法 1.1 中 , 对 输入 的 任意 正 整 数 m、 
n， 在 m 除 以 n 的 余数 赋予 + 之后， 再 通过 + 赋予 n"”， 从 而 使 n 值 变 小 。 如 此 往复 进行 ， 最 
终 或 者 使 + 为 0, 或 者 使 n 递减 为 1。 这 两 种 情况 最 终 都 使 /=0， 而 使 算法 在 有 限 步 后 终止 。 

(2) 确定 性 。 算 法 的 每 一 个 步骤 都 有 精确 的 定义 ， 要 执行 的 每 一 个 动作 都 是 清晰 的 、 
无 歧义 的 。 例 如 ， 在 算法 1.1 的 第 5 行 中 ， 如 果 m、n 是 无 理 数 ， 那 么 m 除 以 n 的 余数 是 
什么 ， 就 没有 一 个 明确 的 界定 。 确 定性 的 准则 意味 着 必须 确保 该 算法 在 执行 第 5 行 时 ，m 
和 的 值 都 是 正 整 数 。 算 法 1.1 中 规定 了 m、n 都 是 正 整 数 ， 从 而 保证 了 后 续 各 个 步骤 中 都 
能 确定 地 执行 。 

(3) 输入 。 一 个 算法 有 0 个 或 多 个 输入 ， 它 是 由 外 部 提供 的 ， 作 为 算法 开始 执行 前 的 
初始 值 或 初始 状态 。 算 法 的 输入 是 从 特定 的 对 象 集合 中 抽取 的 。 算 法 1.1 中 的 两 个 输入 m、 
1， 就 是 从 正 整数 集合 中 抽取 的 。 

(4) 输出 。 一 个 算法 有 一 个 或 多 个 输出 ， 这 些 输出 与 输入 有 着 特定 的 关系 ， 实 际 上 是 
输入 的 某 种 函数 。 不 同 取 值 的 输入 ， 产 生 不 同 结果 的 输出 。 算 法 1.1 中 的 输出 是 输入 m、n 
的 最 大 公约 数 。 

(5) 能 行 性 。 算法 的 能 行 性 指 的 是 算法 中 有 待 实现 的 运算 都 是 基本 的 运算 , 原则 上 可 
以 由 人 们 用 纸 和 笔 在 有 限 的 时 间 里 精确 地 完成 。 算 法 1.1 用 一 个 正 整数 来 除 另 一 个 正 整 数 、 
判断 一 个 整数 是 否 为 0 以 及 整数 赋值 等 ， 这 些 运算 都 是 能 行 的 。 因 为 整数 可 以 用 有 限 的 方 
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式 表示 ， 而 且 至 少 存在 一 种 方法 来 完成 一 个 整数 除 以 另 一 个 整数 的 运算 。 如 果 所 涉及 的 数 
值 必须 由 展开 成 无 穷 小 数 的 实数 来 精确 地 完成 ， 则 这 些 运算 就 不 是 能 行 的 了 。 

必须 注意 到 ， 在 实际 应 用 中 ， 有 限 性 的 限制 是 不 够 的 。 一 个 实用 的 算法 ， 不 仅 要 求 运 
行 的 步骤 有 限 ， 同 时 也 要 求 运行 这 些 步骤 所 花费 的 时 间 是 人 们 可 以 接受 的 。 如 果 一 个 算法 
需要 执行 数 以 百 亿 亿 计 的 运算 步 又， 从 理论 上 说 ， 它 是 有 限 的 ， 最 终 可 以 结束 。 但 是 ， 这 
样 的 算法 ， 除 非 拿 到 超级 计算 机 去 运行 外 ， 否 则 ， 以 当代 一 般 的 计算 机 每 秒 数 亿 次 的 运算 
速度 ， 也 必须 运行 数 百 年 以 上 时 间 。 对 于 期 望 以 一 般 的 计算 机 作为 平台 来 运行 这 样 的 算法 ， 
这 是 人 们 所 无 法 接受 的 ， 因 而 是 不 实用 的 算法 。 同 时 也 应 注意 到 上 述 的 确定 性 ， 指 的 是 算 
法 要 执行 的 每 一 个 动作 都 是 确定 的 ， 并 非 指 算法 的 执行 结果 是 确定 的 。 大 多 数 算法 不 管 在 
什么 时 候 运行 同一 个 实例 ， 所 得 结果 都 一 样 ， 这 种 算法 称 为 确定 性 算法 ， 有 些 算 法 在 不 同 
的 时 间 运 行 同一 个 实例 ,可 能 会 得 出 不 同 的 结果 , 这 种 算法 称 为 不 确定 的 算法 或 随机 算法 。 

算法 设计 的 整个 过 程 ， 可 以 包含 对 问题 需求 的 说 明 、 数 学 模型 的 拟 制 、 算 法 的 详细 设 
计 、 算 法 的 正确 性 验证 、 算 法 的 实现 、 算 法 分 析 、 程 序 测试 和 文档 资料 的 编制 。 本 书 所 关 
心 的 是 串 行 算法 的 设计 与 分 析 ， 其 他 相关 的 内 容 以 及 并 行 算法 可 参考 专门 的 书籍 。 这 里 只 
在 涉及 有 关内 容 时 ， 才 对 相应 的 内 容 进行 论述 。 


1.1.2 算法 设计 的 例子 一 一 穷 举 法 


例 1.1 百 鸡 问题 。 

公元 5 世纪 末 , 我 国 古 代数 学 家 张 丘 建 在 他 所 撰写 的 《 算 经 》 中 提出 了 这 样 一 个 问题 : 
“ 鸡 俩 一 ， 值 钱 五 ， 鸡 母 一 ， 值 钱 三 ， 鸡 锥 三 ， 值 钱 一 。 百 钱 买 百 鸡 ， 问 鸡 俩 、 母 、 锥 各 
几何 ? ”意思 是 公鸡 每 只 5 元 ， 母 鸡 每 只 3 元 ， 小 鸡 3 只 1 元 ， 用 100 元 钱 买 100 只 鸡 ， 
求 公 鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 的 只 数 。 

令 a 为 公鸡 只 数 ，2 为 母 鸡 只 数 ，e 为 小 鸡 只 数 。 根 据 题 意 ， 可 列 出 下 面 的 约束 方程 : 


a+D+c=100 Ch.LLY 
Sa+3b+c/3=100 ELD 
c%3=0 (CLL 


其 中 ， 运 算 符 “/” 为 整除 运算 ，“%” 为 求 模 运算 。 式 〈1.1.3) 表示 c 被 3 除 ， 余 数 为 0。 
这 类 问题 用 解析 法 求解 有 困难 ， 但 可 用 穷 举 法 来 求解 。 所 谓 穷 举 法 ， 就 是 从 有 限 集合 
中 ， 逐 一 列举 集合 的 所 有 元 素 ， 对 每 个 元 素 逐 一 判断 和 处 理 ， 从 而 找 出 问题 的 解 。 
上 述 百 鸡 问题 中 ，a、b、c 的 可 能 取 值 范围 为 0~100， 对 在 此 范围 内 的 a、b、c 的 
所 有 组 合 进行 测试 ， 凡 是 满足 上 述 3 个 约束 方程 的 组 合 ， 都 是 问题 的 解 。 如 果 把 问题 转化 
为 用 n 元 钱 买 n 只 鸡 ，n 为 任意 正 整 数 ， 则 式 (1.1.1) 、 式 (1.1.2) 变 成 : 
atb+c=n (1.1.4) 
Sat+3b+c/3=n [YE 
于 是 ， 可 用 下 面 的 算法 来 实现 。 
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算法 1.2 百 鸡 问题 
输入 : 所 购买 的 3 种 鸡 的 总 数目 n 
输出 : 满足 问题 的 解 的 数目 k, 公鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 的 只 数 g[]、m[]、s[] 


10, 
Ts 
12。 
3 
14. 
15, 
6 
Ei 


亚 
2 
Ei 
4 
i 
6 
8 
9 


} 


. Void chicken question(int n,int gk,int g[],int m[],int s[]) 
“和 


int aybres 
k= 07 
for (a=0;a<=n;a++) { 
for (b=0;b<=n;b++) { 
for (c=0;c<=n;c++) { 
if ((at+b+c==n) && (5*a+3*b+c/3==n) && (c%3==0)) { 


g[k] = a; 
m[k] = b; 
stlxl ss es 
K+? 


该 算法 有 三 重 循环 ， 主 要 执行 时 间 取 决 于 第 7 行 开始 的 内 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 。 
外 循环 的 循环 体 执 行 n+1 次， 中 间 循 环 的 循环 体 执 行 (n+1)(n+1) 次 ， 内 循环 的 循环 体 执 
行 (n+1)(n+1)(n+1) 次 。 当 n=100 时 ， 内 循环 的 循环 体 执行 次 数 多 于 100 万 次 。 

考虑 到 nn 元 钱 只 能 买 到 n/5 只 公鸡 或 n/3 只 母 鸡 ， 因 此 有 些 组 合 可 以 不 必 考 虑 。 而 小 
鸡 的 只 数 又 与 公鸡 及 母 鸡 的 只 数 相关 ， 上 述 的 内 循环 可 以 省 去 。 这 样 算法 1.2 可 以 改 为 : 


算法 1.3 


改进 的 百 鸡 问题 


输入 ;所 购买 的 3 种 鸡 的 总 数目 n 
输出 : 满足 问题 的 解 的 数目 k, 公鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 的 只 数 g[] 、m[] 、s[] 


10. 
11. 
12。 


和 
及 
3 
4 
5. 
6 
2 
8 
号 


. void chicken _ problem(int n,int &k,int g[],int m[],int s[]) 
< 时 


int. De 


k= 07 
i = n/5; 
1 sn 


for (a=0;a<=i;a++) { 
for (b=0;b<=j;b++) { 
二 笋 字 生 = 
if ((5*a+3*b+c/3==n) && (cs%3==0)) { 
glkl = a; 
m[k] = b; 
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jk s[k] = c; 
14. Et 

Es } 

16. } 

Lis } 

L895 8 


算法 1.3 有 两 重 循环 ， 主 要 执行 时 间 取决 于 第 8 行 开始 的 内 循环 ， 其 循环 体 的 执行 次 
数 是 (n/5+1)(n/3+1)。 当 n=100 时 ， 内 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 为 21x34=714 次 。 这 与 算 
法 1.2 的 100 万 次 比较 起 来 ， 仅 是 原来 的 万 分 之 七 ， 有 重大 的 改进 。 

例 1.2 货 郎 担 问题 。 

货 郎 担 问题 是 一 个 经 典 问题 。 某 售货员 要 到 若干 个 城市 销售 货物 ， 已 知 各 城市 之 间 的 
距离 ， 要 求 售货员 选择 出 发 的 城市 及 旅行 路 线 ， 使 每 一 个 城市 仅 经 过 一 次 ， 最 后 回 到 原 出 
发 城市 ， 而 总 路 程 最 短 。 

如 果 对 任意 数目 的 n 个 城市 ， 分 别 用 1~n 的 数字 编号 ， 则 这 个 问题 可 归结 为 在 赋 权 图 
G=<VWE> 中 ， 寻 找 一 条 路 径 最 短 的 哈密 尔 顿 回 路 问题 。 其 中 ，V={1,2,…,n}， 表 示 城 市 顶 
点 ; 边 (i,j)eE 表示 城 市 i 到 城市 j 的 距离 ，i,j =1,2,…,n。 这 样 ， 可 以 用 图 的 邻接 矩阵 C 
来 表示 各 个 城市 之 间 的 距离 ， 把 这 个 矩阵 称 为 费用 矩阵 。 

售货员 的 每 一 条 路 线 ， 对 应 于 城市 编号 1,2…,n 的 一 个 排列 。 用 一 个 数组 来 存放 这 个 
排列 中 的 数据 ， 数 组 中 的 元 素 依次 存放 旅行 路 线 中 的 城市 编号 。n 个 城市 共有 nl! 个 排列 ， 
于 是 售货员 共有 nl! 条 路 线 可 供 选 择 。 采 用 穷 举 法 逐一 计算 每 一 条 路 线 的 费用 ， 从 中 找 出 费 
用 最 少 的 路 线 ， 便 可 求 出 问题 的 解 。 下 面 是 用 穷 举 法 解 这 个 问题 的 算法 。 

算法 1.4 穷 举 法 版 本 的 货 郎 担 问题 

输入 : 城市 个 数 n, 费用 矩阵 c[] [] 

输出 旅行 路 线 上 [] ,最 小 费用 min 

. #define MAX FLOAT NUM ~ /* 最 大 的 浮 点 数 #/ 
. Void salesman problem(int n,float gmin,int t[],float c[][]) 
5 


» 

2 

3 

4 int p[n],i = 1; 

5 float cost; 

6 min = MAX FLOAT NUM; 
7 while (i <= n!) { 

8 


l 产生 n 个 城市 的 第 i 个 排列 于 p; 
Nl Cost = 路 线 p 的 费用 ; 
10. if (cost < min) { 
二 把 数组 p 的 内 容 复制 到 数组 七 > 
2 min = cost; 
13, 
14. 4 
5s } 
5。 二 
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这 个 算法 的 执行 时 间 取 决 于 第 7 行 开 始 的 while 循环 ， 它 产生 一 个 城市 排列 ， 表 示 货 
郎 担 的 一 条 可 能 的 路 线 ， 并 计算 该 路 线 所 需要 的 时 间 。 这 个 循环 的 循环 体 共 需 执行 n! 次 。 
假定 在 一 般 的 计算 机 上 执行 ， 每 执行 一 次 ， 需 要 1lhs 时间， 则 整个 算法 的 执行 时 间 随 n 的 
增长 而 增长 的 情况 如 表 1.1 所 示 。 从 表 中 可 以 看 到 ， 当 ”=10 时 ， 运 行 时 间 是 3.62s， 算 法 
是 可 行 的 ; 当 m=13 时， 运行 时 间 是 1 小 时 43 分 ， 还 可 以 接受 ， 当 n=16 时 ， 运 行 时 间 是 
242 天 ， 就 不 实用 了 ; 当 n=20 时 ， 运 行 时 间 是 7 万 7 千 多 年 ， 这 样 的 算法 就 不 可 取 了 。 


表 1.1 算法 1.4 的 执行 时 间 随 n 的 增长 而 增长 的 情况 


说 明 ，hs: 微 秒 ，ms: 毫秒 ，s: 秒 ; m: 分 : h: 小 时 ; d: 天 ; y: 年 。 


在 一 些 书籍 中 ， 把 穷 举 法 归 类 为 蛮 力 法 (brmte force method) 。 它 不 采用 巧妙 的 技术 ， 
而 是 针对 问题 的 描述 和 所 涉及 的 概念 ， 用 简单 、 直 接 的 方法 来 求解 ， 看 起 来 有 点 策 拙 和 齐 
劲 ， 几 乎 什么 问题 都 能 解决 ， 而 算法 的 效率 往往 很 差 。 但 对 某 类 特定 问题 ， 当 设计 一 个 更 
为 高 效 的 算法 要 花费 很 大 的 代价 时 ， 在 规模 较 小 的 情况 下 ， 蛮 力 法 却 往往 是 一 个 简单 、 有 
效 的 方法 。 有 时 ， 经 常用 蛮 力 法 作为 准绳 ， 来 衡量 同样 问题 更 为 高 效 的 算法 。 


1.1.3 算法 的 复杂 性 分 析 


上 面 的 第 1 个 例子 ， 说 明了 改进 算法 的 设计 方法 对 提高 算法 性 能 的 重要 性 。 第 2 个 例 
子 ， 说 明了 对 一 个 不 太 大 的 n ， 采 用 穷 举 法 来 解 诸 如 货 郎 担 一 类 的 问题 ， 在 一 般 的 计算 机 
上 都 是 行 不 通 的 。 可 以 采用 哪些 算法 设计 方法 ， 来 有 效 地 解决 现实 生活 中 的 问题 ， 就 是 本 
书 所 要 叙述 的 一 个 问题 。 但 是 ， 如 果 不 是 通过 上 面 的 简单 分 析 ， 就 不 知道 改进 版 的 百 鸡 问 
题 算法 比 原来 的 算法 效率 高 很 多 ， 更 不 会 知道 用 穷 举 法 来 解 诸 如 货 郎 担 一 类 的 问题 ， 甚 至 
对 一 个 不 太 大 的 n， 在 一 般 计 算 机 上 都 是 不 可 行 的 。 把 这 个 问题 再 引申 一 下 ， 对 所 设计 的 
算法 ， 如 何 说 明 它 是 有 效 的 ; 或 者 ， 如 果 有 两 个 解 同样 问题 的 算法 ， 如 何 知道 这 个 算法 比 
那个 算法 更 有 效 ? 这 就 提出 了 另 一 个 问题 ， 如 何 分 析 算 法 的 效率 ， 这 是 本 书 所 要 叙述 的 另 
一 个 问题 。 

一 般 来 说 ， 可 以 用 算法 的 复杂 性 来 衡量 一 个 算法 的 效率 。 对 所 设计 的 算法 ， 普 遍 关心 
的 是 算法 的 执行 时 间 和 算法 所 需要 的 存储 空间 。 因 此 ， 也 把 算法 的 复杂 性 划分 为 算法 的 时 
间 复 杂 性 和 算法 的 空间 复杂 性 。 算 法 的 时 间 复 杂 性 越 高 ， 算 法 的 执行 时 间 越 长 ， 反 之 ， 执 
行 时 间 越 短 。 算 法 的 空间 复杂 性 越 高 ， 算 法 所 需 的 存储 空间 越 多 ， 反 之 越 少 。 在 算法 的 复 
杂 性 分 析 中 ， 对 时 间 复 杂 性 的 分 析 考 虑 得 更 多 。 
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1.2 算法 的 时 间 复 杂 性 


在 讨论 算法 的 时 间 复 杂 性 时 ， 要 解决 两 个 问题 ， 即 用 什么 来 度量 算法 的 复杂 性 ? 如 何 
分 析 和 计算 算法 的 复杂 性 ? 下 面 讨 论 这 两 个 问题 。 


1.2.1 算法 的 输入 规模 和 运行 时 间 的 阶 


假定 百 鸡 问题 的 第 1 个 算法 ， 其 最 内 部 的 循环 体 每 执行 一 次 ， 需 lhs 时间 。 当 n=100 
时 , 第 1 个 算法 的 这 个 循环 体 共 需 执行 100 万 次 , 约 需 执行 1s 时 间 。 第 2 个 算法 最 内 部 的 循 
环 体 每 执行 一 次 ， 也 需 lns 时 间 。 当 =100 时 ， 第 2 个 算法 的 这 个 循环 体 共 需 执行 714 次 
约 需 714hs。 当 n 的 规模 不 大 时 , 对 人 们 的 感官 来 说 , 这 两 个 算法 运行 时 间 的 差别 不 太 明显 。 

如 果 把 n 的 大 小 改 为 10000， 即 10000 元 买 10000 只 鸡 ， 以 同样 的 计算 机 速度 执行 第 1 
个 算法 ， 约 需 11d 零 13h; 而 用 第 2 种 算法 ， 则 需 (10000/5+1)(10000/3+1) hs， 约 为 6.7s。 
当 的 规模 变 大 时 ， 两 个 算法 运行 时 间 的 差别 就 很 悬殊 了 。 

从 上 面 的 分 析 以 及 对 货 郎 担 问题 运行 时 间 的 分 析 ， 可 以 看 到 下 面 两 点 事实 ; 

第 一 ， 算 法 的 执行 时 间 随 问题 规模 的 增 大 而 增长 ， 增 长 的 速度 随 不 同 的 算法 而 不 同 。 
当 问 题 规模 较 小 时 ， 不 同 增长 速度 的 两 个 算法 ， 其 执行 时 间 的 差别 或 许 并 不 明显 。 而 当 规 
模 较 大 时 ， 这 种 差别 就 会 变 得 非常 大 ， 甚 至 令 人 不 能 接受 。 

第 二 ， 没 有 一 种 方法 能 准确 地 计算 算法 的 具体 执行 时 间 。 这 一 事实 主要 是 基于 如 下 原 
因 : 算法 的 执行 时 间 , 不 但 取决 于 算法 是 怎样 实现 的 , 也 取决 于 算法 是 用 什么 语言 编写 的 
用 什么 编译 系统 实现 的 ， 编 译 系 统 所 生成 代码 的 质量 如 何 ， 在 什么 样 的 计算 机 上 执行 
的 …… 不 同 计算 机 的 性 能 、 速 度 各 不 相同 ， 即 使 在 同一 台 计 算 机 上 执行 ， 加 法 指令 和 乘法 
指令 的 执行 时 间 差 别 也 很 大 ， 人 们 无 法 对 所 有 这 些 都 做 出 准确 的 统计 。 即 使 能 够 对 某 台 特 
定 计算 机 的 执行 性 能 做 出 准确 的 统计 ， 由 于 软件 规模 很 大 、 结构 复杂 , 运行 状态 变化 很 大 ， 
每 一 种 运行 状态 都 有 各 种 各 样 的 条 件 判断 ， 难 以 预知 依 条 件 而 执行 的 各 种 操作 ， 其 执行 时 
间 也 就 难以 确定 。 

实际 上 ， 在 评估 一 个 算法 的 性 能 时 ， 并 不 需要 对 其 执行 时 间 做 出 准确 的 统计 除非 在 
实时 系统 中 ， 时 间 是 非常 关键 的 因素 时 ) 。 这 是 因为 人 们 在 分 析 算 法 的 性 能 ， 或 把 两 个 算 
法 的 性 能 进行 比较 时 ， 对 时 间 的 估计 是 相对 的 ， 而 不 是 绝对 的 。 此 外 ， 对 一 个 算法 来 说 ， 
人 们 不 仅 希望 算法 与 实现 它 的 语言 无 关 、 与 执行 它 的 计算 机 无 关 ， 同 时 也 希望 对 算法 运行 
时 间 的 测量 能 适应 技术 的 进步 。 而 且 ， 人 们 所 关心 的 并 不 是 较 小 的 输入 规模 ， 而 是 在 很 大 
的 输入 实例 下 算法 的 性 能 ， 也 就 是 算法 的 运行 时 间 随 着 输入 规模 的 增长 而 增长 的 情况 。 
于 是 ， 可 以 假定 算法 是 在 这 样 的 计算 模型 下 运行 的 : 所 有 的 操作 数 都 具有 相同 的 固定 
字 长 ， 所 有 操作 的 时 间 花 费 都 是 一 个 常数 时 间 间 隔 。 我 们 把 这 样 的 操作 称 为 初等 操作 ， 如 
算术 运算 、 比 较 和 逻辑 运算 、 赋 值 运算 等 。 
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这 样 ， 如 果 输 入 规模 为 x ， 百 鸡 问题 的 第 1 个 算法 的 时 间 花 费 可 估计 如 下 : 第 4 行 需 
执行 1 个 操作 ; 第 5 行 需 执行 1+2 (n+1) 个 操作 ;第 6 行 需 执 行 2+1+2 (n+1) 个 操作 ; 
第 7 行 需 执 行 (n+1) +2(n+1) 个 操作 ; 第 8 行 需 执行 14(n+1) 个 操作 ; 第 9 一 12 行 循环 
一 次 各 执行 一 个 操作 ， 执 行 与 否 取决 于 第 8 行 的 条 件 语句 。 因 此 ， 这 4 行 的 执行 时 间 不 会 
超过 4 (n+1》”。 于 是 ， 百 鸡 问题 的 第 1 个 算法 的 时 间 花 费 五 (") 可 估算 如 下 : 

T(n)<1+2(n+1)+nt+l+2(n+1) +(n+1) +16(n+1) +4(n+1) 


=20n +63n: +69n+27 《让 分 
当 n 增 大 时 , 例如 当 n=1000000 时 , 算法 的 执行 时 间 主 要 取决 于 式 (1.2.1) 的 第 1 项， 
而 第 2~4 项 对 执行 时 间 的 影响 只 有 其 几 十 万 分 之 一 ， 可 以 忽略 不 计 。 这 时 ， 第 1 项 的 常数 
20， 随 着 的 增 大 ， 对 算法 的 执行 时 间 也 变 得 不 重要 。 于 是 ， 可 把 五 (”) 写成 : 
T'(nsam a>0 (1.2.2) 
这 时 ， 称 歼 (z) 的 阶 是 着 。 
同样 ， 对 百 鸡 问 题 的 第 2 个 算法 ， 也 可 进行 如 下 估计 : 第 4 行 执行 1 个 操作 ， 第 5、6 
行 各 执行 2 个 操作 ， 第 7 行 执行 1+2(n/5+1) 个 操作 ， 第 8 行 执行 
n/5+1+2(n/5+1)(n/3+1) 个 操作 ， 第 9 行 执行 3(n/5+1)(n/3+1) 个 操作 ， 第 10 行 执行 
10(n/15+1)(n/3+1) 个 操作 ， 第 11~14 行 循环 一 次 各 执行 一 个 操作 ， 执 行 与 否 取决 于 第 10 
行 的 条 件 语 句 。 因 此 ， 这 4 行 的 执行 时 间 不 会 超过 4(n/5+1)(n/3+1)。 于 是 ， 百 鸡 问 题 的 
第 2 个 算法 的 时 间 花 费 到 (2) 可 估算 如 下 : 
T(n)<1+2+2+1+2(n/S5+1)+n/S5+1+2(n/5+1)(n/3+1)+ 
(3+10+4)(n/5+1)(n/3+1) 


= tt28 (1.2.3) 
同样 ， 随 着 的 增 大 ， 有 L(n) 也 可 写成 : 

Dn)xon c>0 (2 
这 时 ， 称 *(n) 的 阶 是 芝 。 把 Z*(n) 和 "(nm) 进 行 比较 ， 有 : 

E/T m= Cle:5) 


当 n 很 大 时 ， 对 的 作用 很 小 。 为 了 对 这 两 个 算法 的 效率 进行 比较 ， 基 于 上 面 的 观察 ， 


有 如 下 的 定义 : 
定义 1.2 设 算法 的 执行 时 间 为 T(n)， 如 果 存 在 7T*(n)， 使 得 : 
i T(n)-7T’(n) 
3m. Tn) 
就 称 7"(m) 为 算法 的 渐 近 时 间 复 杂 性 。 
在 算法 分 析 中 ， 往 往 对 算法 的 时 间 复 杂 性 和 算法 的 渐 近 时 间 复 杂 性 不 加 区 分 ， 并 用 后 
者 来 衡量 一 个 算法 的 时 间 复 杂 性 。 在 上 面 的 例子 中 ， 百 鸡 问题 的 第 1 个 算法 的 时 间 复 杂 性 


0 (1.2.6) 
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为 人 (2) ， 它 的 阶 是 天; 第 2 个 算法 的 时 间 复 杂 性 为 及 (z) ， 它 的 阶 是 到 。 

表 1.2 表示 时 间 复 杂 性 的 阶 为 logn ,n,nlogn ,三 , 2 ， 当 71=22 2, 292 时， 算法 
的 渐 近 运行 时 间 。 这 里 假定 每 一 个 操作 是 lns。 从 表 1.2 中 可 以 看 到 ， 当 阶 为 2” (n>64) 
时 ， 运 行 时 间 是 以 世纪 衡量 的 。 


表 1.2 不 同时 间 复 杂 性 下 不 同 输入 规模 的 运行 时 间 


n logn n nlogn 12 这 FP 
8 3ns 8ns 24ns 64ns Sl2ns 256ns 
16 4ns l6ns 64ns 256ns 4.096hs 65.536hs 
32 Sns 32ns 160ns 1.024hs 32.768hs | 4294.967ms 
64 6ns 64ns 4.096hs 262.144hs 5.85c 
128 Tns 128ns 896ns 16.384hs | 1997.152hs 1020e 
256 gns 256ns 65.536hs 16.777ms 105se 
512 9ns Sl2ns 262.144hs | 134.218ms 10235e 
1024 10ns 1.024hs 1048.576hs | 1073.742ms 10%9¢ 
2048 llns 2.048hs 4194.304hs | 8589.935ms 103598 
4096 12ns 4.096hs 16.777ms 68.719s i0*e 
8192 13ns 8.196hs 67.174ms 549.752s 10296 
16384 14ns 16.384hs 268.435ms 1.222h We 
32768 15ns 32.768hs 1073.742ms 9.773h 109845 e 
65536 16ns 65.536hs 4294.967ms 78.187h | ”101079 
131072 17ns 131.072hs 17.180s 25.983d | 103?438 ec 
262144 18ns 262.144hs 68.72s 208d | 10788?4e 
524288 19ns 524.288hs 274.88s 4.569y | 10157808 e 
1048576 20ns 1048.576hs 1099.52s 36.558y | 1035634e 
说 明 ，ns: 纳 秒 ， hs: 微 秒 ，ms: 毫秒 ，s: 秒 ， h: 小 时 ; d: 天 ; y: 年 ; c: 世纪 。 
另 一 方面 ， 假 定 41, 4,,…, 46 是 求解 同一 问题 的 6 个 算法 ， 它 们 的 时 间 复 杂 性 的 阶 分 
别 为 n,nlogn,m?,m,2”,n!， 并 假定 在 计算 机 CG 和 C, 上 运行 这 些 算法 ，C, 机 的 速度 是 机 


的 10 倍 。 若 这 些 算法 在 C 机 上 运行 时 间 为 T， 可 处 理 的 输入 规模 是 m; 在 C* 机 上 运行 同 
样 时 间 ， 可 处 理 的 输入 规模 扩大 为 n, ， 则 对 不 同时 间 复 杂 性 的 算法 ， 计 算 机 速度 提高 后 可 
处 理 的 规模 n, 和 ni 的 关系 如 表 1.3 所 示 。 从 表 1.3 中 可 以 看 到 , 当 计 算 机 速度 提高 10 倍 后 ， 
算法 41 的 求解 规模 可 扩大 10 倍 ， 而 算法 4; 的 求解 规模 只 有 微小 增加 ， 算 法 46 基本 不 变 。 
可 见 , 时 间 复 杂 性 为 2 或 n! 这 类 的 算法 , 用 提高 计算 机 的 运算 速度 来 扩大 它们 的 求解 规模 ， 
除非 使 用 超级 计算 机 ， 和 否则 ， 其 可 能 性 是 很 小 的 。 

表 1.3 中 , 前 4 种 算法 的 时 间 复 杂 性 与 输入 规模 的 一 个 确定 的 时 同 阶 , 计算 机 运算 速 
度 的 提高 ， 可 使 解 题 规模 以 一 个 常数 因子 的 倍数 增加 。 这 种 算法 的 运行 时 间 可 以 用 输入 规 
模 n 的 一 个 多 项 式 来 表达 , 习惯 上 把 这 类 算法 称 为 多 项 式 时 间 算法 , 而 把 表 1.3 中 的 后 两 种 
算法 称 为 指数 时 间 算 法 。 例 如 ， 上 述 百 鸡 问题 的 穷 举 算法 是 多 项 式 时间 算 法 ， 货 郎 担 问 题 


。10 。 
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的 穷 举 算法 则 是 指数 时 间 算 法 。 一 般 把 能 够 用 多 项 式 时 间 算 法 来 求解 的 问题 称 为 易 解 问题 

(easy problem ), 而 用 多 项 式 时 间 算 法 求解 的 可 能 性 非常 微小 的 问题 称 为 难 解 问题 Cdifficult 
problem) 。 货 郎 担 问题 就 是 一 个 难 解 问题 。 现实 中 有 很 多 看 起 来 容易 而 其 实 是 难 解 的 问题 。 
例如 ， 能 和 否 把 一 个 整数 集 8 分 割 为 两 个 子 集 S 和 SS,， 使 得 5 中 整数 之 和 等 于 $, 中 整数 之 
和 。 在 公 钥 加 密 方案 中 就 涉及 这 样 的 难 解 问题 。 


表 1.3 计算 机 速度 提高 后 不 同 算法 复杂 性 求解 规模 的 扩大 情况 


算 法 
时 间 复 杂 性 | 
2 和 nm 的 关系 


1.2.2 运行 时 间 的 上 界 一 一 O 记号 


百 鸡 问题 的 第 1 种 算法 和 第 2 种 算法 所 执行 的 初等 操作 数 ， 分 别 至 多 为 am 和 cn?。 
当 的 规模 增 大 时 ， 常 数 c, 和 c, 对 运行 时 间 的 影响 不 大 。 此 时 ， 如 果 用 O 记 号 来 表示 这 两 
个 算法 的 运行 时 间 的 上 界 ， 则 可 分 别 写成 O(m) 和 O(n?)。 

在 一 般 情况 下 ， 当 输入 规模 大 于 或 等 于 某 个 闵 值 n, 时， 算法 运行 时 间 的 上 界 是 某 个 正 
常数 的 g(n) 倍 ， 就 称 算法 的 运行 时 间 至 多 是 O(g(n))。0O 记 号 的 定义 如 下 : 

定义 1.3 令 NN 为 自然 数 集合 ，R; 为 正 实数 集合 。 函 数 f: N 一 Ri+， 函 数 g:N 一 Ri， 若 
存在 自然 数 n。 和 正常 数 c， 使 得 对 所 有 的 n>n。， 都 有 f(n)<cg(n)， 就 称 函数 了 (n) 的 阶 
至 多 是 O(g(n))。 


因此 ， 如 果 存在 lim 并 他， 则 : 
mo g(n) 


nlogn m 
8.38m 


EAL C2.79 
mm g(n) 


即 意味 着 
f(n)=O(g(n)) 
这 个 定义 表明 : f(n) 的 增长 最 多 像 g(n) 的 增长 那样 快 。 这 时 称 O(g(n)) 是 f(n) 的 
上 界 。 
例如 ， 对 百 鸡 问 题 的 第 2 个 算法 ， 由 式 〈1.2.3) 有 : 
T(n) < +1ln+28 
15 15 


取 m=28， 对 va>m， 有 : 


Tn) < 站 于 ttn 
_19 ， 176 
区 5 
区 LS 站 

15 15 
=13n? 
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令 c=13， 并 令 g(n)=m， 有: 
T(n)<cen =cg(n) 

所 以 ，L(n)=O(g(n))=O(m)。 这 说 明 ， 百 鸡 问 题 的 第 2 个 算法 ， 其 运行 时 间 的 增 
长 最 多 像 那样 快 ， 即 该 算法 的 运行 时 间 至 多 是 O(n?) 。 

假定 ， 算 法 类 C 是 解 问题 二 的 所 有 已 知 算法 ，4 是 C 中 的 任 一 算法 ， 其 运行 时 间 的 上 
界 是 O(T,(n))， 记 

O(c(n))= min(O(Ts (nm))) 

是 用 算法 类 C 来 解 问题 二 的 运行 时 间 的 上 界 。 如 果 O(II(n)) 是 解 问题 开 所 需 时 间 的 实际 上 
界 ， 显 然 ， 算 法 类 C 不 一 定 是 解 问题 II 的 所 有 算法 ， 可 能 还 存在 着 阶 比 O(IIc(D)) 还 低 的 
算法 未 被 找到 ， 因 此 ，O(IIc(n)) 不 一 定 是 O(II(m))。 但 是 ，O(T,(n)) 的 阶 越 低 ， 就 越 接近 
问题 开 的 实际 上 界 O(II(n)) 。 这 时 ， 如 果 找 到 一 个 新 算法 ， 其 运行 时 间 的 上 界 低 于 算法 类 
C 中 所 有 其 他 算法 的 上 界 ， 就 认为 建立 了 一 个 问题 荆 所 需 时 间 的 新 的 上 界 。 


1.2.3 ”运行 时 间 的 下 界 一 一 Q 记号 


O 记 号 表示 算法 运行 时 间 的 上 界 ， 同 样 也 可 以 用 Q 记号 来 表示 算法 运行 时 间 的 下 界 。 

仍 以 百 鸡 问题 的 第 2 个 算法 为 例 ， 第 11~14 行 仅 在 条 件 成 立时 才 执 行 ， 其 执行 次 数 未 知 。 
假定 条 件 都 不 成 立 ， 这 些 语句 一 次 也 没有 执行 ， 则 该 算法 的 执行 时 间 至 少 为 : 

Tn) 21+2+2+1+2(n/5+1)+n/5+1+2(n/5+1)(n/3+1)+(3+10)(n/5+1)(n/3+1) 


= + n+24 


=n 
当 取 n=1 时 ， Yn >=n。， 存 在 常数 c=1，g(n)=n*， 使 得 : 
T(n)>n =cg(n) 

这 时 ， 就 认为 百 鸡 问题 的 第 2 个 算法 的 运行 时 间 是 Q(m)， 它 表明 了 这 个 算法 的 运行 时 间 
的 下 界 。 在 一 般 情况 下 ， 当 输入 规模 等 于 或 大 于 某 个 闵 值 n, 时 ， 算 法 运行 时 间 的 下 界 是 某 
一 个 正常 数 的 g(n) 倍 ， 就 称 算法 的 运行 时 间 至 少 是 Q(g(n))。Q 记 号 的 定义 如 下 : 

定义 1.4 令 寺 为 自然 数 集合 ，R; 为 正 实数 集合 。 函 数 f:N 一 R:， 函 数 g:N 一 Ri， 若 
存在 自然 数 n。 和 正常 数 c ， 使 得 对 所 有 的 n>n。， 都 有 f(n)>=cg(n)， 就 称 函数 了 (n) 的 阶 
至 少 是 Q(g(n))。 

因此 ， 如 果 存 在 fim 中， 则 : 

a (0) 


i Ce) 0 
me g(n) 


《2 


即 意味 着 
f(n)=Q(g(n)) 
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这 个 记号 表明 一 个 算法 的 运行 时 间 随 规模 n 的 增长 至 少 像 g(n) 那样 快 , 即 该 算法 的 运 
行 时 间 至 少 是 Q(g(n))。 

对 一 个 特定 算法 来 说 ， 在 评估 该 算法 的 运行 时 间 的 下 界 时 ， 由 于 评估 的 方法 不 同 ， 可 
能 得 到 几 个 不 同 的 结果 ， 因 而 得 到 几 个 不 同 的 下 界 。 但 是 ， 下 界 的 阶 越 高 ， 评 估 的 精确 度 
就 越 高 。 例 如 ， 百 鸡 问题 第 2 个 算法 的 下 界 是 Q(m)， 但 也 可 以 证 明 : Q(n) 和 Q(1) 也 可 
以 是 它 的 下 界 ,而 Q(m ) 的 阶 最 高 ,所 以 是 百 鸡 问题 第 2 个 算法 的 更 为 精确 的 下 界 ,而 Q(n) 
和 Q(1) 对 这 个 算法 来 说 ， 就 变 得 没有 意义 了 。 

人 们 通常 对 解 某 个 问题 开 的 下 界 感 兴趣 。 例 如 ， 从 个 大 小 不 同 、 顺 序 零 乱 的 数据 中 
找 出 最 小 的 数据 。 不 管用 什么 算法 来 解 这 个 问题 ， 至 少 都 需要 n 一 1 次 比较 操作 ， 因 此 ， 可 
确定 这 个 问题 的 下 界 是 Q(n) , 它 说 明 再 也 不 可 能 找到 阶 比 Q(n) 更 低 的 算法 来 解 这 个 问题 。 
同样 ， 可 以 证 明基 于 比较 的 排序 算法 ， 它 的 下 界 为 Q(nlogn)， 这 也 表明 ， 再 也 不 能 设计 
出 一 个 基于 比较 的 排序 算法 ， 其 运行 时 间 的 阶 能 够 低 于 Q(nlogn) 。 

对 于 一 般 的 问题 工 ， 要 确定 它 的 下 界 Q(T(n)) 比较 困难 。 一 种 方法 是 先 对 问题 二 进行 
理论 分 析 ， 设 置 一 个 较 低 的 下 界 QOQIs(n)) 作为 出 发 点 ， 再 寻找 阶 比较 高 的 下 界 ， 以 此 逐渐 
迫近 问题 工 的 实际 下 界 QGI(CD)) 。 

假定 ， 算 法 类 C 是 问题 开 的 所 有 已 知 算法 ，4 是 C 中 的 任 一 算法 ， 其 运行 时 间 的 下 界 
是 Q(T4(n))， 记 


Q(Te(n)) = min(Q(Ty(n))) 
AeC 


是 用 算法 类 C 来 解 问题 开 的 运行 时 间 的 下 界 。 这 时 ， 有 下 面 3 种 情况 : 

(1) QIc(n)) 和 QAIs(n)) 同 阶 : 说 明 问题 开 的 已 知 算法 中 ， 至少 有 某 个 算法 性 能 足 
够 好 ， 已 达到 问题 开 的 预期 下 界 。 如 果 能 够 证 明 Q(T@(n)) 就 是 QQI(m)) ， 则 该 算法 就 是 问 
题 荆 的 最 优 算法 。 

(2) QTce(n)) 的 阶 低 于 Q(T5(n)) : 说 明 QOIs(n)) 的 估计 错误 , 应 重新 估计 阶 比较 低 
的 Q(T;(n))。 

(3) Q(Ic(n)) 的 阶 高 于 QIs(n)): 这 时 ， 又 可 能 有 下 面 3 种 情况 。 

@ QGI(CoD) 的 阶 估计 过 低 ， 重 新 寻找 阶 比 较 高 的 下 界 估计 值 ， 以 迫近 问题 的 实际 
下 界 Q(I(n)); 

@ 问题 二 的 已 知 算法 的 性 能 不 能 令 人 满意 , 重新 寻找 可 降低 Q(TIc(n)) 的 阶 的 新 算法 ; 

@ 既 重 新 寻找 阶 比 较 高 的 Q(Ts(n))， 也 重新 寻找 可 降低 Q(Te(n)) 的 阶 的 新 算法 。 

不 管 是 哪 种 情况 ， 都 归结 于 问题 工 下 界 的 确定 。 在 第 14 章 将 叙述 这 个 问题 。 

O 记 号 和 Q 记 号 的 定义 ， 可 得 到 下 面 的 结论 : 
结论 1.1 f(n) 的 阶 是 Q(g(n))， 当 且 仅 当 g(n) 的 阶 是 O(f(n))。 


1.2.4 运行 时 间 的 准确 界 一 一 @ 记号 


百 鸡 问题 第 2 个 算法 的 运行 时 间 的 上 界 是 13n” ,下界 是 nw， 这 表明 不 管 输入 规模 如 何 
变化 ， 该 算法 的 运行 时 间 都 介 于 mn* 和 13m 之 间 。 这 时 ,用 记号 © 来 表示 这 种 情况 ， 认 为 该 
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算法 的 运行 时 间 是 @(m?) 。@ 记号 表明 算法 的 运行 时 间 有 一 个 较 准确 的 界 ， 它 可 以 准确 到 
一 个 常数 因子 。 

在 一 般 情 况 下 ,如 果 输 入 规模 等 于 或 大 于 某 个 阔 值 mm ， 算 法 的 运行 时 间 以 cig (n) 为 其 
下 界 , 以 cg (nm) 为 其 上 界 , 其 中 ，0 入 入 c ， 就 认为 该 算法 的 运行 时 间 是 @(g(m)) 。@ 记 
号 的 定义 如 下 : 

定义 1.5 令 N 为 自然 数 集合 ，R; 为 正 实数 集合 。 函 数 f: N 一 Ri， 函 数 g :N 一 R+， 若 
存在 自然 数 n。 和 两 个 正常 数 0<c<c,， 使 得 对 所 有 的 nn,。， 都 有 : 

Gg (n<f (ns< ce,g (n) 


就 称 函数 了 (n) 的 阶 是 @(g(n))。 
因此 ， 如 果 存 在 lim) ， 则 ; 
“区 (1 


lim -一 一 =C (1.2.9) 


即 意味 着 
f(n)=O(g(n)) 
其 中 ，c 是 大 于 0 的 常数 。 
由 定义 1.5， 可 得 到 下 面 的 结论 : 
结论 1.2 如 果 f(n)=O(g(n)), 且 f(n)=Q(g(n)), 则 f(n)=@(g(n))。 
下 面 是 一 些 函 数 的 O 记 号 、Q 记号 和 @ 记号 的 例子 。 
例 1.3 常 函数 f(n)=4096 。 
令 m=0，c=4096， 使 得 对 g(n)=1， 对 所 有 的 n 有 : 
f(n)<409%6x1=cg(n) 
所 以 ，f(n)=0O(g(n))=0O(1)。 同 样 : 
f(n)=409%6x1=cg(n) 
所 以 ，f(n)=Q(g(n))=Q(1)。 又 因为 : 
cg(n)<f(n)<cg(n) 


所 以 ，f(n)=e@(1)。 

例 1.4 线性 函数 f(n)=5n+2。 

令 m=0， 当 n>m 时 ， 有 a=5，g(n)=n， 使 得 : 
f(n)=5n=cg(n) 
所 以 ，f(n)=Q(g(n))=Q(n). 

令 m=2， 当 nm 时， 有 c,=6，g(n)=n， 使 得 : 

f(n)<5n+t+n 
=6n 
=Cg(n) 
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所 以 ，f(n)=O(g(n))=0O(n)。 
同时 ， 有 : 
ag(n)<f(n)<cg(n) 
所 以 ，f(n)=e(n)。 

例 1.5 平方 函数 f(n)=8n? +3n+2。 

令 m=0， 当 n>m 时 ， 有 c=8，g(n)=n >， 使 得 : 
f(n)=8n =ag(n) 
所 以 ,，f(n)=Q(g(n))=Q(n)。 

令 加 =2， 当 nm 时， 有 c,=12，g(n)=n ， 使 得 : 

f(n)<8n +3nt+n 
<12m 
=c,g(n) 
所 以 ，f(n)=O(g(n))=0O(m)。 同 时 ， 有 : 
G8g8(n)<f(n)<c,g(n) 


所 以 ，f(n)=e(n)。 
通过 上 面 的 例子 ， 可 得 出 下 面 的 结论 : 
结论 1.3 令 : 
f (n=arnt tarant t+- +an+ao ak >0 
则 有 : 
f(n)=0(n"), 有 £f(n)=Q(n") 
因此 ， 有 : 
f(n)=O(n) 

例 1.6 指数 函数 f(n)=5x2”+n?。 

令 m=0， 当 n>m 时 ， 有 a =5，g(n)=2”"， 使得: 
f(n)= 5x2”=ag(n) 
所 以 ，f(n)=Q(g(n))=Q(2")。 

令 加 =4， 当 n> 时， 有 c,=6，g(n)=2”， 使 得 : 

f(n)<5x2”+2” 


= 
=cg(n) 
所 以 ，f(n)=O(g(n))=0(2")。 同 时 ， 有 : 
ag(n)<f(n)<c,g(n) 


所 以 ，f(n)=e@(2”)。 
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注意 : 由 于 经 常用 到 以 2 为 底 的 对 数 ， 下 面 的 例子 及 本 书 的 其 他 地 方 
成 logx。 
例 1.7 对 数 函 数 f(n)=logn?。 
因为 : 
logn’? =2logn 
令 m=1， 当 n>m 时 ， 有 c=1，c, =3，g(n)=logn， 使 得 : 
cg(n)<2logn<c,g(n) 
所 以 ，logn? =e(logn)。 
例 1.7 表明 ， 在 一 般 情况 下 ， 对 任何 正常 数 k， 都 有 : 
logn* =QO(logn) 


例 1.8 函数 f(m) = 六 logj 
及 


因为 : 
Dlogj < logn 
f=1 f=1 
=nlogn 


令 m=1， 当 nm 时， 有 c=1，g(n)=nlogn， 使 得 : 
Dlogj<ag(n) 
pa 


所 以 ， 
Dlogj=O(g(n))=O(nlogn) 


i=1 
另外 ， 假 定 n 是 偶数 ， 
ylogj>S'log 二 
7-1 i=1 2 


=2log2 

2 "87 

n 
=—(logn—l 
pa sn=) 


= (logn +logn—2) 


因此 ， 令 m=4，c =1/4，g(n)=nlogn， 对 所 有 的 n>n。， 都 有 : 


> log7 > 了 mlogn 


所 


=c8(CDD) 


， 都 把 log, x 写 
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=Q(g(n)) 
=Q(nlogn) 
因此 ， 有 
cg(D)<>logj<ag(m) 
j=l 
所 以 ， 
Dlogj =QA(g(n))=QO(nlogn) 
/=1 
由 此 可 以 证 明 : 


logn!=©(nlogn) 
1.2.5 OO 记号 、Q 记号 、@ 记 号 的 性 质 


O 记 号 、Q 记 号 、@ 记号 具有 如 下 一 些 性 质 : 

定理 1.1 

(1) 如 果 f(n)=O(g(n))， 且 g(n)=O(h(n))， 则 f(n)=O(h(n))。 
(2) 如 果 f(n)=Q(g(n))， 且 g(n)=Q(h(n))， 则 f(n)=Q(h(n)) 。 

证 明 : (1) 由 f(n)=O(g(n)) ， 存 在 某 个 正常 数 c 和 mo， 对 所 有 的 自然 数 n=no， 有 J(n)< 
cg(n); 而 由 g(n)= 0O(h(n)) ， 存 在 某 个 正常 数 c' 和 ns， 对 所 有 的 自然 数 n>nh， 有 g(n)< 
c'h(n)。 因 此 ， 存 在 正常 数 c, =cxc'， 对 所 有 的 自然 数 n >max(no,n6)， 有 了 (n)< ch(n)。 
所 以 ，f(n) =O(h(n)) 。 

(2) 的 证 明 类 似 〈1) 的 证 明 。 

由 定理 1.1， 可 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 1.1 如 果 f(n)=e(ge(n))， 且 g(n)=e(h(n))， 则 ff(n)=e(h(n))。 

定理 1.1 和 推论 1.1 说 明 O 记 号 、Q 记号 、e 记号 具有 传递 性 质 。 如 果 一 个 算法 运行 
时 间 的 上 界 是 O(m?)， 而 wn? =O(3) ， 所 以 ， 也 可 以 说 oO?) 是 该 算法 运行 时 间 的 上 界 ， 但 
O(m2) 更 接近 于 它 的 上 界 。 同样, 如 果 一 个 算法 运行 时 间 的 下 界 是 O(n?) ,而 n? =Q(nlogn)， 
所 以 ， 也 可 以 说 Q(nlogn) 是 该 算法 运行 时 间 的 下 界 ， 但 O(nm?) 更 接近 于 它 的 下 界 。 

定理 1.2 对 任意 给 定 的 函数 fi(n) 和 万 (xm) ， 存 在 函数 g(n) 和 g,(n)， 满 足 
fi(n)=O(g(n), fln)=O(g(n), 则 fi(m)+f(n)=O(max(g(n),g,(n))) 。 

证 明 : 由 fi(n)=O(g(m))， 存 在 某 个 正常 数 c 和 nn ， 对 所 有 的 自然 数 n>=m， 有 fi(n)< 
G8(n)。 而 由 访 (n)=O(g2(n))， 存在 某 个 正常 数 c 和 ns, 对 所 有 的 自然 数 nz=n2, 有 所 (n) < 
cg2(n) 。 因 此 ， 对 所 有 的 自然 数 n>max(n,n,)， 有 : 

M+ fm)< ag(n) +c,g,(n) 

令 c=2max(a,c) ， 则 有 : 

(n+ fo(n) <c(max(8i(00).82(D)) 


二 全 这 过 
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所 以 有 : 
fi)+f(n)=O(max(g(n),g,(n))) 

定理 1.3 对 任意 给 定 的 函数 fi(n) 和 (nn) ， 存 在 函数 gj(n) 和 g,(n)， 满 足 
fi(n)=Q(8(n)), fn)=Q(8(n), fm) +n)= Amin(g,(n).8,(n))) 。 

证 明 : 类 似 定理 1.2 的 证 明 。 
由 定理 1.2， 可 以 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 1.2 如 果 fi(n)=O(g(n))，f(n)=O(g(n), 则 fi(m+f(n)=0(8(n)) 。 

推论 1.3” 如果 存 在 某 个 正常 数 k, 有 函数 (nn), 记 (mn),…, 丰 (n) ,对 所 有 的 i(1<i<k)， 
都 有 fi(n)=O(g(m)), 则 f+ ++ fn)= 0(g(n))。 

定理 1.4 如 果 f(n) 和 g(n) 是非 负 函 数 , 且 f(n)=O(g(m)，, 则 f(n)+g(n)=@(g(n))。 

证 明 : 显然 ,对 所 有 的 自然 数 n=0， 都 有 Jf(n)+g(n) = g(n) ， 因 此 ， 存 在 c=1， 使 得 
Jf(n)+g(n) > cg(n) 。 所 以 ， 有 f(n+g(n)=Q(g(m))。 此 外 ， 由 f(n)=O(g(m))， 且 
8(n)=O(g(n))。 根 据 推论 1.2， 有 Jf(n)+g(n)=O(g(n))。 所 以 ，f(n)+g(n)=e(g(n))。 

上 述 性 质 说 明 : 如 果 某 个 算法 是 由 若干 个 算法 组 成 的 ， 而 且 其 中 每 一 个 算法 的 时 间 复 
杂 性 都 已 经 知道 ， 那 么 就 可 以 利用 上 述 性 质 来 确定 该 算法 的 时 间 复 杂 性 。 


1.2.6 复杂 性 类 型 和 o 记号 


不 同 的 函数 具有 不 同 的 复杂 性 ， 因 此 ， 可 对 复杂 性 进行 分 类 。 
定义 1.6 令 R 是 函数 集合 F 上 的 一 个 关系 ， RcCFxF， 有 
R={<f.g>lfeFAgeFAf(n)=O(g8(n))} 
则 R 是 自 反 、 对 称 、 传 递 的 等 价 关 系 ， 它 诱导 的 等 价 类 ， 称 阶 是 g(n) 的 复杂 性 类 型 的 等 价 类 。 
因此 ， 所 有 常 函数 的 复杂 性 类 型 都 是 8(1) ; 所 有 线性 函数 的 复杂 性 类 型 都 是 日 (n); 
所 有 的 2 阶 多 项 式 函 数 的 复杂 性 类 型 都 是 @(n?)， 如 此 等 等 。 
例 1.9 说 明 函 数 1(n)=4096 及 函数 g(n)=3n+2 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
因为 存在 n=1，c=820， 使 得 对 所 有 的 n>=n,， 有 f(n)< cg(n)。 因 此 ， 
f(n)=O(g(n))=0O(n). 
又 因为 : 


i Ci 496 0 
mog(n) me3n+2 
根据 式 (1.2.8) ， 得 f(n)zQ(g(n))， 则 ff(n)zeB(g(n)) 。 所 以 ，f(n)=4096 和 
g(n)=3n+2 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
例 1.10 说 明 2” 和 n! 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
因为 logn!=e@(nlogn)， 且 log2” =n， 由 此 可 以 推出 2” =O(n!)。 
又 因为 : 


人 


-0 
monl nml1.2-…n 


第 1 章 算法 的 基本 概念 


由 式 (1.2.8) 得 : 22zQ(D) ， 因 此 22=@(zD) 。 所 以 ，2 和 nl! 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
例 1.11 说 明和 2” 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
因为 log2” =n: =Q(n’), logn!=O(nlogn), 而 n? >nlogn, 所 以 nl=0(2”)。 同时 ， 
i nl im 7 = ， 2 


mo I i ei ary dy 
因此 ，n!zQ(2”) 。 所 以 ，n!zB(2”) ， 故 由 和 2 不 属于 同一 复杂 性 类 型 。 
为 了 表示 两 个 函数 具有 不 同类 型 的 复杂 性 ， 可 使 用 如 下 定义 的 o 记 号; 
定义 1.7 令 寺 为 自然 数 集合 ,Ri 为 正 实数 集合 。 函 数 f: N 一 R:， 函 数 g:N 一 Ri 若 
存在 自然 数 mw 和 正常 数 c ， 使 得 对 所 有 的 n=n,。， 都 有 : 


f(n)<cg(n) 
就 称 函 数 /(n) 是 o(g(n))。 
由 此 ， 如 果 存 在 lm ， 则 :; 
>” g(n) 
0) 
mm g (7) 


即 意味 着 : 
f(n)=o(g(n)) 

这 个 定义 表明 ， 随 着 n 趋 于 非常 大 ，_/(n) 相对 于 g(m) 变 得 不 重要 。 由 这 个 定义 可 以 
推出 下 面 的 结论 : 

结论 1.4 f(n)=o(g(n))， 当 且 仅 当 f(n)=0O(g(n)) 而 g(n)z*0(f(n))。 

例如 ; nlogn=o(n*)， 等 价 于 nlogn=O(m), 而 m? 冯 O(nlogn)。 同 样 ，2” =o(n!)， 
等 价 于 2"=O(n!)， 而 nO0(2"); nl=o(2”)， 等 价 于 n!=0(2”), 而 2” #0(n!)。 

可 以 用 偏 序 关系 f(n)<g(n) 来 表示 f(n)=o(g(n))。 例 如 ，nlogn<n 。 在 算法 分 
析 中 ， 经 常 遇 到 如 下 一 些 类 型 的 复杂 性 ， 它 们 的 阶 分 别 是 1、loglogn 、logn、Vn、m'、 
下 iog Wy 2 Wy Ds 


如 果 用 “< ”来 表示 它们 之 间 的 复杂 性 关系 ， 就 可 以 组 成 如 下 的 一 个 体系 结构 : 


1<loglogn <logn <Vn <m <n<nlogn<m <2" <nl<2" 
习题 


1. 算法 有 哪些 特点 ? 为 什么 说 一 个 具备 了 所 有 特征 的 算法 , 不 一 定 就 是 实用 的 算法 ? 

2. 证 明 算 法 1.1 的 正确 性 。 

3. 用 穷 举 法 求 2~500 之 间 的 所 有 亲密 数 对 。 所 谓 亲 密 数 对 ， 指 的 是 如 果 M 的 因子 
(包括 1， 不 包括 本 身 ) 之 和 为 N，NN 的 因子 之 和 为 M ， 则 M 和 N 称 为 亲密 数 对 。 
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4. 算法 的 时 间 复 杂 性 是 如 何 度量 的 ? 
5. 若 
f (n=an ta nn ++ant+ao a:>0 
证 明 f(n)=e(n*)。 
6. 证 明 下 面 的 关系 成 立 : 
(1) logn!=@(nlogn) 
C27 = 


(3) D7 =O(n) 
i=0 


(4) n!=QO(n") 

(5) Sn —6n=QO(n) 

7. 给 定 下 列 函 数 f(n) 和 g(n) ， 确 定 关系 f(n)=O(g(n))、/f(n)=Q(g(n))、 
Jf(n)=B(g(n)) 是 否 成 立 ， 并 证 明 。 

(1) f(n)=logn’, g(n)=logn+5 

(2) f(n)=10, g(n)=logl10 

(3) f(n)=logm, g(n)=Vn 

(4) f(n)=100n’*, g(n)=2" 

8. 在 表 1.4 的 空 栏 填 上 TRUE 或 FALSE。 


表 1.4 为 空 栏 填 上 TRUE 或 FALSE 


21m +3n 


S50n+logn 


[at | | 
oe | | | 
[ul | 
[el | 


S50nlogn 


文献 [1] 给 出 了 算法 的 定义 和 特征 。 文 献 [2] 对 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 问题 ， 以 
及 对 算法 运行 时 间 的 O 记 号 、Q 记号 、e 记号 等 记号 的 用 法 进行 了 讨论 。0 记 号 、Q 记 号、 
@ 记号 以 及 o 记 号 的 详细 用 法 ， 可 在 文献 3]、[4] 中 看 到 。 几 乎 所 有 的 算法 设计 与 分 析 书 籍 
都 涉及 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 问题 ， 以 及 对 算法 运行 时 间 的 O 记 号 、@ 记 号 、@ 
记号 的 介绍 。 


。20 。 
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在 分 析 百 鸡 问 题 的 两 个 算法 时 ， 都 必须 统计 算法 每 一 行 所 需 执 行 的 初等 操作 数目 ， 从 
而 得 到 算法 所 需 执行 的 全 部 初等 操作 数目 ， 以 此 来 代表 算法 的 执行 时 间 。 显 然 ， 这 样 统计 
出 来 的 时 间 并 不 表示 该 算法 的 实际 执行 时 间 。 因 为 这 是 在 一 种 理想 的 计算 模型 下 进行 统计 
的 ， 即 所 有 的 操作 数 都 具有 相同 大 小 的 字 长 ， 所 有 数据 的 存 取 时 间 都 一 样 ， 所 有 操作 都 花 
费 相同 的 时 间 间 隔 。 此 外 ， 用 这 种 方法 统计 出 来 的 结果 ， 也 并 不 表示 它 就 是 算法 所 需 执行 
的 全 部 初等 操作 数目 。 因 为 在 进行 这 种 统计 时 ， 忽 略 了 编译 程序 所 产生 的 很 多 辅助 操作 ， 
而 这 是 无 法 准确 统计 的 ， 此外， 算法 在 运行 时 ， 很 多 操作 是 在 运行 过 程 中 才 判 断 是 否 需 要 
执行 的 ， 因 此 这 些 操作 的 数目 是 难于 预料 的 。 实 际 上 ， 要 准确 地 统计 一 个 算法 所 需 执行 的 
全 部 初等 操作 数目 是 非常 麻烦 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 。 前 面 的 分 析 也 说 明 ， 一 般 并 不 预期 得 
到 算法 的 一 个 准确 的 时 间 统 计 ， 而 是 希望 以 一 个 常数 因子 得 到 算法 运行 时 间 的 阶 ， 估 计 运 
行 时 间 与 输入 规模 的 关系 。 因 此 ， 人 们 必须 寻找 一 种 切实 可 行 的 方法 来 估计 算法 的 时 间 复 
杂 性 。 


2.1 常用 的 函数 和 公式 


算法 所 需要 的 资源 〈 时 间 、 空 间 ) 数量 ， 经 常 以 和 的 形式 或 以 递归 公式 的 形式 表示 。 
这 就 需要 用 到 一 些 基 本 的 数学 工具 ， 以 便 在 算法 分 析 处 理 时 对 这 些 和 数 或 递归 函数 进行 处 
理 。 下 面 是 一 些 最 基本 的 函数 和 公式 。 


2.1.1 整数 函数 


如 果 x* 是 任意 实数 ， 则 记 
| x 」 = 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ， 简 称 为 x 的 下 限 。 
[x1 = 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 ， 简 称 为 x 的 上 限 。 


例如 : 
san bas 
[2] =0 [2 = 
|-1/2]=-1 「-1/21=0 
可 以 证 明 下 面 的 关系 成 立 : 


[x]=Lx」 ” 当 且 仅 当 x 是 整数 
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| 隐 江 后 用 济 E3 | 当 且 仅 当 x 不 是 整数 
L-xj=-z] 
zl<| xz |<xz<「xz]<xz+l 
[|Lxz/2 |+[xz/2]=zx 当 且 仅 当 x 是 整数 
下 面 是 一 个 很 有 用 的 定理 。 
定理 2.1 令 f(x) 是 一 个 单调 递增 函数 ， 使 得 当 f(x) 是 整数 时 ，x 也 是 整数 。 那 么 ， 有 : 
[7(Lx)) LA 并 且 [ZUzDTACOD 1 


由 定理 2.1 可 以 得 到 下 面 的 公式 : 


LLxzj] /zj=Lxz/o] [[x1]/n 1=[x/n] 《2 下 动 


其 中 ，7 是 正 整数 。 例 如 : 


LLLay2 /2 /2 =LLay41/2] =Lay8] 


2.1.2 ”对 数 函 数 


令 b 是 大 于 1 的 正 实数 ，x 是 实数 。 如 果 对 某 些 正 实数 y， 有 y=b*， 那 么 x 称 为 y 以 


5 为 底 的 对 数 ， 记 为 : 


X=logspy 
关于 对 数 ， 有 如 下 4 个 性 质 : 
性 质 2.1 两 个 正 数 相 乘 的 对 数 ， 等 于 这 两 个 正 数 分 别 取 对 数 后 之 和 。 


logy(x»y)=log, x+logpy C2:1.2) 
性 质 2.2 ”两 个 正 数 相 除 的 对 数 ， 等 于 这 两 个 正 数 分 别 取 对 数 后 之 差 。 
log, = =log, Xx—logpy (2.1.3) 
性 质 2.3 和 究 的 对 数 ， 等 于 究 底 数 的 对 数 与 指数 的 乘积 。 
logy a =clog, a (2.1.4) 
性 质 2.4 x 以 a 为 底 的 对 数 ， 除 以 b 以 a 为 底 的 对 数 ， 等 于 x 以 5 为 底 的 对 数 。 
jg w= Ex (C2:1:5) 
logab 
从 对 数 的 定义 出 发 ， 可 以 得 到 如 下 关系 : 
alogox =x logaa” =x (2.1.6) 
对 xo 名 Y 和 yes* 两 边 取 对 数 ， 再 利用 性 质 2.4， 可 以 得 到 下 面 重要 的 恒等式 : 
th i 《2.34.7》 


由 于 经 常用 到 以 2 为 底 的 对 数 ， 因 此 ， 把 log, x 写成 logx。 同 样 ， 也 经 常用 到 以 e 为 


底 的 对 数 。e 的 定义 为 : 


n 
e= im 1+] 一 2.7182818 
n 


nm 
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以 e 为 底 的 对 数 ， 写 成 Inx 。 
利用 性 质 2.4， 可 以 得 到 : 


C2 8 


2.1.3 ”排列 、 组 合 和 二 项 式 系 数 


在 算法 分 析 中 ， 经 常 需要 分 析 输 入 元 素 的 排列 组 合 特性 。 每 次 从 个 元 素 中 取出 个 
元 素 进行 排列 ， 共 有 : 
Pr =n(n-1)  (n—k+1) 
种 不 同 的 排列 顺序 。 把 n 个 元 素 全 部 取出 进行 排列 ， 称 为 全 排列 。 此 时 ， 所 有 排列 顺序 的 
总 数 为 : 
Pr =n! 


每 次 从 7 个 元 素 中 取出 上 个 元 素 进行 组 合 ， 共 有 : 


CF 
”kk-1)--1 
eR 
nj) 【0 1 2 
关于 组 侣 数 [”]， 有 下 面 几 个 性 质 。 
(1) 用 阶乘 表示 : 
n nl 
-ms (2.1.9) 


(2) 对 称 条 件 : 


(a)-(") (2.1.10) 
(A) (2.1.11) 
Hiv 小 乓 | (2.1.12) 


从 上 面 的 公式 ， 可 以 得 出 下 面 两 个 重要 的 求 和 公式 


| | 人 
10 


> (5)-(e) (2.1.14) 
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(3) 移 进 移出 括 弧 : 


(4) 加 法 公式 : 
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当 m=1 时 ， 便 是 算术 级 数 求 和 : 


on (n+)n 
1 由 1 p pp 


(5) 二 项 式 定理 : 


(x+p)” 网 (21155 


k=0 


其 中 ， (是 = 项 式 系 数 i 


(1+x)” ye (2.1.16) 


再 令 x=1， 可 得 : 


2.1.4 级 数 求 和 


下 面 是 常用 的 几 种 级 数 求 和 公式 : 
(1) 算术 级 数 : 


六 =-e(m) (2 
大 =1 2 
(2) 平方 和 : 
De OD) O(n) (2.1.18) 
大 =1 6 
(3) 几何 级 数 : 
n 证 an+l _1] 
[ =@(a”) azl (2.1.19) 
er a-l 
上 式 中 , 令 a=2， 有 : 
2" =2™ -1=®@(2") (2.1.20) 
k=0 
如 果 令 a=1/2， 则 有 : 
a 
一 =2- 一 <2=9() 《区 十 21 
3 9" 
k=0 
当 |a|<1 时 ， 有 如 下 的 无 穷 级 数 : 
Da =— -e0) lal<1 (2 下 297 
to l-a 
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分 别 对 式 (2.1.19) 的 两 边 求 导 ， 并 乘 以 a ， 得 到 : 


n n nt2 ml nl 
TD) azl (2.123) 
0 pl Q 一 
式 (2.123) 中 ; 令 a=1/2,， 有: 
pe (2.1.24) 
2 2 2 
分 别 对 式 (2.1.22) 的 两 边 求 导 ， 并 乘 以 a ， 得 到 : 
~ k ~ 天 a 
之 名 = 之 也 a |al<1 (2.125) 
=0 =1 


(4) 调和 级 数 : 
把 调和 级 数 前 ”项 之 和 记 为 有 也, ， 则 


关于 调和 级 数 ， 有 如 下 不 等 式 : 
In(n+1)<H, <lnn+l (2.1.26) 


2.2 算法 的 时 间 复 杂 性 分 析 


有 几 种 方法 可 以 用 来 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 ， 如 循环 次 数 的 统计 、 基 本 操作 频率 的 统 
计 、 计 算 步 的 统计 等 。 下 面 叙述 这 些 问 题 。 


2.2.1 循环 次 数 的 统计 


算法 的 运行 时 间 经 常 和 算法 中 的 循环 次 数 成 正比 ， 而 循环 次 数 又 经 常 和 算法 的 输入 规 
模 存 在 着 某 种 联系 。 例如， 在 百 鸡 问题 的 第 1 个 算法 中 ， 当 输入 规模 为 2 时， 最 内 部 for 
循环 的 循环 体 约 执行 了 nm 次， 这 个 次 数 再 乘 以 一 个 常数 因子 ， 便 决定 了 算法 的 执行 时 间 。 
所 以 ， 该 算法 的 时 间 复 杂 性 是 O(m) 。 因 此 ， 对 算法 中 的 循环 次 数 进行 统计 ， 可 以 很 好 地 
表示 乘 以 一 个 常数 因子 的 算法 的 运行 时 间 。 
例 2.1 计算 多 项 式 : 


P(x)=anx” 二 an xn +---+ax+ao 
用 Homer 法 则 把 上 式 改写 成 : 
P(X)=(-(ax ta sa)x+-+)xt+ao 


用 下 面 的 算法 来 计算 上 述 多 项 式 。 
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算法 2.1 计算 多 项 式 

输入 : 存放 多 项 式 系数 的 数组 A[] ,实数 x, 多 项 式 的 阶 n 
输出 : 多 项 式 的 值 

1. float polynomial (float A[],float x,int n) 
Pa | 

3 nt 1 

4. float value = A[n]; 
3 for (i=n-1;i>=0;i--) { 

6 value = value * x + A[i]; 
二 return value; 

8. } 

假设 给 循环 控制 变量 i 赋 初 值 所 花费 的 时 间 为 ci 单位 时 间 ， 变 量 i 的 测试 、 递 减 ， 以 及 
值 value 的 计算 所 花费 的 时 间 为 cs 单位 时 间 ， 则 算法 的 执行 时 间 取 决 于 第 5 行 for 循环 的 循 
环 体 的 执行 次 数 ， 它 就 是 多 项 式 的 阶 n 。 于 是 ， 算 法 的 执行 时 间 T(n) 为 : 

T(n)=cl +c2n =O(n) 

算法 的 执行 时 间 ， 是 其 循环 次 数 乘 以 一 个 常数 因子 的 单位 时 间 。 循 环 次 数 n 便 是 算法 
运行 时 间 的 阶 。 

例 2.2 把 数组 中 个 元 素 由 小 到 大 进行 排序 。 

这 个 算法 的 思想 方法 是 : 在 第 1 轮 ， 取 第 1 个 元 素 和 第 2 个 元 素 进 行 比较 ， 若 第 1 个 
元 素 大 于 第 2 个 元 素 ， 则 这 两 个 元 素 的 位 置 互 换 ， 再 取 新 的 第 2 个 元 素 和 第 3 个 元 素 进 行 
比较 ， 执 行 上 述 同样 的 动作 ;如 此 继续 进行 ， 直 到 第 nm-1 个 和 第 个 元 素 进行 比较 和 交换 
为 止 。 这 样 ， 就 把 最 大 的 一 个 元 素 交换 到 第 个 位 置 。 在 第 2 轮 ， 执 行 上 述 同 样 的 动作 ， 
但 到 第 n-2 个 和 第 nm-1 个 元 素 进行 比较 和 交换 为 止 ,这 样 ,就 把 第 2 大 的 元 素 交 换 到 第 -1 
个 位 置 。 如 此 继续 进行 ， 直 到 把 最 小 的 元 素 放 在 第 1 个 位 置 为 止 。 整 个 过 程 就 像 考 开水 一 
样 ， 大 的 元 素 纷纷 往 上 冒 ， 所 以 称 为 冒 泡 算法 。 有 些 著 作 直接 把 它 归 类 为 蛮 力 法 。 假 定 用 
类 模板 来 定义 数组 中 元 素 的 数据 类 型 ， 下 面 的 算法 叙述 了 这 个 过 程 。 

算法 2.2 冒 泡 算法 

输入 : 数组 A[] ,元 素 个 数 n 

输出 : 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


1. template <class Type> 

2. void bubble (Type A[],int n) 

3. { 

4 int ,ks 

hs for (k=n-l;k>0;k--—) { 

6 for (i=0;i<k;i++) { 

时 if (A[i] > A[i+1]) { 
8 swap (A[i],A[i+1]); 
全 } 


10. } 
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了 5 } 

和 

13. void swap(Type &x,Type &y) 
14. { 

L155 Type temp; 

ES temp = x; 

Ee 和 

18. y = temp; 

9 


这 个 算法 的 执行 时 间 取 决 于 第 6 行 开始 的 内 部 for 循环 ， 其 循环 体 的 执行 时 间 由 条 件 
语句 让 决定 ， 最 多 不 会 超过 某 个 常数 因子 cu ， 最 少 不 会 低 于 某 个 常数 因子 c; ， 假 定 其 平均 
值 为 c; 算法 的 其 他 辅助 操作 的 执行 时 间 不 会 超过 另 一 个 常数 因子 c。 第 5 行 的 外 部 for 循 
环 的 循环 体 共 执 行 n-1 次 。 第 1 次 执行 时 ， 第 6 行 的 内 部 for 循环 的 循环 体 需 执行 n-1 次 ; 
第 2 次 执行 时 ， 内 部 for 循环 的 循环 体 需 执行 n-2 次 ; 最 后 一 次 执行 时 ， 内 部 for 循环 的 循 
环 体 只 执行 1 次 。 因 此 ， 算 法 总 的 执行 时 间 T(n) 为: 

T(n)=((n—1)+(n-2)+-…+1) c+E 


区 
=~n(n—l1)+€ 
(=D 


=©(n’) 

如 果 不 考虑 常数 因子 ， 只 统计 循环 次 数 ， 则 其 循环 次 数 为 n(n-1)/2。 显 然 ， 循 环 次 
数 表 明了 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 的 阶 。 

上 述 例子 表明 ， 内 部 for 循环 的 循环 体 执行 次 数 呈 一 种 递减 的 变化 规律 。 这 种 变化 规 
律 有 各 种 各 样 的 形式 ， 下 面 是 另 一 种 变化 规律 的 例子 。 

例 2.3 选手 的 竞技 淘汰 比赛 。 

有 n=2* 位 选手 进行 竞技 淘汰 比赛 ， 最 后 决 出 冠军 。 假 定 用 如 下 的 函数 : 

BOOL comp (Type meml,Type mem2) 
模拟 两 位 选手 的 比赛 ， 若 meml 胜 则 返回 TRUE， 否 则 返回 FALSE; 并 假定 可 以 在 常数 时 
间 c 内 完成 函数 comp 的 执行 。 下 面 的 算法 实现 了 选手 的 竞技 淘汰 比赛 过 程 。 

算法 2.3 竞技 淘汰 比赛 


输入 : 选手 成 员 group [] , 选手 个 数 n 
输出 ， 冠军 的 选手 


1. template <class Type> 

2. Type game (Type groupl[],int n) 
3. { 

4 int j,i = n; 

3 while (i>1) { 

6 bE / 2 
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for (j=0;j<i;j++) 
if (comp(group[j+i],group[j]) 
group[j] = group[j+i]; 
} 
return group[0]; 


因为 n=2*，, 第 5 行 的 while 循环 的 循环 体 共 执行 上 次。 在 每 一 次 执行 时 ,第 7 行 的 for 
循环 的 循环 体 ， 其 执行 次 数 分 别 为 n/2,n/4,…,1 ， 而 函数 comp 可 以 在 常数 时 间 内 完成 。 
因此 ， 算 法 的 执行 时 间 T(zm) 为 : 


pe 区 
-人 (- 避 
=n—l 
=Q(n) 


例 2.4 对 n 张 牌 进 行 n 次 洗 牌 。 洗 牌 规则 如 下 : 在 第 (k=1,…,n ) 次 洗 牌 时 ， 对 第 
i 《i=1,…,n/k ) 张 牌 随机 地 产生 一 个 小 于 n 的 正 整数 4 , 互 换 第 i 张 牌 和 第 gq 张 牌 的 位 置 。 


下 面 是 洗 牌 的 算法 。 
算法 2.4 洗 牌 
输入 : 牌 A[], 牌 的 张 数 n 
输出 ; 洗 牌 后 的 牌 A[] 
1. template <class Type> 
2. void shuffle(Type A[],int n) 
人 
4 int. 3 ,kmrds 
Ss random seed (0); 
6 for (k=l;k<=n;k++) { 
肖 m= 
8 for (i=l1;i<=m;i++) { 
d= random(l1,n); 
LD swap (A[i],A[d]); 
11。 } 
12 } 
3 让 


第 5 行 的 函数 random seed 为 随机 数 发 生 器 产生 一 个 随机 数 种 子 , 只 需 常 数 时 间 。 第 9 
行 的 函数 random 产生 一 个 1~n 之 间 的 随机 数 ， 也 只 需 常 数 时 间 。 第 6 行 开始 的 for 循环 的 
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循环 体 共 执 行 n 次 。 第 8 行 开始 的 内 部 for 循环 的 循环 体 ， 其 执行 次 数 依次 为 : 
n,| n/2 1], n/31,…,[L n/n | 
则 算法 的 执行 时 间 T(z) 为 内 部 for 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 乘 以 一 个 常数 时 间 ， 因 此 有 : 
| 
rom- 到 
因为 : 
Cf 六 ln 站 
el 


由 调和 级 数 的 性 质 ， 有 : 


In(n+1) <>1< Inm+1l 


ll 


因此 : 
nm 
log(n+1) 1 logn ,1 
loge i loge 
所 以 : 
1 二 | 1 
rd < 到 ?| Se En 
由 此 得 出 : 


T(n)=©(nlogn) 


2.2.2 基本 操作 频率 的 统计 


估计 算法 时 间 复 杂 性 的 另 一 种 方法 是 : 选取 算法 中 的 一 个 初等 操作 作为 基本 操作 ， 然 
后 估计 这 个 操作 在 算法 中 的 执行 频率 ， 以 此 来 估计 算法 的 时 间 复 杂 性 。 所 选取 的 初等 操作 ， 
在 算法 中 的 执行 频率 必须 至 少 和 算法 中 的 任何 其 他 操作 一 样 多 。 

例如 ， 在 算法 2.1 中 ,第 5 行 for 循环 语句 中 的 条 件 比 较 操 作 ， 第 6 行 的 赋值 操作 、 乘 
法 操作 、 加 法 操作 ， 都 可 以 选取 作为 基本 操作 ; 在 算法 2.3 中 ,第 8 行 让 语句 中 的 条 件 比 
较 操作 ， 也 可 以 选取 作为 基本 操作 。 在 算法 2.2 中 ， 也 有 类 似 情况 。 

实际 上 ， 还 可 以 把 基本 操作 的 选取 条 件 再 放宽 一 些 ， 只 要 算法 中 某 个 初等 操作 的 执行 
频率 正比 于 任何 其 他 操作 的 最 高 执行 频率 ， 都 可 以 选取 作为 基本 操作 。 于 是 ， 可 以 对 基本 
操作 作 如 下 定义 : 

定义 2.1 算法 中 的 某 个 初等 操作 ， 如 果 其 最 高 执行 频率 和 所 有 其 他 初等 操作 的 最 高 
执行 频率 ， 相 差 在 一 个 常数 因子 之 内 ， 就 说 这 个 初等 操作 是 一 个 基本 操作 。 

基本 操作 的 选择 ， 必 须 能 够 明显 地 反映 出 该 操作 随 着 输入 规模 的 增加 而 变化 的 情况 。 

例 2.5 4 是 一 个 具有 m 个 元 素 的 整数 数组 , 给 定 3 个 下 标 : p,q,r，0<p<g<r<m， 
使 得 4[p]~4[g] 和 4[g+1]~4[r] 分 别 是 两 个 以 递增 顺序 排序 的 子 数组 。 把 这 两 个 子 数组 
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按 递增 顺序 合并 在 4[p]~4[r] 中 。 


算法 2.5 合并 两 个 有 序 的 子 数组 
输入 : 整数 数组 A[] ,下 标 p,q,r,A[p]~A[q] 及 A[q+1]~A[r] 的 元 素 已 按 递 增 顺 序 排序 
输出 : 按 递增 顺序 排序 的 子 数组 A [p] ~A[r] 


1. void merge (int A[],int p,int gq,int r) 

2 

3 int *bp = new int[r-p+1];  /* 分 配 缓冲 区 ,存放 被 排序 的 元 素 */ 
4 一 

可 i=p; j=q+17 k=0; 

6 while (i<=q && j<=r) { /* 逐一 判断 两 个 子 数组 的 元 素 */ 

7 if (A[i]<=A[j]) /* 按 两 种 情况 ,把 小 的 元 素 复制 到 缓冲 区 */ 
8 bp [k++] = A[li++]; 

is else 

0 bp[k++] = A[j++]; 

Ls } 

LL if (i==q+1) /* 按 两 种 情况 , 处理 其 余 元 素 */ 
95 for (;j<=r;j++) 

14. bp[k++] = A[j]; /* 把 A[j]~A[r] 复 制 到 缓冲 区 */ 
5s Sls5 

16s for (;i<=q;i++) 

Ls bp[k++] = A[i]; /* 把 A[i]~A[q] 复 制 到 缓冲 区 */ 
9- k = 0; 

19; for (i=p;i<=r;i++) /* 最 后 , 把 数组 bp 的 内 容 复 制 到 A[p] ~A[r] */ 
20: 有 [i++] = bp[k++]; 

215 delete bp; 
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在 算法 2.5 中 ， 用 两 个 变量 i 和 .作为 两 个 子 数组 的 下 标 ， 分 别 指向 这 两 个 子 数组 的 起 
始 位 置 。 逐 一 对 4[ 直 和 4[j 有 站 进行 比较 , 把 二 者 中 的 较 小 者 复制 到 缓冲 区 ; 并 把 i 或 jy 增 1， 
以 便 进行 下 一 次 的 比较 。 当 i=gq+1 或 j=r+1 时 ， 结 束 这 种 处 理 。 在 前 一 种 情况 下 ， 再 把 
4A[ 让 ~4[r] 复 制 到 缓冲 区 ;， 在 后 一 种 情况 下 ， 则 把 4[ 订 ~4[9] 复 制 到 缓冲 区 。 最 后 ， 再 
把 缓冲 区 内 容 复 制 到 4[p]~4[r]。 

假定 这 两 个 子 数组 合并 起 来 的 总 长 度 为 nx。 从 第 6 行 到 第 17 行 , 不 管 算法 是 如 何 执行 
的 ， 也 不 管 g 和 的 大 小 ， 以 及 两 个 子 数组 中 元 素 的 具体 数据 的 大 小 如 何 ， 都 恰好 有 n 个 
数组 元 素 的 赋值 操作 ， 把 这 两 个 子 数组 的 元 素 复制 到 缓冲 区 。 第 19、20 行 ， 又 恰好 及 n 个 
赋值 操作 ， 把 缓冲 区 中 的 数据 复制 回 4[p]~4[r]。 因 此 ， 在 这 个 算法 中 ， 可 选取 数组 元 素 
的 赋值 操作 作为 算法 的 基本 操作 ,其 操作 频率 为 2n, 它 明显 地 反映 出 随 着 输入 规模 的 增 大 
而 增加 的 情况 ， 而 其 他 操作 的 执行 频率 与 该 操作 的 执行 频率 相差 一 个 常数 因子 。 由 此 得 出 
该 算法 的 时 间 复 杂 性 为 @(n) 。 

另外 ， 如 果 对 merge 算法 中 数组 元 素 的 比较 操作 的 执行 频率 进行 分 析 ， 可 以 发 现 如 下 
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事实 : 令 这 两 个 子 数 组 的 大 小 分 别 为 下 和 大 ， 其 中 ， 六 +m =n。 如 果 较 小 子 数组 中 的 每 
一 个 元 素 都 小 于 较 大 子 数组 中 所 有 的 元 素 ， 如 图 2.1 所 示 ， 则 此 时 数组 元 素 的 比较 操作 的 
执行 次 数 最 少 ， 只 有 3 次 。 如 果 这 两 个 子 数组 中 的 元 素 如 图 2.2 所 示 ， 数 组 元 素 的 比较 操 
作 的 执行 次 数 达到 最 多 ， 有 7 次 。 由 此 可 以 得 出 ， 合 并 两 个 数组 时 ， 数 组 元 素 的 比较 次 数 ， 
最 少 为 n, ， 最 多 为 n-1 次 。 


2141’ 8 加 四 四 加 


图 2.1 合并 两 个 有 序数 组 时 元 素 比 较 次 数 最 少 的 情况 


2 | 4 | ao 8 10| lis] 2 


图 2.2 合并 两 个 有 序数 组 时 元 素 比较 次 数 最 多 的 情况 
因此 ， 如 果 合 并 两 个 大 小 接近 相同 的 有 序数 组 ， 例 如 =| n/12 ],n, =「 /12 1]， 可 以 先 
取 数 组 元 素 的 比较 操作 作为 算法 的 基本 操作 。 因 为 在 这 种 情况 下 ， 数 组 元 素 的 比较 操作 与 
所 有 其 他 初等 操作 的 最 高 执行 频率 相差 在 一 个 常数 因子 之 内 。 这 时 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 仍 
然 是 @(n)。 
例 2.6 菜园 四 周 种 了 nn 棵 白菜 ， 并 按 顺 时 针 方 向 由 1 到 编号。 收割 时 ， 从 编号 1 开 
始 ， 按 顺 时 针 方 向 每 隔 两 棵 白菜 收割 一 棵 ， 直 到 全 部 收割 完毕 为 止 。 按 收割 顺序 列 出 白菜 
的 编号 。 
用 nn 个 元 素 的 数组 4 存放 白菜 的 编号 ， 其 初 值 分 别 为 1,…,m”。 当 某 棵 白菜 被 收割 后 ， 
就 从 数组 中 删 去 相应 元 素 。 另 外 ， 用 数组 B 按 收 割 顺序 存放 被 收割 白菜 的 编号 。 实 现 上 述 
问题 的 算法 如 下 : 
算法 2.6 收割 白菜 
输入 : 白菜 棵 数 n 
输出 ， 按 收割 顺序 存放 白菜 编号 的 数组 B[] 
. Void reap(int B[],int n) 
| 


» 

有 

3 iE 

4 int *A = new int[n]; 
和 j=0; k=3; s=n; 
6 for (i=0;i<n;i++) 

于 A[i] =i+1; 

8 while(j<n) { 

" 


t= B= 0 


10. for (i=0;i<t;i++) { 

是 正 世 if (-—k!=0) 

Ys ALs+*#) = MLL 

3 else { 

14. B[j++]= A[i]; | 13 
5 } 
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Ls } 

17. } 

18.. delete A; 
9 


算法 的 主要 部 分 由 第 8 行 开始 的 二 重 循环 组 成 。 外 部 while 循环 的 控制 变量 j, 在 内 部 
for 循环 中 的 第 14 行 改变 。for 循环 的 循环 体 的 每 一 次 执行 中 ， 控 制 变量 1 及 j 的 变化 量 都 
不 相同 。while 循环 的 循环 次 数 未 知 ，for 循环 的 循环 次 数 也 是 不 定 的 。 这 时 可 以 取 第 12 行 
或 第 14 行 的 赋值 操作 作为 基本 操作 。 因 为 有 ?7 棵 白菜 需要 收割 ， 所 以 第 14 行 的 赋值 操作 
需要 执行 n 次 ， 而 第 12 行 的 赋值 操作 需要 执行 2n 次 。 这 样 ， 算 法 的 运行 时 间 为 @(n)。 

有 很 多 问题 ， 都 可 以 这 样 地 选择 一 个 基本 操作 ， 然 后 利用 渐 近 记号 O、Q 或 @ 去 寻找 
执行 这 个 基本 操作 的 阶 ， 这 个 阶 也 是 算法 运行 时 间 的 阶 。 例 如 ， 一 般 情况 下 ， 对 检索 和 排 
序 问题 ， 可 以 选择 元 素 比较 操作 作为 基本 操作 ; 在 矩阵 乘法 问题 中 ， 可 以 选择 标量 乘法 作 
为 基本 操作 ; 在 遍历 链表 时 ， 可 以 选择 设置 或 更 新 链表 指针 作为 基本 操作 ; 在 图 的 遍历 中 
可 以 选择 访问 图 中 顶点 的 操作 作为 基本 操作 。 

算法 2.6 也 可 用 来 模拟 约瑟夫 斯 问题 的 解 。 弗 拉 瓦 斯 ， 约瑟夫 斯 是 犹太 人 ， 公 元 66 一 70 
年 带领 一 批 人 反抗 罗马 人 的 统治 ， 但 失败 了 ， 剩 下 几 十 个 人 逃 到 一 个 山洞 里 ， 最 后 决定 “要 
投降 ， 毋 宁 死 ”。 于 是 他 们 围 成 一 个 圆圈 ， 抽 签 决定 每 个 人 在 圆圈 中 的 顺序 编号 ， 由 编号 为 
1 的 人 开始 轮流 杀 死 圆圈 中 的 下 一 个 人 。 约 瑟 夫 斯 有 预谋 地 抓 到 最 后 一 签 ， 他 与 最 后 幸存 的 
另 一 个 人 双双 投降 于 罗马 。 约 瑟 夫 斯 问题 是 : 在 n 个 人 中 ， 求 最 后 未 被 杀 死 的 人 的 编号 。 如 
果 把 算法 2.6 中 每 隔 两 棵 白菜 收割 一 棵 ， 改 为 每 隔 一 棵 白菜 收割 一 棵 ， 把 对 变量 大 的 赋值 改 
为 f=2， 则 数组 B 最 后 一 个 元 素 的 白菜 编号 就 是 最 后 未 被 杀 死 的 人 在 圆圈 中 的 编号 。 


2.2.3 ”计算 步 的 统计 


上 面 叙述 的 用 来 估算 算法 的 时 间 复 杂 性 的 方法 ， 忽 略 了 其 他 操作 的 开销 。 计 算 步 
(counting steps) 则 统计 算法 中 所 有 部 分 的 时 间 花 费 。 选 择 作为 计算 步 的 单位 ， 必 须 与 输 
入 规模 无 关 。 如 果 输 入 规模 为 pn， 那么 可 以 把 一 个 语句 的 执行 看 成 一 个 计算 步 ， 或 者 ， 把 
连续 200 个 乘法 操作 作为 一 个 计算 步 ， 但 不 能 把 n 次 加 法 当成 一 个 计算 步 。 有 时 把 计算 步 
定义 为 从 一 种 实际 的 基本 操作 到 另 一 种 实际 的 基本 操作 。 因 此 ， 计 算 步 的 定义 如 下 : 

定义 2.2 ”计算 步 是 一 个 语法 或 语义 意义 上 的 程序 段 ， 该 程序 段 的 执行 时 间 与 输入 实 
例 的 规模 无 关 。 

由 一 个 计算 步 所 表示 的 计算 量 ， 可 能 有 很 大 的 差别 。 例 如 ， 下 面 的 语句 可 以 看 成 是 一 
个 计算 步 。 


flag = (a+b+c==n) && (5*a+3*b+C/3==n) && (cs3==0) 7 
也 可 以 把 下 面 的 语句 看 成 是 一 个 计算 步 : 


a = b; 
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然后 ， 建 立 一 个 全 局 变量 coxvnt， 把 它 丹 入 实现 算法 的 程序 中 ， 每 执行 一 个 计算 步 ，coxmt 
就 加 1。 算 法 运行 结束 时 ，count 的 值 就 是 算法 所 需 执行 的 计算 步 数 。 

随 着 输入 实例 的 不 同 ， 按 这 种 方式 统计 出 来 的 计算 步 数 也 不 同 ， 它 有 助 于 了 解 算法 的 
执行 时 间 是 如 何 随 输入 实例 的 变化 而 变化 的 。 如 果 输 入 实例 的 规模 增 大 10 倍 ， 所 需 执行 的 
计算 步 数 也 增加 10 倍 ， 就 可 以 认为 运行 时 间 随 着 的 增 大 而 线性 增加 。 


2.3 ”最 好 情况 、 最 坏 情况 和 平均 情况 分 析 


有 些 算法 的 运行 时 间 ， 基 本 上 取决 于 问题 规模 的 大 小 ， 而 与 输入 的 具体 实例 无 关 。 例 
如 ， 计 算 一 个 大 小 为 n 的 数组 元 素 之 和 ， 算 法 的 执行 时 间 只 与 的 大 小 有 关 ， 而 与 所 给 数 
组 的 具体 数据 无 关 。 但 是 ， 并 非 所 有 问题 都 是 这 样 。 在 大 部 分 情况 下 ， 算 法 的 执行 时 间 不 
仅 与 问题 的 规模 有 关 ， 而 且 与 输入 实例 有 关 。 同 一 算法 对 不 同 的 输入 实例 ， 其 执行 时 间 的 
差别 可 能 很 大 。 有 时 ， 根 据 输入 实例 的 不 同 ， 又 把 算法 的 时 间 复 杂 性 分 析 分 为 最 好 情况 分 
析 、 最 坏 情况 分 析 和 平均 情况 分 析 。 


2.3.1 最 好 情况 、 最 坏 情 况 和 平均 情况 


例 2.5 合并 两 个 有 序 的 子 数组 中 ,图 2.1 和 图 2.2 分 别 说 明了 对 两 个 具体 的 输入 实例 ,merge 
算法 中 元 素 比 较 次 数 最 少 的 情况 和 最 多 的 情况 ， 其 运行 时 间 的 差别 为 一 个 常数 因子 。 如 果 
两 个 子 数组 大 小 一 样 ， 那 么 最 好 情况 的 运行 时 间 为 最 坏 情 况 的 一 半 。 在 很 多 问题 中 ， 同 一 
个 算法 运行 不 同 的 输入 实例 , 运行 时 间 的 差别 可 能 不 仅仅 是 一 个 常数 因子 , 而 是 输入 规模 n 
的 某 个 阶 。 

例 2.7 用 插入 法 对 n 个 元 素 的 数组 4， 按 递增 顺序 进行 排序 。 

用 插入 法 按 递 增 顺序 排序 数组 中 的 元 素 ， 其 思想 方法 是 : 首先 判断 数组 中 最 前 面 的 两 

个 元 素 ， 并 使 它们 按 递增 顺序 排序 ， 然 后 把 第 3 个 元 素 与 前 面 两 个 元 素 依次 进行 比较 ， 并 

把 它 放 到 合适 的 位 置 ， 使 前 面 3 个 元 素 成 为 有 序 的 ， 如 此 继续 ， 直 到 最 后 ， 第 n 个 元 素 与 

前 面 n-1 个 元 素 依次 比较 ， 并 把 它 放 到 合适 的 位 置 ， 使 n 个 元 素 都 成 为 有 序 的 。 算 法 如 下 : 
算法 2.7 用 插入 法 按 递增 顺序 排序 数组 A 


输入 : n 个 元 素 的 整数 数组 A[] , 数组 元 素 个 数 n 
输出 ; 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


1. void insert_sort (int A[],int n) 
2. { 

全 EV Pe 

4 for (i=l;i<n;i++) { 

5 a = A[il; 
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6. j=1i- 1 

while (j>=0 && A[j]>a) { 
8. A[j+1] = A[j]; 

:局 = 

重合 } 

kh A[j+1] = a; 

a } 


是 全 5 于 


这 个 算法 的 外 部 for 循环 的 循环 体 ， 在 第 1 次 执行 结束 时 ， 完 成 数组 前 面 2 个 元 素 的 
排序 ， 在 第 2 次 执行 结束 时 ， 完 成 数组 前 面 3 个 元 素 的 排序 。 一 般 地 ， 第 i 次 执行 结束 时 ， 
完成 数组 前 面 i+1 个 元 素 的 排序 。for 循环 的 循环 体 共 执行 了 mn-1 次 。 内 部 while 循环 的 循 
环 体 的 执行 次 数 ， 取 决 于 数组 元 素 的 初始 排列 顺序 。 在 执行 第 i+1 次 for 循环 的 循环 体 时 ， 
如 果 4[i+1]> 4[ 门 ， 则 这 一 轮 的 while 循环 的 循环 体 只 执行 一 次 数组 元 素 的 比较 操作 ， 如 
果 4[i+1]< 4[0]， 则 这 一 轮 的 while 循环 的 循环 体 将 执行 i+1 次 数组 元 素 的 比较 操作 。 这 
样 ， 如 果 初 始 数组 已 经 是 按 递增 顺序 排列 的 ， 则 每 一 轮 的 while 循环 的 循环 体 都 只 执行 一 
次 元 素 比较 操作 。while 循环 共 执行 n-1 轮 ， 因此 整个 算法 只 执行 n-1 次 元 素 比 较 操作 。 如 
果 采 用 第 7 行 的 元 素 比较 操作 作为 算法 的 基本 操作 ， 在 这 种 情况 下 ， 算 法 的 执行 时 间 既 是 
0(n) 的 ， 也 是 Q(n)， 所 以 它 是 @(n) 的 。 

反之 ， 如 果 初 始 数 组 是 按 递 减 顺 序 排列 的 ， 这 时 每 一 个 元 素 4[i] (1<i<n-1) ， 都 
要 和 它 前 面 的 i 个 元 素 进行 比较 ， 则 整个 算法 执行 的 元 素 比较 次 数 为 : 


n-l 
Di=2n(n-)) 


i=1 

在 这 种 情况 下 ， 算 法 的 执行 时 间 是 O(n”) 的 ， 也 是 Q(m) 的 ， 所 以 是 @(z2) 的 。 

上 面 的 事实 表明 ， 算 法 的 性 能 不 仅 是 输入 规模 n 的 函数 ， 而 且 也 是 输入 元 素 的 初始 排 
列 顺序 的 函数 。 很 多 问题 都 具有 这 种 特性 。 在 插入 排序 问题 中 ， 输 入 元 素 的 每 一 种 排列 ， 
对 应 于 一 种 可 能 的 初始 顺序 输入 。 而 对 应 于 元 素 的 不 同 初 始 顺序 ， 算 法 的 执行 时 间 各 不 相 
同 。 由 此 ， 在 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 时 ， 就 有 3 种 分 析 方法 ， 即 最 坏 情况 分 析 、 平 均 情 况 
分 析 和 最 好 情况 分 析 。 在 实际 应 用 中 ， 主 要 关心 的 是 最 坏 情况 分 析 ， 但 也 经 常 考虑 平均 情 
况 分 析 ， 而 很 少 考 虑 最 好 情况 分 析 。 


2.3.2 最 好 情况 和 最 坏 情况 分 析 


算法 的 最 好 情况 和 最 坏 情况 分 析 ， 是 寻找 该 算法 所 求解 问题 的 极端 实例 ， 然 后 分 析 在 
该 极端 实例 下 算法 的 运行 时 间 。 例 如 ， 在 插入 排序 算法 中 ， 问 题 的 极端 实例 是 : 输入 数组 
中 的 所 有 元 素 已 经 是 递增 的 ， 此 时 算法 的 运行 时 间 最 快 ， 其 运行 时 间 是 @(z) 的 ; 或 者 , 输 
入 数组 中 的 所 有 元 素 已 经 是 递减 的 ， 此 时 算法 的 运行 时 间 最 慢 ， 其 运行 时 间 是 B@(m? ) 的 。 

例 2.8 线性 检索 算法 。 在 ”个 元 素 的 数组 中 ， 用 线性 检索 方法 检索 元 素 x 。 
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算法 2.8 线性 检索 算法 
输入 : 给 定 n 个 元 素 的 数组 A[] ,元素 
输出 : 若 x = A[j],0<j<n-1, 输 出 j, 否则 输出 -1 


int linear search(int A[],int n,int x) 


己 
oo 


ownamww wb PP 


{ 


} 


int j = 0; 

while (j<n && x!=A[j]) 
j++2 

if (j<n) 
return j; 

else 
return -1; 


在 最 好 的 情况 下 ， 数 组 的 第 1 个 元 素 是 x， 如 果 采 用 第 4 行 的 数组 元 素 比较 操作 作为 
算法 的 基本 操作 ， 算 法 只 要 进行 一 次 判断 就 可 结束 ， 其 运行 时 间 为 @(1) ;， 当 数组 中 不 存在 


元 素 x， 


或 元 素 x 是 数组 的 最 后 一 个 元 素 ， 这 是 线性 检索 算法 的 最 坏 情 况 ， 算 法 必须 对 数 


组 元 素 执行 ?次 比较 。 因 此 ， 在 最 坏 情况 下 ， 线 性 检索 算法 的 时 间 复 杂 性 是 @(z) ， 当 然 也 
是 O(n) 和 Q(n)。 
例 2.9 


素 x。 


二 又 检索 算法 。 在 具有 n 个 已 排序 过 的 元 素 的 数组 中 , 用 二 叉 检索 方法 检索 元 


算法 2.9 二 又 检索 算法 
输入 : 给 定 具 有 n 个 已 排序 过 的 元 素 的 数组 A[] 及 元 素 x 
输出 : 若 x = AIj],0<j<n-1, 输 出 j, 和 否则 输出 -1 


10. 
11, 


1 
2 
3 
4 
5. 
6 
| 
8 
和 


int binary search(int A[],int n,int x) 


{ 


} 


int mid,low = 0,high =n - 1,]j = -1; 
while (low<=high && j<0) { 
mid = (low + high) /2; 
if (x==A[mid]) j = mid; 
else if (x<A[mid]) high = mid - 1; 
else low = mid + 1; 
} 
return j; 


在 二 叉 检索 算法 中 ， 当 数组 第 n/2 个 元 素 是 x， 并 且 采 用 第 6 行 的 元 素 比较 操作 作为 
二 又 检索 算法 binary_search 的 基本 操作 时 ， 只 要 执行 一 次 比较 操作 即 可 结束 算法 ， 算 法 的 
时 间 复 杂 性 是 @(1) ， 这 是 算法 的 最 好 情况 。 当 数组 中 不 存在 元 素 x ， 或 元 素 * 是 数组 的 第 


1 个 元 素 或 最 后 一 个 元 素 ， 这 是 二 又 检索 算法 的 最 坏 情况 。 假 定 x 是 数组 的 最 后 一 个 元 素 ， 
则 在 第 1 次 比较 之 后 ， 数 组 中 的 元 素 被 分 为 两 半 。 如 果 n 是 偶数 ， 数 组 中 后 半 部 分 的 元 素 
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个 数 为 n/2 个 ; 否则 为 (n 一 1)/2 个 。 在 这 两 种 情况 下 , 数组 后 半 部 分 的 元 素 个 数 都 是 [ n/2 ] 
个 。 这 是 第 2 次 要 继续 进行 检索 的 元 素 个 数 。 类 似 地 ， 在 第 3 次 进行 检索 时 ， 元 素数 量 是 
LLn/21/2]=Ln/4」。 在 第 7 次 进行 检索 时 ， 元 素 个 数 是 Ln/2 站 」。 这 种 情况 一 直 继 续 到 
被 检索 的 元 素 个 数 为 1。 假 定 检索 x 所 需要 的 最 大 比较 次 数 是 j 次， 则 j 满足 : 


[27 =1 


l<n/2"<2 


根据 整数 下 限 函 数 的 定义 ， 有 : 


或 
2"<nsg 27 
即 
J-l<logn<j 
因为 j 是 整数 ， 由 上 式 可 以 得 到 : 
j=[logn |+1 
这 表明 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 二 又 检索 算法 的 元 素 比较 次 数 最 多 为 | logn |+1 次 。 因 此 ， 其 
时 间 复 杂 性 是 O(logn)。 同 样 可 以 看 到 ， 它 至 少 也 必须 执行 | logn |+1 次 ,因此 其 时 间 复 杂 
性 是 Q(logn) 。 所 以 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 其 时 间 复 杂 性 是 @(logm) 。 
可 以 看 到 ， 算 法 的 最 好 情况 和 最 坏 情 况 分 析 是 比较 容易 的 。 但 是 要 注意 的 是 ， 一 个 算 
法 由 两 个 算法 组 成 ， 而 它们 又 有 不 同 的 时 间 复 杂 性 时 ， 就 要 引用 第 1 章 关 于 复杂 性 记号 的 
性 质 来 处 理 。 
例 2.10 对 已 经 排序 过 的 、 具 有 n 个 元 素 的 数组 4 ， 检 索 是 否 存在 元 素 x。 当 n 是 奇 
数 时 ， 用 二 又 检索 算法 检索 ， 当 是 偶数 时 ， 用 线性 检索 算法 检索 。 
算法 2.10 分 别 采用 线性 检索 算法 和 二 又 检索 算法 进行 检索 的 算法 
输入 : 给 定 具 有 n 个 已 排序 的 元 素 的 数组 A[] 及 元 素 x 
输出 ; 若 x = A[j],0<j<n-1, 输 出 j, 否则 输出 -1 


int linear _search (int Al[],int n,int x); 


se binary_ search (int Al[],int n,int x); 
. int search(int A[],int n,int x) 
和 
if ((ns2)==0) 
return linear search(A,n,x); 
else 


return binary search (A,n,x); 


oo own 


} 


当 数 组 中 不 存在 元 素 x， 或 元 素 x 是 数组 的 最 后 一 个 元 素 , 这 是 算法 的 最 坏 情 况 。 当 n 
是 奇数 时 ， 调 用 二 又 检 索 算 法 ， 时 间 复 杂 性 既是 O(logn) 的 ， 也 是 Q(logn) 的 ; 当 n 是 偶 
数 时 ， 调 用 线性 检索 算法 ， 时 间 复 杂 性 既是 O(n) 的 ,， 也 是 Q(n) 的 。 因 此, 在 最 坏 情 况 下 ， 
算法 search 的 时 间 复 杂 性 是 O(n) 的 , 也 是 Q(logn) 。 当 元 素 x 是 数组 的 第 1 个 元 素 时 ,是 
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算法 的 最 好 情况 。 这 时 ， 二 叉 检 索 算法 的 时 间 复 杂 性 既是 O(logn) 的 ， 也 是 Q(logn) 的 ; 
线性 检索 算法 的 时 间 复 杂 性 是 8(1) 。 因 此 ， 在 最 好 情况 下 ， 算 法 search 的 时 间 复 杂 性 是 
O(logn)， 也 是 Q(1) 的。 


2.3.3 平均 情况 分 析 


在 平均 情况 下 ， 算 法 的 运行 时 间 取 算法 所 有 可 能 输入 的 平均 运行 时 间 。 这 时 必须 知道 
所 有 输入 的 出 现 概 率 ， 即 预先 知道 所 有 输入 的 分 布 情况 。 这 就 必须 针对 所 要 解决 的 问题 的 
输入 分 布 情况 ， 进 行 一 系列 的 具体 分 析 。 这 样 一 来 ， 算 法 的 平均 情况 分 析 比 在 最 坏 情 况 下 
的 分 析 更 困难 。 在 一 般 情况 下 ， 假 定 输入 是 均匀 分 布 的 。 

例 2.11 插入 排序 算法 insert_sort 的 平均 情况 分 析 。 

同样 ， 假 定数 组 4 中 的 元 素 为 {w,%,…,}， 并 且 wi#v,1<i,j<n, 斌 j。 插 入 排序 算 
法 中 元 素 比较 次 数 ， 取 决 于 数组 中 元 素 的 初始 排列 顺序 。n 个 元 素 共有 n! 种 排列 ， 假 定 每 
一 种 排列 的 概率 相同 。 如 果 前 面 i-1 个 元 素 已 经 按 递增 顺序 排序 了 ， 现 在 要 把 元 素 x; 插入 
到 一 个 合适 的 位 置 ， 以 构成 一 个 i 个 元 素 的 递增 序列 。 这 时 ， 有 i 种 可 能 。 令 庆 1 为 第 1 种 
可 能 : x 是 这 个 序列 中 最 小 的 ， 为 把 这 个 元 素 插 入 第 1 个 位 置 ， 算 法 需 执 行 天 1 次 比较 ; 
当 j=2 时 ， 是 第 2 种 可 能 ，x; 是 这 个 序列 中 第 2 小 的 ， 为 把 这 个 元 素 插入 第 2 个 位 置 ， 算 
法 仍 需 执行 i-1 次 比较 ， 当 大 3 时 ， 是 第 3 种 可 能 ，x; 是 这 个 序列 中 第 3 小 的 ， 为 把 这 个 
元 素 插入 第 3 个 位 置 ， 算 法 需 执行 i-2 次 比较 ， 依 此 类 推 ， 当 所 i 时 ， 是 第 i 种 可 能 ，x; 是 
这 个 序列 中 最 大 的 , 算法 只 需 执行 1 次 比较 。 由 此 ， 当 2<j<i 时 , 算法 需 执行 的 比较 次 数 
为 i-j+1。 这 i 种 可 能 的 概率 相同 ， 都 是 1/i 。 因 此 ， 把 元 素 x 插入 到 一 个 合适 的 位 置 ， 
所 需要 的 平均 比较 次 数 五 是 : 


i 
=1= 了 (= 
| 
三 一 十 一 一 一 
2 2 3 
分 别 把 x ,xs ,…,xn 插入 到 序列 中 的 合适 位 置 ， 所 需 的 平均 比较 总 次 数 了 为 : 
1 


T= 3- 下 
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-Oo-D+TC CO 


和 es 
= 人 网 -2 
因为 : 
| 
ln DJ< >》=<Inm+1l 
(n+ < n+ 
所 以 : 
TT +3n) Inn 


由 此 可 得 ， 插 入 排序 算法 insert_sort 在 平均 情况 下 的 时 间 复 杂 性 是 B@(n?)。 
例 2.12 冒 泡 排 序 算法 在 平均 情况 下 的 下 界 分 析 。 

[以 对 算法 2.2 的 冒 泡 排序 算法 进行 如 下 的 改进 : 

算法 2.11 改进 的 冒 泡 算法 

输入 : 被 排序 的 数组 A[] ,数组 的 元 素 个 数 n 

输出 ， 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


ll 


1. template <class Type> 

2. void bubble sort (Type Al[],int n) 
Br 4 

4 int i,k,flag; 

5 类 二 
6 while (flag) { 

7 类 二 KK- 三 :1 a 0 

8 for (i=0;i<=k;i++) { 

中 < if (A[i] > A[i+1]) { 
10. swap (A[i],A[i+1]); 
3 Elag = 1 

2 } 

3, } 

14. } 

4 | 


这 个 算法 由 两 个 嵌 套 的 循环 组 成 , 算法 的 执行 时 间 取决 于 内 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 。 
第 6 行 开始 的 while 循环 ， 循 环 体 的 执行 次 数 由 变量 flag 决定 。 在 最 好 的 情况 下 ， 所 有 输 
入 的 数据 都 是 顺序 排列 的 。 此 时 ，flag 的 值 一 直 为 0，while 循环 的 循环 体 只 执行 一 次 ， 而 
内 部 for 循环 的 循环 体 则 执行 2-1 次 。 因 此 , 该 算法 在 最 好 情况 下 的 运行 时 间 至 少 是 Q(n)。 

在 最 坏 的 情况 下 ， 所 有 输入 的 数据 都 是 逆序 排列 的 。 在 每 一 轮 循环 中 ， 都 将 进行 数据 
交换 。 因 此 ，flag 的 值 一 直 为 1， 而 while 循环 的 循环 体 将 执行 n-1 次 。 在 第 1 轮 循环 中 ， 
内 部 for 循环 的 循环 体 共 执 行 n-1 次 ， 以 后 按 1 递减。 这样， 执行 次 数 为 : 
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nl 
(nD+(n-2) ttl= im-D 
=1 


因此 ， 冒 泡 排序 算法 在 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 至 多 是 O(n?)。 

为 了 分 析 冒 泡 排序 算法 平均 情况 下 运行 时 间 的 下 界 ， 考 虑 下 面 的 定义 。 

定义 2.3 设 oi,oz,…,on 是 集合 {1,2,…-,z} 的 一 个 排列 ， 如 果 ;i<7 且 a > oj ， 则 对 偶 
(ai ,aj) 称 为 该 排列 的 一 个 逆序 。 

例如 ,排列 3, 4, 1, 5 有 两 个 逆序 , 即 (3,1) 及 (4,1) 。 如 果 希 望 使 上 面 的 元 素 按 序 排列 ， 
则 上 面 的 元 素 至 少 必须 交换 两 次 。 如 果 交 换 一 个 排列 的 两 个 相 邻 元 素 ， 则 逆序 的 总 数 将 
增 1 或 减 1。 如 果 不 断 地 交换 一 个 排列 中 的 两 个 相 邻 元 素 , 使 其 逆序 个 数 往 减 少 的 方向 改 
变 ， 当 逆序 个 数 减少 为 0 时， 该 排列 就 是 一 个 有 序 的 排列 了 。 这 就 是 冒 泡 排序 算法 所 做 的 
事情 。 

为 了 确定 相 邻 两 个 元 素 是 否 需 要 交换 ， 必 须 对 这 两 个 元 素 进行 比较 。 因 此 ， 排 列 中 逆 
序 的 数目 ， 也 就 是 算法 所 执行 的 元 素 比较 次 数 的 下 界 。 个 元 素 共有 n! 种 排列 ， 所 有 排列 
的 平均 逆序 的 个 数 ， 也 就 是 算法 所 执行 的 平均 比较 次 数 的 下 界 。 

例如 ， 集 合 4= fl.2.3} 有 如 下 3!= 6 种 排列 ， 


排 列 逆序 数目 k 
0 


ww N N HP PP 
ND PP wh wN 
PN PP wND w 
ww ND RD PP 


右边 是 对 应 排列 的 逆序 个 数 。 如 果 令 S(k) 是 逆序 个 数 为 大 时 的 排列 数目 ， 则 有 : 
S(0)=1 SG(D)=2 SG)=2 SG)=1 
记 mean(n) 为 n 个 元 素 集合 的 所 有 排列 的 逆序 的 平均 个 数 ， 则 县 有 3 个 元 素 的 集合 的 
逆序 的 平均 个 数 为 : 
meon(3)= 卫 (8(0)-0+S(D.1+S(2)-2+S(3) 


二 (lx0+2xl+2x2+1x3) 


=1.5 
对 具有 个 元 素 的 集合 的 所 有 排列 ， 在 最 好 的 情况 下 ， 所 有 的 元 素 都 已 经 是 顺序 排列 
的 ， 该 排列 的 逆序 个 数 为 0; 在 最 坏 的 情况 下 ， 所 有 的 元 素 都 是 逆序 排列 的 ， 该 排列 的 逆 
序 个 数 为 m(z-1)/2; 其 余 排列 的 逆序 数 ， 介 于 这 两 者 之 间 。 所 以 ， 对 具有 ) 个 元 素 的 集合 
的 所 有 排列 ， 其 逆序 的 平均 个 数 为 : 
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n(n-D)/2 


mean(n) = 2 kS(k) 


Donald E.Knuth 对 逆序 的 分 布 规律 进行 了 研究 ， 他 利用 生成 函数 的 性 质 进行 了 复杂 的 
推导 ， 得 出 了 下 面 的 公式 : 


mean(n)= > 
k=1 2 
YL 
= 一 = 
ri 


因此 ， 冒 泡 排序 在 平均 情况 下 的 运行 时 间 的 下 界 是 Q (>) 。Donald E.Knuth 对 冒 泡 排 
序 在 平均 情况 下 的 运行 时 间 也 进行 了 研究 ， 可 见 参考 文献 [6]。 


2.4 用 生成 函数 求解 递归 方程 


绝 大 部 分 算法 的 执行 ， 都 表现 为 按 某 种 条 件 重 复 地 执行 一 些 循环 。 而 这 些 循 环 ， 又 经 
常 可 以 用 递归 关系 来 表达 。 因 此 ， 算 法 的 运行 时 间 ， 也 经 常 存在 着 一 种 递归 关系 。 这 就 使 
得 递归 方程 的 求解 ， 对 算法 分 析 来 说 变 得 非常 重要 。 生 成 函数 是 解 递 归 方程 的 一 种 重要 的 
工具 。 


2.4.1 生成 函数 及 其 性 质 


递归 算法 的 运行 时 间 ， 随 着 递归 深度 的 增加 而 增多 。 假 定 序列 ao ,al,…, ak 表示 递归 算 
法 在 不 同 递归 深度 时 的 运行 时 间 ， 则 序列 中 的 每 一 个 元 素 之 间 存 在 着 一 定 的 递归 关系 。 一 
般 希 望 了 解 当 递归 深度 上 = 时 ， 序 列 中 的 元 素 an 的 值 。 如 果 可 以 借助 一 个 “参数 ”= 来 建 
立 一 个 无 穷 级 数 的 和 : 


G(2) =a0 tas+ as? + D apt 
f=0 
然后 ， 通 过 对 函数 G(:) 的 一 系列 演算 ， 得 到 序列 a ,a ,…, ak 的 一 个 通 项 表达 式 ， 便 可 较 
容易 地 获得 递归 算法 在 递归 深度 k=n 时 的 运行 时 间 。 
定义 2.4 令 ao ,ql,a2,… 是 一 个 实数 序列 ， 构 造 如 下 的 函数 : 


G(z)=ao+aiz+az24. Dapzt (2.4.1) 
0 
则 函数 G(z) 称 为 序列 ao ,a ,az ,…: 的 生成 函数 。 


当 序 列 ao ,al ,az ,… 确定 时 ， 对 应 的 生成 函数 只 依赖 于 “参数 ”= ; 反之 ， 当 生成 函 
数 确 定时 ， 所 对 应 的 序列 也 被 确定 。 
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例如 ， 函 数 
(1+x)” =C0OTCIXTC2X2 十 -十 CD 
则 函数 (1+x)" 便 是 序列 C? ,Cl ,C2 ,…,Cs 的 生成 函数 。 

在 这 里 ， 人 们 关心 的 是 通过 对 生成 函数 G(:) 的 演算 ， 来 间接 地 得 到 式 (2.4.1) 级 数 中 
系数 的 通 项 表达 式 ， 而 对 级 数 的 收敛 性 并 不 关心 。 实 际 上 已 经 证 明 ， 通 过 生成 函数 所 进行 
的 大 多 数 演算 都 是 正确 的 ， 而 不 必 顾 及 级 数 的 收敛 性 。 

对 于 生成 函数 ， 有 下 面 一 些 性 质 。 

(1) 去 掉 级 数 中 的 奇数 项 及 偶数 项 : 由 


G(-23)=ao 一 aiz+a222 —a32 十 … 


利用 
了 (0G(3)+G(C- =)=oo+oac2+asz44 (2.42) 
可 以 去 掉 级 数 中 的 奇数 项 ， 同 样 ， 利 用 
3(0(:)-G(-2) = te tas + (2.4.3) 
可 以 去 掉 级 数 中 的 偶数 项 。 
(2) 加 法 : 设 G()= 避 ai=* 是 序列 a ,604,92,… 的 生成 函数 ， 太 (=)= Bb 是 序列 
k=0 k=0 


bo ,b1,b;,… 的 生成 函数 ， 则 
aG()+pH(:)=aD or-t 了 
k=0 


k=0 


= (aar+pBb) =" (2.4.4) 
k=0 


是 序列 gao +Bbo,aal+Bbi, aas+Bb,,… 的 生成 函数 。 
(3) 移 位 ， 设 GC)= 六 orz 是 序列 co ,ai as，… 的 生成 函数 ， 则 
k=0 


2"G(z)= ?ar mz" (2 二 59 


k=m 


是 序列 0,…,0,ao ,a ,a ,… 的 生成 函数 。 
(4) 乘法 : 设 GGC)= akz+ 是 序列 ao ,ai ,0 ，…- 的 生成 函数 ， 及 (z)= 了 brz* 是 序 
k=0 k=0 


列 bo,b ,by,… 的 生成 函数 ， 则 
G(z)H(z)=(ao +az+a2z2 +-)(bo +biz+b,z? +---) 


=aobo +(aopl +aibo)z +(aob, +aib + a2bo)z? 本 "2 


=D cr" (2.4.6) 
k=0 
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是 序列 cu ,ci ,cs,… 的 生成 函数 。 其 中 ， cn = ,arbn Pe 


(5) z 变换: 设 GC)= akzx 是 序列 so.a aa 的 生成 函数 ， 则 
#0 


G(cz)=ao+ai(cz)+aa(cz)2 +as(c=) + 


2 
=ao +calz+c2a22? +c3a3 EE 


(2.4.7) 
是 序列 ao ,ca , c*a, ,… 的 生成 函数 。 特 别 地 ， 有 1: 
=1+cz+c2z2+c3z3 十-… (2.4.8) 
l-ecs 
所 以 ， 汪 一 是 序列 1,e,c?,e?,… 的 生成 函数 。 当 c=1 时 ， 有 
t+ (2.4.9) 
则 一 是 序列 1.1.1,… 的 生成 函数 。 
若 G(=z) 是 序列 ao ,a ,az ,… 的 生成 函数 ， 由 式 (2.4.4) 和 式 (2.4.7) ， 有 : 
二 G(z)=ao+(ao+a)z+(ao+al+az)22 十 … (2.4.10) 


则 于 -9(2) 是 序列 co, (ao + a),(ao + aa 二 oa),…- 的 生成 函数 。 


(6) 微分 和 积分 : 设 G(z)=》 arz" 是 序列 qo ,al ,az ，… 的 生成 函数 ， 对 G(s) 求 导数 
£0 


mn 
G'(z)=a+2az+3a3z2 +…= 了 (E+Dakaz 


(2.4.11) 
k=0 
显然 ，G'(z) 是 序列 a ,2a, ,3as ,… 的 生成 函数 。 同 样 ， 对 G(s) 求 积分 
jcou- os + Da + +=q2? Di (2.4.12) 
则 积分 jGCDdr 是 oo 汪汪 二 a ,… 的 生成 函数 。 
如 果 对 式 (2.4.9) 求 导数 ， 可 得 : 
re (2.4.13) 
a 是 算术 级 数 1.2.3,… 的 生成 函数 。 
a (2.4.9) 求 积分 ， 可 得 : 
二 lk 
ni #3 2 (2.4.14) 
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则 一 一 是 调和 数 1 过 , 汪 … 的 生成 函数 。 


从 上 面 的 式 子 可 以 看 到 : 只 要 有 可 能 确定 一 个 函数 的 究 级 数 展开 式 ， 就 表明 找到 了 一 
个 特殊 序列 的 生成 函数 。 


2.4.2 ”用 生成 函数 求解 递归 方程 


例 2.13 汉 诺 塔 (Hanoi Tower) 问题 。 

在 古 印度 北部 的 贝 拉 勒 斯 圣 庙 里 有 3 个 铜 铸 的 基 座 ， 上 面 各 安置 一 根 宝石 针 。 在 一 根 
宝石 针 上 ， 把 小 金 盘 放 到 大 金 盘 的 上 面 ， 这 样 由 大 到 小 串 了 大 小 各 不 相等 的 64 个 金 盘 。 梵 
王 命令 他 的 僧侣 ， 通 过 其 余 两 根 宝石 针 ， 把 这 64 个 金 盘 移 到 另 一 根 宝石 针 上 。 移动 的 规则 
是 : 每 次 移动 一 个 金 盘 ， 不 允许 把 大 金 盘 放 到 小 金 盘 上 方 。 

假定 宝石 针 的 编号 为 a,b,c，a 针 串 着 64 个 金 盘 。 和 希望 用 c 针 作为 辅助 针 ， 把 它们 移 
到 b 针 。 算 法 的 思想 方法 是 ， 先 用 5b 针 作为 辅助 针 ， 递 归 调 用 本 算法 ， 把 最 上 面 的 n-1 个 
金程 移 到 c 针 ， 再 把 最 下 面 的 一 个 金 盘 从 a 针 移 到 b 针 ; 最 后 ， 再 用 a 针 作为 辅助 针 ， 递 归 
调用 本 算法 ， 把 -1 个 金 盘 从 c 针 移 到 针 。 下 面 是 解 汉 诺 塔 问题 的 算法 。 

算法 2.12 汉 诺 塔 问题 

输入 : 金 盘 个 数 n， 串 满 金 盘 的 宝石 针 a, 目的 宝石 针 b, 辅助 宝石 针 c 

输出 : 金 盘 移动 列表 

. Void Hanoi (char a,char b,char c,int n) 

- 
if ( n == 1 ) printf("%c->%c" ,a,b); 
else { 


printf("%c->%c" ,a,b); 


更 

2 

3 

4 

Hanoi (a,c,b,n-1); 
6 

3 Hanoi (c,b,a,n-1); 
8 

“ 


a 

假定 是 金 盘 的 数量 ，h(n) 是 移动 个 金 盘 的 移动 次 数 。 把 金 盘 移 动 操作 作为 算法 的 
基本 操作 ， 则 算法 的 时 间 复 杂 性 由 h(n) 确定 。 下 面 估计 h(n) 的 大 小 。 

(1) 当 n=1 时 ， 只 有 1 个 金 盘 ， 显 然 只 移动 1 次 ，h(1)=1。 

(2) 当 n=2 时 ， 有 2 个 金 盘 ， 先 把 小 金 盘 移 到 c 针 ， 再 把 大 金 盘 移 到 b 针 ， 最 后 把 
小 金 盘 移 到 5 针 。 移 动 次 数 为 : h(2)=2h(1)+1。 

(3) 当 n=3 时 , 按照 第 (2) 步 方法 , 把 上 面 2 个 小 金 盘 移 到 c 针 ， 需要 移动 (2) 次 ; 
再 把 大 金 盘 移 到 b 针 ， 移 动 金 盘 1 次 ; 然后 再 按照 第 (2) 步 方法 ， 把 2 个 小 金 盘 放 到 大 金 
盘 上 面 ， 又 需要 移动 h(2) 次 。 因 此 ，h(3)=2 有 (2)+1。 

依 此 类 推 ， 可 以 得 到 如 下 的 递归 关系 式 : 
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(2.4.15) 
hn(1)=1 
为 了 解 上 面 的 递归 方程 ， 用 h(n) 作为 系数 ， 构 造 一 个 生成 函数 
G(x)=h(1)x+th(2) x +h(3)x? +-- 


= Th 
天 =1 


为 了 求 出 h(n) 的 值 ， 对 G(x) 进行 演算 ， 求 出 其 解析 表达 式 ， 再 把 解析 表达 式 转换 成 
对 应 的 蝴 级 数 ， 级 数 中 z 项 的 系数 ， 即 为 mn(z) 的 值 。 为 此 ， 令 


GOz)-2xG(r)=7(1)x+jn(2)x2+1H3)x3+… 一 27(1)x2 一 27(2)x3 一 … 


人 


=h(1D)x+(h(2)—2h(1))x +(h(3) -2h(2)) x + 
由 式 (2.4.15) 及 (2.4.9) 得 : 


(1-2x)G(xz)=x+x2+x3+- 


1 一 x 
所 以 : 
A % 
G(x) 
令 : 
G2 4 + 8 4-24xz+B- 本 
l-x 1-2x (1-x)(1-2x) 
有 : 


A+B=0,-24-B=1 
求 得 4=-1,B=1。 所 以 : 
1 1 


= 


=(1+2x+22x2+23x3+---) 一 (1+x+xz2+x3+---) 


三 (2 二 1 元 8(22 =1)324(2 1 二 < 
= (2 Dx" 
大 =1 


所 以 , h(n)=2" -1, 它 是 式 中 第 z” 项 的 系数 。 因 此 , 汉 诺 塔 问题 的 时 间 复 杂 性 为 2(2") 。 
当 n=64 时 , 金 盘 的 移动 次 数 为 294 -1。 如 果 移 动 一 次 需 花费 lhs 时 间 , 则 需 移动 约 585000 
年 。 即 使 算法 设计 好 了 ， 要 让 打印 机 把 所 有 金 盘 的 移动 路 线 都 打印 出 来 ， 也 是 不 可 能 的 。 

例 2.14 斐 波 那 契 (Fibonacci) 序列 问题 。 

斐 波 那 契 序列 问题 可 以 描述 成 下 面 的 问题 : 假设 小 兔子 每 隔 一 个 月 长 成 大 兔子 ， 大 免 
子 每 隔 一 个 月 生 一 只 小 兔子 。 第 1 个 月 有 一 只 小 兔子 ， 求 n 个 月 后 有 多 少 只 兔子 。 
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令 f(n) 为 n 个 月 后 兔子 的 数目 ， 则 第 1 个 月 有 一 只 小 兔子 ，f(1)=1; 第 2 个 月 小 锡 
子 长 成 大 兔子 ,兔子 的 数目 仍然 为 1，f(2)=1; 第 3 个 月 大 兔子 生 一 只 小 兔子 ， 免 子 数目 
为 2; 第 4 个 月 大 兔子 又 生 一 只 小 兔子 ， 原 来 的 小 兔子 又 长 成 大 兔子 ， 小 兔子 数目 为 1， 大 
兔子 数目 为 2， 兔子 总 数 为 3…… 于 是 ， 兔 子 数目 可 以 用 如 下 序列 来 表示 : 

12,3,5,8,13,21,34,55,89,.-- 

其 中 ， 从 第 3 项 开始 ， 任 何 一 项 都 是 其 前 两 项 之 和 。 

如 果 令 +(n) 、T(n) 分 别 表示 第 n 个 月 小 兔子 、 大 兔子 的 数目 ，f(n) 为 第 n 个 月 兔子 
的 总 数目 ， 则 有 如 下 关系 式 : 


f(n)=T(n)+t(n) (2.4.16) 
T(n)=T(n-—1)+t(n—1) (2.4.17) 
1(n)=T(n-1) (2.4.18) 


式 (2.4.16) 表示 第 n 个 月 兔子 的 总 量 为 该 月 大 兔子 的 数量 及 小 兔子 的 数量 之 和 ; 式 (2.4.17) 
表示 第 n 个 月 大 兔子 的 数量 ， 为 前 一 个 月 大 兔子 的 数量 加 上 前 一 个 月 小 兔子 的 数量 ， 即 第 
n 一 1 个 月 兔子 的 总 量 f(n-1); 式 (2.4.18) 表示 第 n 个 月 小 兔子 的 数量 ， 为 前 一 个 月 大 免 
子 的 数量 ， 也 即 第 n-2 个 月 兔子 的 总 量 f(n-2)。 由 上 述 3 式 ， 可 以 得 到 如 下 递归 方程 : 
1 人 
FD=/(2)=1 
为 了 解 上 面 的 递归 方程 ， 用 f(n) 作 为 系数 ， 构 造 一 个 生成 函数 : 
F(x)=f (Dx+f (Dx +f 3) + 
SE 


大 =1 
为 了 求 出 f(n) 的 值 ， 对 (x) 进行 如 下 演算 ， 求 出 其 解析 表达 式 ， 再 把 解析 表达 式 转 
换 成 对 应 的 暴 级 数 ， 级 数 中 x" 项 的 系数 即 为 /(n) 的 值 。 为 此 ， 令 : 
F(x)—xF(x)—x F(x) 
=f (Dxtf (2)x +f 3x tx(f Cxtf 2x +) x (f(D x+-) 
=f(Dx+(f2)- fx +(f3)-f2)- fe + 


三 党 


所 以 ， 有 : 
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轩 _ 4 B 
Ee x+3(-y5) EE 
Axt3lry)arBrt (V5)s 
ES 
有 : A+B=-1, (+V5)4+(1-V5)B=0 
解 得 : 4 5) 2253) 
把 4 和 B 代 入 F(x)， 得 到 : 
| +y5 
0 上 二 
i | 
让 本 
令 : 
-2 _1 
0 
则 有 : 


ELC A -Pp )x+-…) 


所 以 ， 第 项 系数 为 : 
1jm= 玉 we 3 
斐 波 那 契 序 列 有 很 多 奇妙 的 特性 和 故事 ， 其 中 系数 w 与 1 之 比 为 1.618， 它 就 是 人 们 
所 熟知 的 “黄金 分 割 ”， 而 当 n 越 来 越 大 时 ， 序 列 中 前 一 项 /与 后 一 项 /的 比 信 越 来 越 
逼近 于 0.618, 而 后 一 项 人 与 前 一 项 人 ,的 比值 也 越 来 越 逼近 于 1.618。 令 人 不 可 思议 的 是 : 
斐 波 那 契 这 样 的 整数 序列 ， 其 通 项 表达 式 竟 用 无 理 数 来 表达 。 


2.5 用 特征 方程 求解 递归 方程 


实际 上 ， 所 有 递归 算法 的 运行 时 间 都 可 以 用 递归 方程 来 表示 。 这 就 使 递归 方程 的 解 对 
算法 分 析 来 说 显得 特别 重要 。 除 了 利用 生成 函数 来 解 递归 方程 外 ， 还 可 利用 递归 方程 的 特 
征 方程 来 求解 。 
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2.5.1 大 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 方程 


如 果 递 归 方程 的 形式 为 : 
fn)=af(n-l)+af(n-2)+.…+arf (7 一 天) ey 
f(D)=b, 0<i<k 0 


就 把 这 种 方程 称 为 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 方程 。 式 (2.5.1) 中 的 第 2 式 是 方程 的 初始 条 
件 。 其 中 ，6b; 为 常数 。 在 式 (2.5.1) 中 ， 用 x" 取 代 f(n)， 有 : 


二 而 可 + 人 生生 pd 


两 边 分 别 除 以 x"“* ， 可 得 : 


= aaxk1 Pt 二 -二 


把 上 式 写 成 : 
x -ax axt 2 -a =0 (C2.5.2) 
则 式 (2.5.2) 称 为 递归 方程 (2.5.1) 的 特征 方程 。 
可 以 求 出 特征 方程 的 根 ， 得 到 递归 方程 的 通 解 ， 再 利用 递归 方程 的 初始 条 件 ， 确 定 通 
解 中 的 待定 系数 ， 从 而 得 到 递归 方程 的 解 。 下 面 分 两 种 情况 来 讨论 。 
第 1 种 情况 : 特征 方程 的 个 根 g ,qs ,…,gx 互 不 相同 ， 则 递归 方程 (2.5.1) 的 通 解 为 
f(n)=c1qgf +cazg2 十 -十 ckGR 《2.5.39 
第 2 种 情况 : 特征 方程 的 大 个 根 中 有 个 重 根 qi ,gj ,…,4i;,w1。 这 时 , 递归 方程 (2.5.1) 
的 通 解 形式 为 : 
Ja) = cg + 二 cpl1g 二 (ci 十 cp 十 二 Car )g? 十 …… 十 ck (2.5.4) 
在 式 (2.5.3) 及 式 (2.5.4) 中 , ci ,c; ,…,ck 为 待定 系数 。 把 递归 方程 的 初始 条 件 代 入 式 (2.5.3) 
或 式 (2.5.4) 中 ， 建 立 联 立方 程 ， 确 定 系数 cl ,c,,…,ck， 从 而 可 求 出 通 解 /Cn) 。 
例 2.15 三 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 方程 如 下 : 
f(n)=6f(n—1)-11f(n—2)+6f(n—3) 
/(0)=0 
f(1)=2 
f/f(2)=10 


解 ” 特 征 方程 为 : 
xz3-6xr2z+llx-6=0 
把 方程 改写 成 : 
x 3X2 一 3x2+95+27=-6=0 


对 特征 方程 进行 因 式 分 解 ， 得 : 


(x—-l1)(x—-2)(x—-3)=0 
则 有 特征 根 : 
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g=l1, gq,=2, qs=3 
所 以 ， 递 归 方程 的 通 解 为 : 
JP)=clg1 十 ca292 +c3g3 
=cl+ca2"+c33” 
由 初始 条 件 得 : 
(0)=cit+tcz+cs=0 
f(1)=c1+2c,+3c3 =2 
f/f(2)=c1+4c, +9c;3 =10 
解 此 联 立 方程 ， 得 : 
a=0, c,=-2, c=2 
则 递归 方程 的 解 为 : 
f(n=2(3" -2") 
例 2.16 三 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 方程 如 下 : 
f(n)=5f(n-1)-7f(n-2)+3f(n-3) 
f(0)=1 
f(1)=2 
f(2)=7 
解 ” 特 征 方程 为 : 


x3-5x2+7x-3=0 


把 特征 方程 改写 成 : 

x3-Sx2+6x+x-3=0 
进行 因 式 分 解 : 

(x-3)(xz2 -2x+l)=0 
最 后 得 : 

(xz-l)(xz-l)(xz-3)=0 
求 得 特征 方程 的 根 为 : 


=1, gq,=1, gs=3 
所 以 ， 递 归 方程 的 通 解 为 : 


fm=(c1tesn)gr tes gs 
一 cl+c2 n+cs3” 
代入 初始 条 件 : 
(0)=ci+cs =1 
f/f(1)=c +c2 +3c3 =2 
J(2)=cli+2cz+9ca =7 
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解 此 联 立 方程 ， 得 : 

a=0，c =-1，c =1 
则 递归 方程 的 解 为 : 

J0D)=(cl+cam)gT 二 ca3 93 


=3"—n 


2.5.2 大 阶 常 系数 线性 非 章 次 递归 方程 


当 递 归 方程 的 形式 为 : 
fn)=af(n-D)+af(n-2)+…+arf(n—k)+g(n) 
(= 0<i<k 
把 这 种 形式 的 递归 方程 称 为 大 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 方程 。 其 通 解 形式 是 : 
fm)=f(n)+f*(n) 
其 中 ， 了 (x) 是 对 应 齐 次 递归 方程 的 通 解 ，f*(n) 是 原 非 齐 次 递归 方程 的 特 解 。 
现在 还 没有 一 种 寻找 特 解 的 有 效 方法 , 一 般 是 根据 式 (2.5.5) 中 g (n) 的 形式 来 确定 特 
解 。 再 把 特 解 代 入 原 递归 方程 ,用 待定 系数 方法 确定 特 解 的 系数 。 下 面 是 几 种 常见 的 形式 ; 
(1) g(n) 是 n 的 m 次 多 项 式 ， 即 


(C2.5.5) 


g(n)=bon™” +bn™! +.+Dbm n+bm (2.5.6) 
其 中 ，& i=0,1,…,m) 是 常数 。 特 解 /*(n) 也 是 n 的 m 次 多 项 式 : 
f*(n)=Aon™ +An™ +t.+An nt An (2.5.7) 


其 中 ，4f i=0,1,…,m) 为 待定 系数 。 
(2) g(n) 是 如 下 形式 的 指数 函数 : 


g(n)=(bon™” +hn™l ++bn nt+bn )a” (2.5.8) 
其 中 ，a 、 腑 i=0,1,…,m) 为 常数 。 如 果 a 不 是 特征 方程 的 重 根 ， 特 解 f*(n) 为: 
f*(n)=(Aon™” +An™! ++An ntAn)a” (2.5.9) 


其 中 ，4{ i=0,1,…,m) 为 待定 系数 。 
如 果 a 是 特征 方程 的 + 重 特征 根 ， 特 解 的 形式 为 : 
f*(n)=(Aon™” +An™ t+-+ An n+ Am) n'a” (2.5:10) 
其 中 ，4{ i=0,1,…,m) 是 待定 系数 。 
例 2.17 二 阶 常 系 数 线性 非 齐 次 递归 方程 如 下 : 
f(n)=7f(n—1)— 10f(n— 2)+4n? 
/(0)=1 
f(1)=2 
解 ” 对 应 的 齐 次 递归 方程 的 特征 方程 为 : 
x -7x410=0 
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把 此 方程 转换 为 : 

(x—-2)(x—-5)=0 
得 到 特征 根 为 : 

d=2, q,=5 
所 以 ， 对 应 的 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 

f(n)=c2" +es5” 
令 非 齐 次 递归 方程 的 特 解 为 : 

f*(n)=Aon? + A ntA; 
代入 原 递归 方程 ， 得 : 
Aon’ +An+A,—7(Ao(n-1)? +A(n—l)+ A)+10(A40(n—2) +A(n—2)+A,)=4n? 
化 简 后 得 到 : 
440om2 +(—26A40 +441)n+3340 —1341 +44, =4n? 

由 此 ， 得 到 联 立 方程 : 
440 =4 
-2640+44 =0 
3340 -1341+44, =0 


解 此 联 立 方程 ， 可 得 : 


所 以 ， 非 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
Fsaw +c25” 十 7112 + 
把 初始 条 件 代 入 ， 有 : 
/(0)=a te tie =1 
i +5cy + 


解 此 联 立 方程 ， 得 : 


41 43 
a=- 一 ，c = 一 
3 24 
最 后 ， 非 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
7(D=- 全 2 + 十 1 + 


例 2.18 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 方程 如 下 : 
f(n)=7f(n-1)-12f(n-—2)+n2” 
f(0)=1 
f(D=2 
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解 ”对 应 齐 次 递归 方程 的 特征 方程 为 : 
冯 2 三 752=0 
此 方程 可 改写 成 : 
(x—-3)(x—4)=0 
所 以 ， 方程 的 解 为 : 
4=3， 和 =4 
齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
TCDJ=ci32+ca42 
令 非 齐 次 递归 方程 的 特 解 为 : 
f*(m=(An+4) 2" 
把 特 解 代入 原 非 齐 次 递归 方程 ， 得 : 
(Aon+ A)2" —7(Ao(n—D)+A)2" +12 (Ao(n—2)+A4)2"? =n2" 


整理 得 : 
2A0n+24,—1040 =4n 
可 得 联 立 方程 ; 
24o =4 
24 -104o =0 
解 此 联 立 方程 得 : 
A,=2，4=10 


所 以 ， 非 齐 次 递归 方程 的 通 解 为 : 
f(n)=c3” +c24" +(2n+10)2” 
用 初始 条 件 代 入 : 
a 
f(1)=3c+4c,+24=2 
解 此 联 立方 程 得 : 
=-14, c,=5 
最 后 ， 非 齐 次 递归 方程 的 解 为 : 
f(n)=-14:3" +5.4" +(2n+10)2” 
= 5 (2 


2.6 用 递 推 方法 求解 递归 方程 


解 递归 方程 的 最 直接 的 方法 ， 是 采用 递 推 方法 。 直 接 从 递归 方程 出 发 ， 一 层 一 层 地 往 
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前 递 推 ， 直 到 最 前 面 的 初始 条 件 为 止 ， 就 得 到 了 问题 的 解 。 
2.6.1 递 推 


下 面 是 一 个 最 简单 的 非 齐 次 递归 方程 ; 
0 
f(0)=e 


其 中 ，b 、c 是 常数 ，g(n) 是 n 的 某 一 个 函数 。 直 接 把 公式 应 用 于 式 (2.6.1) 中 的 f(n--1) 
中 ， 得 到 : 


(2.6.1) 


f(n)=b(bf(n-2)+g(n-1))+g(n) 
=b? f(n-2)+bg(n-l)+g(n) 
=b*(bf(n-3)+g(n-2))+bg(n-l)+g(n) 
=b3f(n-3)+b’g(n-2)+bg(n-l)+g(n) 


=b"f(0)+b" lg(1)+--+b’g(n-2)+bg(n-l)+g(n) 


n 
=cb" + 2,b" SO (2.6.2) 


i=1 

例 2.19 汉 诺 塔 问题 。 

由 式 (2.4.15) ， 汉 诺 塔 的 递归 方程 为 : 
h(n)=2h(n-1)+1 
h(1)=1 

直接 将 式 〈2.6.2) 应 用 于 汉 诺 塔 的 递归 方程 ， 此 时 
bs25 二 三 人 (三 
从 n 递 推 到 1， 有 : 
n-l 
h(n)=cb"™ + bg(i) 
i=] 


二 2 


=2"-1 
2.6.2 ”用 递 推 法 求解 变 系数 递归 方程 


对 如 下 形式 的 变 系数 齐 次 递归 方程 : 


ee (2.6.3) 
f(0)=e 
利用 递 推 方法 ， 容 易 得 到 : 

f(n)=cg(n)g(n—1)-…g(1) (2.6.4) 
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例 2.20 解 如 下 递归 函数 : 
po 
f(0)=1 
由 式 (2.6.4) ， 容 易 得 到 : 
f(n)=n(n—1)(n—2)-…1 
三 阁 } 
对 如 下 形式 的 变 系数 非 齐 次 递归 方程 : 
ee 
J(0)=c 
其 中 ，c 是 常数 ，g (n) 和 有 h(n) 是 n 的 函数 。 利 用 式 (2.6.5) 对 了 (n) 进 行 递 推 有 : 
f(n)=g(n)f(n-1)+h(n) 
=g(n)(g(n-l)f(n-2)+h(n—1))+h(n) 
=g(n)g(n-1)f(n-2)+g(n)h(n-1)+h(n) 


=g(n)g(n-1)g(1)f/(0)+ge(n)g(n-1).g(2)h(1)+.…+ 


g(mh(n—D)+h(n) 
gmg(n Dg) /OE En D8) sD)h),.. 
g(1) 


g(ne(n-D):s(2)e(Dh(n-D), s(n)ge(n- Ds(2)s (Dh(n) 


《2699 


直 


g(n-1)…g(2)g(1) g(n)g(n-1)-…g(2)g(1) 
h(i) 
= 一 一 一 (2.6.6) 
=g(n)g(n-1)-- a0 /0 ree ET 


例 2.21 解 如 下 的 递归 函数 : 
f(n)=nf(n-l)+n! 
sa 
解 ” 对 方程 进行 递 推 ， 有 : 
f(n)=n((n-1)f(n-2)+(n-1)!)+n! 
=n(n—1)f(n—2)+2n! 


=n!lf(0)+nn! 
=nn! 


如 果 直 接 使 用 式 (2.6.6) ， 此 时 g(n)=n,h(n)=n!， 有 : 


f(n)=n(n—1)-- i 7 


=nn! 


得 到 同样 结果 
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例 2.22 解 如 下 的 递归 方程 : 
f(n)=2f(n-D+n 
人 
解 ”对 方程 进行 递 推 ， 有 : 
f(n)=2(2f(n—2)+(n—D))+n 
=22f(n-2)+2(n—1)+n 


=22 f (0)+2™! +2" 22 二 十 207 


= 2 
i=1 
Ee 
三 2 Re 
由 式 (2.1.24) ， 得 


n+2 
on 


/m=2"(2 
如 果 直 接 使 用 式 (2.6.6) ， 此 时 g(n)=2,h(n)= n， 同 样 有 : 
-ar 窒 二 -am 


i=l 


jz 


2.6.3 换 名 


在 上 面 所 讨论 的 递归 方程 中 , 函数 f(n) 经 常 是 以 函数 F(a-1) 、7(z-2) 以 至 f(n-k) 
的 关系 来 递归 表示 的 。 但 是 , 在 很 多 算法 中 , 例如 在 分 治 法 中 , 函数 f(n) 是 以 函数 f(n/2) 
或 f(n/13) 以 至 f(n/4) 等 的 关系 来 递归 表示 的 。 这 时 , 如 果 采 用 上 面 所 叙述 的 方法 来 求解 ， 
存在 一 定 的 困难 。 但 是 ， 如 果 对 函数 的 定义 域 进行 转换 ， 并 在 新 的 定义 域 里 定义 一 个 新 的 
递归 方程 , 把 问题 转换 为 对 新 的 递归 方程 的 求解 , 然后 再 把 所 得 到 的 解 转换 为 原 方程 的 解 ， 
往往 能 得 到 很 好 的 效果 。 下 面 是 这 种 方法 的 两 个 例子 。 

例 2.23 解 如 下 的 递归 方程 : 

JS 


/(1)=1 


其 中 ，n=2* 。 

解 ”把 ”表示 成 大 的 关系 ， 原 递归 方程 改写 为 : 
f(2°)=27(2™ 2 1 
f(2°)=1 


再 令 : 
g(k)=f(2")=/f(n) 
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于 是 ， 原 递归 方程 可 写 为 : 
gi(k)=2g(E 2 1 
0 
对 上 面 的 方程 进行 递 推 ， 有 : 
到 (机 三 202 训 (= 2 二 2 D2 = 
=27 g(k—2)+2.2* 一 2 一 1 
=235(E=-3)43.244=22=2=1 


天 一 1 
= 和 外语 (0 和 让 2 一 >》 


i=0 


| 
=2 1+ 二 -2 2 


i=0 


如 果 直 接 使 用 式 2.6.6) ， 可 得 ; 
k jil_ 
t=st-2 1 !| 
i=1 


k 
| | 
yr 
Wa) 
| | 
=24| 二 + 一 
6 | 
1 
= 


结果 一 样 。 
例 2.24 解 如 下 的 递归 方程 : 
Ti 
f(1)=e 


其 中 ，b 、c 为 常数 ，n=2* 。 
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解 ”把 ”表示 成 大 的 关系 ， 原 递归 方程 改写 为 : 
f(2*)=2f(2™) 4+b2* 
ee 

再 令 : 

g(k)=/(2*)=f(n) 
于 是 ， 原 递归 方程 可 写 为 : 

0 

g(0)=¢ 
直接 使 用 式 〈2.6.6) ， 可 得 : 


大 i 
j=etD-z [et 守 加 | 
i=l 


大 
=2k [多 ] 

i=1 
=2t(c+bk) 


=bnlogn+en 
2.7 算法 的 空间 复杂 性 


算法 的 空间 复杂 性 ， 指 的 是 为 解 一 个 问题 实例 而 需要 的 存储 空间 。 在 不 同 的 文献 资料 
里 ， 在 分 析 算 法 所 需要 的 存储 空间 时 ， 有 不 同 的 处 理 方法 。 

第 1 种 处 理 方 法 ; 算法 所 需要 的 存储 空间 ， 并 不 包含 为 容纳 输入 数据 而 分 配 的 存储 空 
间 ， 更 不 包含 实现 该 算法 的 程序 代码 和 常数 ， 以 及 程序 运行 时 所 需要 的 额外 空间 ， 而 仅仅 
是 算法 所 需要 的 工作 空间 而 已 。 

例如 ， 在 线性 检索 算法 linear_search 里 ， 只 分 配 一 个 存储 单元 j 去 存放 检索 结果 ， 因 
此 该 算法 的 空间 复杂 性 是 @(1) 。 在 二 又 检索 算法 binary_search 里 , 只 分 配 mid 、1ow 、high 
以 及 j 等 4 个 工作 单元 ， 因此 该 算法 的 空间 复杂 性 也 是 @(1) 。 而 在 合并 两 个 已 排序 过 的 子 
数组 的 合并 算法 merge 里 , 分 配 了 与 这 两 个 子 数组 同等 大 小 的 一 个 存储 空间 作为 临时 工作 
单元 。 这 样 ， 这 些 工作 单元 的 数量 与 输入 数据 的 数量 相同 。 因 此 ， 该 算法 的 空间 复杂 性 
是 @(n)。 

由 于 把 数据 写 入 每 一 个 存储 单元 至 少 需要 一 个 特定 的 时 间 间 隔 ， 因 此 在 一 般 情况 下 ， 
算法 的 工作 空间 复杂 性 不 会 超过 算法 的 时 间 复 杂 性 。 如 果 令 T(n) 和 5S(n) 分 别 表示 算法 的 
时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 ， 那 么 一 般 情况 下 有 5S(n)=0O(T(n))。 

第 2 种 处 理 方法 : 算法 所 需要 存储 空间 为 算法 在 运行 时 所 占用 的 内 存 空间 的 总 和 ， 包 

括 存放 输入 /输出 数据 的 变量 单元 、 程 序 代码 、 工 作 变 量 、 常 数 以 及 运行 时 的 引用 型 变量 所 
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占用 的 空间 和 递归 栈 所 占用 的 空间 。 

由 于 程序 代码 等 所 需要 的 空间 取决 于 多 种 因素 ， 有 很 多 因素 是 未 知 的 (如 所 使 用 的 计 
算 机 及 编译 系统 ) ， 人 们 无 法 精确 地 分 析 程 序 代码 所 需要 的 空间 ， 但 这 部 分 空间 是 固定 的 
不 随 输 入 规模 的 大 小 而 变化 。 相 反 ， 存 放 输 入 /输出 数据 所 占用 的 存储 单元 以 及 递归 栈 空间 
等 ， 与 问题 实例 有 关 。 因 此 ， 把 算法 所 需要 的 存储 空间 划分 成 两 个 部 分 : 一 部 分 是 固定 的 
另 一 部 分 是 与 输入 规模 有 关 的 。 于 是 ， 算 法 所 需要 的 存储 空间 $j 可 表示 为 : 

S4=c+S(C) 
其 中 ，c 是 程序 代码 、 常 数 等 固定 部 分 ，S(n) 是 与 输入 规模 有 关 的 部 分 。 在 分 析 算 法 的 空 
间 复 杂 性 时 ， 主 要 考虑 的 是 S(n) 。 

第 1 种 处 理 方法 简化 了 空间 复杂 性 的 分 析 ， 简 单 明 了 ; 第 2 种 处 理 方法 比较 精确 ， 但 
考虑 的 因素 较 多 。 在 本 书 中 讨论 空间 复杂 性 时 ， 采 用 第 1 种 处 理 方法 ， 只 局 限于 算法 所 使 
的 工作 空间 。 

在 分 析 时 间 复 杂 性 时 所 定义 的 复杂 性 的 阶 以 及 上 界 与 下 界 ， 也 适用 于 对 算法 的 空间 复 
杂 性 的 分 析 。 此 外 ， 在 很 多 问题 中 ， 时 间 和 空间 是 一 个 对 立 面 。 为 算法 分 配 更 多 的 空间 ， 
可 以 使 算法 运行 得 更 快 。 反 之 ， 当 空间 是 一 个 重要 因素 时 ， 有 时 需要 用 算法 的 运行 时 间 去 
换取 空间 。 


2.8 最 优 算 法 


在 后 面 的 章节 里 ， 将 证 明 用 元 素 比较 的 方法 对 个 元 素 进行 排序 的 算法 ， 在 最 坏 情 况 
下 的 运行 时 间 是 Q(nlogn)。 这 意味 着 不 能 设计 出 任何 一 个 算法 ， 它 在 最 坏 情 况 下 的 运行 
时 间 能 小 于 nlogn。 因 此 ， 用 元 素 比较 的 方法 对 个 元 素 进行 排序 的 算法 ， 如 果 其 时 间 复 
杂 性 是 @(nlogn)， 通 常 就 认为 该 算法 是 基于 比较 的 排序 问题 的 最 优 算法 。 

在 一 般 情况 下 ， 如 果 能 够 证 明 求 解 问题 二 的 任何 算法 的 运行 时 间 是 Q(f(n))， 那 么 ， 
对 以 时 间 O(f(n)) 来 求解 问题 荆 的 任何 算法 ， 都 认为 是 最 优 算法 。 

对 最 优 算法 的 这 种 定义 方法 ， 是 很 多 文献 所 广泛 使 用 的 方法 。 在 这 里 ， 没 有 把 空间 复 
杂 性 考虑 进来 ， 主 要 的 原因 是 只 要 在 一 个 合理 的 范围 里 使 用 空间 ， 时 间 的 考虑 就 比 空间 更 
宝贵 。 

应 该 注意 的 是 ， 最 优 算法 是 在 上 述 意义 下 定义 的 。 如 果 有 两 个 算法 ， 在 上 述 意义 下 都 
是 最 优 的 ， 那 么 要 确定 这 两 个 算法 中 哪 一 个 是 真正 最 优 的 ， 就 得 进一步 比较 这 两 个 算法 的 
对 间 复 杂 性 表达 式 中 的 高 阶 项 常数 因子 。 常 数 因子 小 的 算法 ， 优 于 常数 因子 大 的 算法 。 
另外 要 注意 的 是 ， 时 间 复 杂 性 渐 近 阶 的 确定 ， 与 m 及 常数 ec 的 选取 有 关 ， 当 规模 很 小 
对， 复杂 性 阶 低 的 算法 ， 不 一 定 比 复杂 性 阶 高 的 算法 更 有 效 。 
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习 题 
1. 考虑 下 面 的 算法 : 
输入 : n 个 元 素 的 数组 A 
输出 ， 按 递增 顺序 排序 的 数组 A 
1. void sort(int A[],int n) 
2 € 
3 int i,j,temp; 
4 for (i=0;i<n-1;i++) 
5 for (j=i+l;j<n;j++) 
6 if (A[j]<A[i]) { 
7 temp = A[i]; 
8 A[i] = A[j]; 
9. A[j] = temp; 
10. 
1 于 


(1) 什么 时 候 算法 所 执行 的 元 素 赋值 的 次 数 最 少 ? 最 少 多 少 次 ? 
(2) 什么 时 候 算法 所 执行 的 元 素 赋值 的 次 数 最 多 ? 最 多 多 少 次 ? 
2. 考虑 下 面 的 算法 : 


输入 : n 个 元 素 的 数组 A 
输出 ， 按 递增 顺序 排序 的 数组 A 


1. void bubblesort (int A[],int n) 
2 

过 int j,i,sorted; 

4 i = sorted = 0; 

条 while (i<n-l1 && !sorted) { 
6 sorted = 1; 

7 ER 
8 if (A[j]<A[j-1]) { 
9 temp = A[j]; 

10. ALIY =-ALI-1]s 
1 A[j-1] = temp; 
ls sorted = 0 

3 } 

14. } 

15 生生 二 二 3 
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(1) 算法 所 执行 的 元 素 比较 次 数 最 少 是 多 少 次 ? 人 


上 么 时 候 达 到 最 少 ? 


(2) 算法 所 执行 的 元 素 比较 次 数 最 多 是 多 少 次 ?什么 时 候 达 到 最 多 ? 
(3) 算法 所 执行 的 元 素 赋值 次 数 最 少 是 多 少 次 ?什么 时 候 达 到 最 少 ? 
(4) 算法 所 执行 的 元 素 赋值 次 数 最 多 是 多 少 次 ?什么 时 候 达 到 最 多 ? 


(5) 用 O 和 @ 记号 表示 算法 的 运行 时 间 。 


(6) 可 以 用 @ 记 号 来 表示 算法 的 运行 时 间 吗 ? 请 说 明 。 


3. 求 序列 2,5,13,35,… 的 生成 函数 。 

4. 求 序列 2,4,10,28,82,… 的 生成 函数 。 

5. 用 生成 函数 求解 下 面 的 递归 方程 : 

(1) f(n)=2f(n-1)+1 关于 = 和 

(2) f(n)=2f(n/2)+en T=0 

6. 解 下 面 的 递归 方程 : 

(1) f(n)=3f(n-1) f(0)=5 

(2) f(n)=2f(n-1) f(0)=2 

(3) f(n)=5f(n-1) f(0)=1 

7. 解 下 面 的 递归 方程 : 

(1) f(n)=5f(n-1)-6f(n-2) f(0)=1 
(2) f(n)=4f(n-1)-4f(n-2) /(0)=6 
(3) f(n)=6f(n-1)-8f(n-2) f(0)=1 
(4) f(n)=-6f(n-l)-9f(n-2)  /f(0)=3 
(5) 2f(n)=7f(n-1)-3f(n—2) f(0)=1 


(6) f(n)=f(n-2) f(0)=5 
8. 解 下 面 的 递归 方程 ; 

(1) f(n)=f(n-D+nm f(0)=0 
(2) f(n)=2f(n-D+n f(0)=1 
(3) f(n)=3f(n-1)+2" f(0)=3 
(4) f(n)=2f(n-D+nm f(0)=1 
(5) f(n)=2f(n-l)+n+4 f(0)=4 


(6) f(n)=-2f(n—1)+2°—» f(0)=1 
(7) f(n)=nf(n-1)+2"—n? f(0)=3 
9. 递归 方程 : 


f(D)=0 
f(D)=8 
f(D)=0 
f(1)==3 
f(D)=1 
A(D=31 


f(n)=4f(n/2)+n AD=1 


其 中 ，n 是 2 的 守 。 
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(1) 用 递 推 法 解 此 方程 。 

(2) 用 式 (2.6.6) 解 此 方程 。 

10. 下 面 的 两 个 递归 方程 : 
f(n)=f(n/2)+n A(W=1l 
g(n)=2g(n/2)+1 g(1)=1 

其 中 ，n 是 2 的 寡 。 证 明 关系 f(n)=g(n) 是 否 成 立 。 
11. 令 b、q 是 非 负 常 数 ，n 是 2 的 突 ， 求 解 递归 方程 : 
f(n)=2f(n/2)+bnlogn (ly=ad 


参考 文献 


文献 [1]、[] 介 绍 了 算法 分 析 的 主要 数学 工具 ， 也 可 在 文献 [3]、[8] 中 看 到 相应 数学 工 
具 的 描述 。 文 献 [5] 描 述 了 算法 分 析 的 基本 技术 ,可 在 文献 [3]、[ 久 中 看 到 循环 次 数 的 统计 和 
基本 操作 频率 的 统计 等 方法 的 详细 介绍 。 文 献 [6] 给 出 了 各 种 各 样 的 排序 与 检索 算法 ， 并 讨 
论 了 这 些 算 法 的 最 坏 情 况 和 平均 情况 的 分 析 。 文 献 [1] 对 生成 函数 作 了 详细 的 描述 。 可 在 文 
献 [8]、[9] 中 看 到 用 生成 函数 求解 汉 诺 塔 问 题 ， 在 文献 [1]、[8] 中 看 到 用 生成 函数 求解 右 波 
那 契 序列 问题 。 可 在 文献 3]、[8]、[9]、[10] 中 看 到 用 特征 方程 求解 递归 方程 的 介绍 ， 以 及 
用 递 推 方法 求解 递归 方程 的 介绍 。 可 在 文献 [3] 中 看 到 用 递 推 方法 求解 变 系数 递归 方程 的 介 
绍 。 可 在 文献 [3]、[8] 中 看 到 对 递归 方程 的 变 元 换 名 的 技术 。 


第 3 章 排序 问题 和 离散 集合 的 操作 


排序 问题 是 计算 机 信息 处 理 中 经 常 遇 到 的 问题 ， 它 对 输入 元 素 按照 某 种 顺序 重新 进行 
排列 。 输 入 元 素 通常 以 某 种 组 织 形式 组 织 起 来 ， 例 如 数组 、 链 表 或 其 他 数据 结构 。 这 些 元 
素 往往 不 是 一 个 单一 的 数据 ， 而 是 由 很 多 数据 字段 组 成 的 记录 。 数 据 库 中 的 索引 文件 ， 就 
是 以 记录 中 的 某 个 字段 作为 关键 字 字 段 顺序 排列 的 。 由 顺序 排列 的 关键 字 ， 构 成 了 对 数据 
文件 中 记录 的 索引 。 当 按 关键 字 检索 满足 一 定 范围 的 记录 时 ， 由 索引 文件 就 可 以 很 快 地 找 
出 满足 检索 要 求 的 所 有 记录 。 

计算 机 软件 系统 中 的 检索 操作 ， 通 常 与 排序 问题 有 关 ， 而 排序 问题 也 经 常 是 其 他 很 多 
算法 的 重要 组 成 部 分 。 例 如 ， 第 1 章 中 所 提 到 的 二 又 检索 算法 ， 就 是 以 被 检索 元 素 是 按 顺 
序 排列 为 基础 的 。 不 管 被 排序 的 元 素 是 单个 数据 ， 或 是 由 若干 个 数据 项 按 某 种 形式 结构 组 
成 的 ， 其 排序 方法 都 是 一 致 的 。 在 此 为 简化 叙述 起 见 ， 假 定 被 排序 元 素 的 数据 类 型 是 用 类 
模板 定义 的 数据 类 型 。 此 时 ,把 它们 推广 为 由 若干 个 数据 项 按 某 种 形式 的 结构 组 成 的 元 素 ， 
是 很 容易 的 。 


3.1 合并 排序 


实际 应 用 中 有 各 种 各 样 的 排序 算法 ， 第 2 章 提 到 了 插入 排序 算法 和 冒 泡 排序 算法 ， 本 
节 主要 介绍 合并 排序 算法 。 


3.1.1 合并 排序 算法 的 实现 


冒 泡 排序 算法 通过 不 断 地 交换 相 邻 两 个 元 素 ， 使 输入 序列 中 的 逆序 个 数 减 少 为 0， 以 
达到 排序 的 目的 。 但 在 最 坏 情 况 和 平均 情况 下 ， 其 运行 时 间 都 是 9 (n?) 。 现 在 考虑 男 一 种 
方法 : 假定 有 8 个 元 素 , 首先 把 它 划 分 为 4 对 , 每 一 对 2 个 元 素 , 利用 第 2 章 所 叙述 的 merge 
算法 ， 分 别 把 每 一 对 的 2 个 元 素 合并 成 有 序 的 序列 ， 从 而 构成 了 4 个 有 序 的 序列 ;然后 把 
这 4 个 序列 划分 成 2 对 ， 再 利用 merge 算法 ， 分 别 把 这 2 对 序列 合并 成 2 个 有 序 的 序列 ; 
最 后 再 利用 merge 算法 ， 把 这 2 个 序列 合并 成 一 个 有 序 的 序列 。 图 3.1 说 明了 合并 排序 的 

下 面 是 这 个 算法 的 描述 。 

算法 3.1 合并 排序 算法 

输入 : 具有 n 个 元 素 的 数组 Rr] 
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输出 : 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


1. template <class Type> 

2. void merge sort (Type Al[l],int n) 
3 

加 nt Ht 

3 while (t<n) { 

6. s=t; t=2*s; i=0; 
3s while (i+t<n) { 

8. merge (A,i,i+s-1,i+t-1) 
9 三 主 寺 ts 

10. } 

ls if (i+s<n) 

2 merge (A,i,i+s-1,n-1); 
3 } 

1 


图 3.1 合并 8 个 元 素 的 过 程 


这 个 算法 可 以 对 任意 的 个 元 素 进 行 合并 排序 。 其 中 ， 变 量 i 、s 、+ 的 作用 如 下 : 
@ i: 开始 合并 时 第 一 个 序列 的 起 始 位 置 。 


®@ s，: 合并 前 序列 的 大 小 。 
@ +t: 合并 后 序列 的 大 小 。 


i 、i+s-1、i+t-1 定 义 被 合并 的 两 个 序列 的 边界 。 算 法 的 工作 过 程 如 下 : 开始 时 ，s 
被 置 为 1，i 被 置 为 0。 外 部 while 循环 的 循环 体 每 执行 一 次 ， 都 使 * 和 7 加倍。 内 部 的 while 
循环 执行 序列 的 合并 工作 ， 其 循环 体 每 执行 一 次 ， 都 使 ;向 前 移动 + 个 位 置 。 当 ”不 是 t+ 的 


倍数 时 ， 如 果 被 合并 序列 的 起 始 位 置 ?， 加 上 合 


并 后 序列 的 大 小 +， 超 过 输入 数组 的 边界 ， 


就 结束 内 部 的 while 循环 : 此 时 ,如 果 被 合并 序列 的 起 始 位 置 i， 加 上 被 合并 序列 的 大 小 s， 


小 于 输入 数组 的 边界 ， 还 需要 执行 一 次 合并 了 


[ 作 ， 把 最 后 大 小 不 足 + 但 超过 s 的 序列 合并 


起 来 。 这 个 工作 由 算法 的 第 12 行 完成 。 


例如 ， 当 ”=11 时 ， 算 法 的 工作 过 程 如 图 3.2 所 示 。 过 程 如 下 : 

(1) 在 第 一 轮 循环 中 ，s =1，+=2， 有 5 对 一 个 元 素 的 序列 进行 合并 ， 产 生 5 个 有 序 
序列 , 每 一 个 序列 2 个 元 素 。 当 i=10 时 , i+t=12>n，, 退出 内 部 的 while 循环 。 但 i+s=11， 
不 小 于 n， 所 以 不 执行 第 12 行 的 合并 工作 ， 余 留 一 个 元 素 没 有 处 理 。 
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(2) 在 第 二 轮 中 ，s =2, 1=4， 有 2 对 2 个 元 素 的 序列 进行 合并 ， 产 生 2 个 有 序 序 列 ， 
每 一 个 序列 4 个 元 素 。 在 i=8 时 ，i+t=12>n， 退 出 内 部 的 while 循环 。 但 i+s=10<n， 
所 以 执行 第 12 行 的 合并 工作 ,把 一 个 大 小 为 2 的 序列 和 另外 一 个 元 素 合并 , 产生 一 个 3 个 
元 素 的 有 序 序列 。 

(3) 在 第 三 轮 中 ，s =4，t=8， 有 一 对 4 个 元 素 的 序列 合并 ， 产生 一 个 具有 8 个 元 素 
的 有 序 序列 。 在 i=8 时 ，i+t=16>n， 退 出 内 部 的 while 循环 。 而 i+s=12>n， 所 以 不 执 
行 第 12 行 的 合并 工作 ， 余 留 一 个 序列 没有 处 理 。 

(4) 在 第 四 轮 中 ，s =8，t=16。 在 i=0 时 ，i+t=16>n， 所 以 不 执行 内 部 的 while 
循环 。 但 i+s=8<n， 所 以 执行 第 12 行 的 合并 工作 ， 产 生 一 个 大 小 为 11 的 有 序 序列 。 

(5) 在 进入 第 五 轮 时 ， 因 为 :=16>n， 所 以 退出 外 部 的 while 循环 ， 结 束 算法 。 


图 3.2 n=11 时 合并 排序 的 工作 过 程 


3.1.2 合并 排序 算法 的 分 析 


为 了 便于 分 析 ， 假 定 ” 是 2 的 时 。 合 并 排序 算法 由 两 个 嵌 套 的 循环 组 成 ， 算 法 的 执行 
时 间 取 决 于 内 部 while 循环 merge 算法 的 执行 次 数 ， 以 及 每 次 执行 merge 算法 时 的 元 素 比 
较 次 数 。 由 第 2 章 对 merge 算法 的 讨论 已 知 ; merge 算法 的 元 素 比较 次 数 ， 取 决 于 被 合并 
两 个 序列 的 长 度 。 假 定 被 合并 的 两 个 序列 的 长 度 分 别 为 n 和 n,， 且 ni +n =n， 则 merge 
算法 的 元 素 比较 次 数 至 少 是 min (n,n,) ， 至 多 是 wn-1。 如 果 假 定 n 是 2 的 罕 ， 则 
n=n,=n/2。 

现在 , 合并 排序 算法 外 部 while 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 是 k=logn 次 。 在 第 一 轮 ， 内 
部 的 while 循环 执行 n/2 次 merge 算法 ， 每 一 次 merge 算法 执行 一 次 比较 操作 ， 把 2 个 元 
素 合并 成 一 个 长 度 为 2 的 序列 。 这 样 ， 在 第 一 轮 共 产生 了 /2 个 长 度 为 2 的 序列 ， 所 执行 
的 元 素 比较 次 数 为 (n/2)*1 。 

在 第 二 轮 ， 内 部 的 while 循环 执行 n/4=n/2? 次 merge 算法 ， 每 一 次 merge 算法 把 两 
个 长 度 为 2 的 序列 合并 成 一 个 长 度 为 4 的 序列 。 这 样 ， 在 第 二 轮 共产 生 了 nn/2? 个 长 度 为 4 
的 序列 。 每 一 次 合并 所 执行 的 元 素 比较 次 数 至 少 是 2， 至 多 是 4- 1=2? -1=3。 因 此 ， 在 第 
二 轮 所 执行 的 元 素 比 较 次 数 至 少 是 (n/2? )*21， 至 多 是 (z/122)*(22 -1)。 
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在 第 三 轮 ， 内 部 的 while 循环 执行 z/123 次 merge 算法 ， 每 一 次 merge 算法 把 2 个 长 度 
为 4 的 序列 合并 成 一 个 长 度 为 8 的 序列 。 这样, 在 第 三 轮 共产 生 了 mn/2 个 长 度 为 8 的 序列 。 
每 一 次 合并 所 执行 的 元 素 比较 次 数 ， 至 少 是 4， 至 多 是 8 - 1]=23 -1 = 7。 因 此 ， 在 第 三 轮 
所 执行 的 元 素 比较 次 数 ， 至 少 是 (n/23 )*22 ， 至 多 是 (n/23 )*(23 -1) 。 

在 第 j 轮 ， 内 部 的 while 循环 执行 n/27 次 merge 算法 ， 每 一 次 merge 算法 把 2 个 长 度 
为 2 站 的 序列 合并 成 一 个 长 度 为 27 的 序列 。 这 样 , 在 第 j 轮 共产 生 了 n/2/ 个 长 度 为 27 的 序 
列 。 每 一 次 合并 所 执行 的 元 素 比较 次 数 至 少 是 2 六 ， 至 多 是 27 -1。 因 此 ， 在 第 j 轮 所 执行 
的 元 素 比 较 次 数 至 少 是 (z/27)*27， 至 多 是 (127)*(27 -1) 。 

如 果 令 上 =logmn ， 合 并 排序 算法 的 执行 时 间 至 少 为 : 

无 


大 
nn 
PD 3 


=1 f=1 
ee 
2 
= 二 mlog7 
至 多 为 : 
天 n 无 
(三 | 二 
站 9" 到 
大 
=kn—n rs 
记 2 
-tn-n(!- 去 ] 
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由 此 ， 合 并 排序 算法 的 运行 时 间 至 少 是 Q(nlogn)， 至 多 也 是 O(nlogn) ， 因 此 是 
O(nlogn). 

合并 排序 算法 所 使 用 的 工作 空间 取决 于 merge 算法 ， 每 调用 一 次 merge 算法 ， 便 分 配 
一 个 适当 大 小 的 缓冲 区 ， 退 出 merge 算法 便 释放 它 。 在 最 后 一 次 调用 merge 算法 时 ， 所 分 
配 的 缓冲 区 最 大 。 此 时 , 它 把 两 个 序列 合并 成 一 个 长 度 为 n 的 序列 , 需要 @(”) 个 工作 单元 。 
所 以 ， 合 并 排序 算法 所 使 用 的 工作 空间 为 @(n) 。 


3.2 基于 堆 的 排序 


堆 是 一 种 以 数组 的 形式 存放 数据 ， 并 且 具 有 二 又 树 的 某 些 性 质 的 数据 结构 。 因 此 ， 可 
以 很 有 效 地 访问 和 检索 堆 中 的 数据 ， 很 方便 地 对 其 进行 插入 和 删除 操作 。 下 面 叙述 基于 堆 
的 排序 算法 。 
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3.2.1 堆 
定义 3.1 个 元 素 称 为 堆 ， 当 且 仅 当 它 的 关键 字 序列 记 ,k2,… ,kn 满足 : 
ksk ks<skhn 1l<i<|n/2| C3 
或 者 满足 : 
hzk: hzkhm 1l<i<[Ln/2| (C3:2.2) 


把 满足 式 (3.2.1) 的 堆 称 为 最 小 堆 (min heaps) ; 把 满足 式 (3.2.2) 的 堆 称 为 最 大 堆 
(max heaps) 。 

由 堆 的 定义 看 到 ， 可 以 把 它 看 成 是 一 棵 完全 二 叉 树 。 如 果树 的 高 度 为 4 ， 并 约定 根 的 
层次 为 0， 则 堆 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 所 有 的 叶 结 点 不 是 处 于 第 4 层 ， 就 是 处 于 第 4d -1 层 。 

(2) 当 qdz1 时 , 第 4-1 层 上 有 2 中 个 结 点 。 

(3) 第 dg-1 层 上 如 果 有 分 支 结 点 ， 则 这 些 分 支 结 点 都 集中 在 树 的 最 左边 。 

(4) 每 个 结 点 所 存放 元 素 的 关键 字 ， 都 大 于 〈 最 大 堆 ) 或 小 于 (最 小 堆 ) 其 子孙 结 点 
所 存放 元 素 的 关键 字 。 

对 于 一 个 具有 个 元 素 的 堆 ， 可 以 很 方便 地 用 如 下 方法 ， 由 数组 互 来 存 取 它 : 

(1) 根 结 点 存放 在 HI[1]。 

(2) 假定 结 点 x 存 放 在 互 [ 门 ， 如 果 它 有 左 儿子 结 点 ， 则 其 左 儿 子 结 点 存放 在 五 [2?]; 
如 果 它 有 右 儿 子 结 点 ， 则 其 右 儿 子 结 点 存放 在 H[2i+1]。 

(3) 非 根 结 点 五 [站 的 父亲 结 点 存放 在 H[|Li/2|] 。 

图 3.3 表示 一 个 用 树 和 数组 构造 起 来 的 最 大 堆 。 有 时 ， 为 了 简化 起 见 ， 直 接 用 结 点 的 
关键 字 来 标识 该 结 点 。 对 结 点 的 操作 ， 也 就 是 对 结 点 关键 字 的 操作 。 图 中 ， 把 关键 字 存 放 
在 堆 中 ， 就 像 它们 本 身 就 是 结 点 一 样 。 如 果 把 树 的 结 点 由 顶 到 底 、 由 左 到 右 、 由 1 到 ” 编 
号 ， 那 么 结 点 的 编号 就 对 应 于 该 结 点 在 数组 中 的 下 标 。 


图 3.3 堆 及 其 数组 表示 
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3.2.2” 堆 的 操作 
一 般 来 说 ， 对 于 堆 这 样 的 数据 结构 ， 需 要 下 面 几 种 操作 : 
@ void sift up(Type HT[]. int): 此 把 堆 中 的 第 i 个 元 素 上 移 */ 
@ void sift down(Type 有 H[], intn, inti); /* 把 堆 中 的 第 i 个 元 素 下 移 */ 
@ void insert(Type H[],int&n,Typex);”/* 把 元 素 x 插入 堆 中 */ 
® voiddelete(Type HF[],int &n, inti): /#* 删 去 堆 中 第 i 个 元 素 */ 
@ Type delete max(Type H[],int&n);  /* 从 非 空 的 最 大 堆 中 删除 并 回 送 关键 字 
最 大 的 元 素 */ 
@ voidmake head(Type HT[], intn): 必 按 堆 的 结构 重新 组 织 数组 肪 中 的 元 素 */ 
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元 素 上 移 操作 


假定 所 使 用 的 堆 是 最 大 堆 。 当 修改 堆 中 某 个 元 素 的 关键 字 ， 使 其 大 于 其 父亲 的 关键 字 
时 ， 就 违反 了 最 大 堆 的 性 质 。 为 了 重新 恢复 最 大 堆 的 性 质 ， 需 要 把 该 元 素 上 移 到 其 合适 的 
位 置 。 这 时 ， 使 用 sift_up 操作 。 

sift_up 操作 沿 着 及 [直到 根 的 一 条 路 线 ， 把 元 素 五 [ 门 向 上 移动 。 在 移动 过 程 中 ， 把 它 
和 其 父亲 结 点 进行 比较 ， 如 果 大 于 其 父亲 结 点 ， 就 交换 这 两 个 元 素 。 如 此 继续 进行 ， 直 到 
它 到 达 一 个 合适 的 位 置 为 止 。sift_up 操作 的 描述 如 下 : 

算法 3.2 元 素 上 移 操作 

输入 : 作为 堆 的 数组 H[] 及 被 上 移 的 元 素 下 标 i 

输出 : 维持 堆 的 性 质 的 数组 HT] 


} 


. template <class Type> 
.void sift up(Type HI[],int i) 
-1{ 


BOOL done = FALSE; 
while (!done && i!=1) { 
if (H[i] > H[i/2]) 
swap (H[i],H[i/2]); 
else done = TRUE; 
i = i/2; 


算法 中 第 6、7、9 行 的 i/2 操 作 ， 是 整除 操作 。 在 后 面 的 算法 中 ， 若 a 、b 是 整数 ， 则 
操作 a/5b 均 表示 整除 操作 。 元 素 每 进行 一 次 移动 ， 就 执行 一 次 比较 操作 。 如 果 移 动 成 功 ， 
它 所 在 结 点 的 层 数 就 减 1。 若 堆 中 的 元 素 共有 n 个 ， 则 个 元 素 共 有 | logn | 层 结 点 ， 所 以 
sift_up 操作 最 多 执行 | logn | 次 元 素 比较 操作 。 由 此 ，sift_up 操作 的 执行 时 间 是 O(logn)。 
同时 可 以 看 到 ， 它 所 需要 的 工作 单元 个 数 为 @(1) 。 
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例 3.1 在 图 3.3 中 ， 如 果 把 结 点 9 的 内 容 修 改 为 28， 就 破坏 了 最 大 堆 的 性 质 。 为 了 
恢复 最 大 堆 的 性 质 ， 需 要 对 结 点 9 进行 sift_up 操作 ， 其 工作 过 程 如 图 3.4 所 示 。 


图 3.4 sift_up 操作 的 工作 过 程 


2. 元 素 下 移 操作 


当 修改 最 大 堆 中 某 个 元 素 的 关键 字 ， 使 其 小 于 其 儿子 结 点 的 关键 字 时 ， 也 违反 了 最 大 
堆 的 性 质 。 为 了 重新 恢复 最 大 堆 的 性 质 ， 需 要 把 该 元 素 下 移 到 它 的 合适 位 置 。 这 时 ， 就 需 
要 sift_down 操作 。 

sift_down 操作 使 元 素 瑟 [让 向 下 移动 。 在 向 下 移动 的 过 程 中 ， 将 它 的 关键 字 与 它 两 个 
儿子 结 点 中 关键 字 大 的 儿子 结 点 进行 比较 ， 如 果 小 于 它 儿子 结 点 的 关键 字 ， 就 把 它 和 它 儿 
子 结 点 的 元 素 相交 换 。 这 样 ， 它 被 向 下 移动 到 一 个 新 的 位 置 。 如 此 继续 进行 ， 直 到 找到 它 
的 合适 位 置 为 止 。sift_down 操作 的 描述 如 下 : 


算法 3.3 元 素 下 移 操作 

输入 : 作为 堆 的 数组 H[] , 扒 的 元 素 个 数 n, 被 下 移 的 元 素 下 标 i 
输出 ;维持 堆 的 性 质 的 数组 H[] 

1. template <class Type> 

2. void sift down(Type H[],int n,int i) 
kT 

4 BOOL done = FALSE; 

三 5 while (!done && ((i=2*i)<=n)) { 
6 if ((i+l<=n)&&(H[i+l]>H[i])) 
了 Ei 

8 if (H[i/2] < H[i]) 

EE swap (H[i/2],H[i]); 

105s else done = TRUE; 

六 中 } 

2。 小 


在 sift_ down 操作 中 ， 元 素 每 下 移 一 次 ， 就 执行 两 次 比较 操作 。 如 果 移 动 成 功 ， 其 所 在 
结 点 的 层 数 就 增 1。 因 此 ， 若 堆 中 的 元 素 个 数 为 nm， 则 sift_down 操作 最 多 执行 2| logn | 次 
元 素 比较 操作 。 由 此 ，sift_down 操作 的 执行 时 间 是 O(logn) 。 同 时 可 以 看 到 ， 它 所 需要 的 
工作 单元 个 数 为 @(1) 。 

例 3.2 在 图 3.3 中 ， 如 果 把 结 点 2 的 内 容 由 20 改 为 1， 就 破坏 了 最 大 堆 的 性 质 。 为 
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了 恢复 最 大 堆 的 性 质 ， 需 要 对 结 点 2 进行 sift_down 操作 ， 其 工作 过 程 如 图 3.5 所 示 。 


图 3.5 ”sift_down 操作 的 工作 过 程 


3. 元 素 插入 操作 


为 了 把 元 素 x* 插 入 堆 中 ,只 要 把 堆 的 大 小 增 1 后 ， 把 x 放 到 堆 的 末端 ， 然 后 对 x 做 上 移 
操作 即 可 。 借 助 于 sif_up 操作 ， 既 把 元 素 插入 了 堆 中 ， 又 维持 了 堆 的 性 质 。insert 操作 描 
述 如 下 : 


算法 3.4 元 素 插 入 操作 

输入 : 作为 堆 的 数组 H[] , 堆 的 元 素 个 数 n, 被 插入 的 元 素 x 
输出 ;维持 堆 的 性 质 的 数组 H[] 

1. template <class Type> 
2. void insert (Type H[],int &n,TYype x) 
Bs 4 

中 n=n+1; 
每 H[n] = x; 

6 sift up(H,n); 
eS 


insert 操作 的 执行 时 间 取 决 于 sift_up 操作 ， 而 后 者 的 执行 时 间 为 O(logn)， 所 以 insert 
操作 的 执行 时 间 也 是 O(logn)。 同 时 ， 它 所 需要 的 工作 单元 个 数 也 为 @(1) 。 


4. 元 素 删 除 操作 


为 了 删除 堆 中 的 元 素 五 [] ， 可 用 堆 中 最 后 一 个 元 素来 取代 五 [ 门 ， 然 后 根据 被 删除 元 
素 和 取代 它 的 元 素 的 大 小 ， 来 确定 对 取代 它 的 元 素 是 做 上 移 操作 还 是 做 下 移 操作 ， 由 此 来 
维持 堆 的 性 质 。 删 除 操作 描述 如 下 : 


算法 3.5 元 素 删除 操作 

输入 : 作为 堆 的 数组 H[] , 堆 的 元 素 个 数 n, 被 删除 元 素 的 下 标 计 
输出 :维持 堆 的 性 质 的 数组 H[] 

1. template <class Type> 

2. void delete (TYpe HI[],int &n,int i) 

3. { 

4. Type xX; 
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六 二 EI 
if (i<=n) { 
H[il] = HIn]; 
n=n-1; 
1f (HIA]>x) 
sift upl(H,i); 
else 


sift down(H,n,i); 


删除 操作 的 执行 时 间 同 样 取决 于 sift_up 操作 或 sift_down 操作 ， 因 此 删除 操作 的 执行 
时 间 是 O(logn)。 同 时 ， 它 所 需要 的 工作 单元 个 数 也 为 @(1) 。 


5， 删 除 关键 字 最 大 的 元 素 
在 最 大 堆 中 ， 关键 字 最 大 的 元 素 位 于 根 结 点 ， 因 此 可 以 方便 地 把 这 个 结 点 删 去 。 但 是 ， 


如 果 简单 地 删 去 这 个 结 点 后 未 加 处 理 ， 则 将 破坏 堆 的 结构 。 因 此 ， 可 借助 delete 操作 ， 既 
做 删除 操作 ， 又 维持 堆 的 性 质 。 删 除 关键 字 最 大 元 素 的 处 理 如 下 : 
算法 3.6 删除 关键 字 最 大 的 元 素 


输入 : 作为 堆 的 数组 H[] , 堆 的 元 素 个 数 n 
输出 ;维持 堆 的 性 质 的 数组 H[] ,被 删除 的 元 素 
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. template <class Type> 
。 Type delete max(Type H[],int &n) 
= 全 


Type x; 

x = H[1]; 
delete(H,n,1); 
return x; 


由 于 删除 操作 的 执行 时 间 是 O(logn)， 所 以 delete_max 的 执行 时 间 也 是 O(logn)。 同 
时 ， 它 所 需要 的 工作 单元 个 数 也 为 @(1) 。 对 最 小 堆 ， 可 以 定义 类 似 的 操作 delete_ min， 来 
删除 关键 字 最 小 的 元 素 。 


3.2.3” 堆 的 建立 


现在 ， 假 定 从 一 个 空 的 堆 开始 ， 把 数组 中 的 个 元 素 连 续 地 使 用 insert 操作 插入 堆 中 ， 
这 样 就 可 以 构造 一 个 堆 。 下 面 是 用 insert 操作 来 建造 堆 的 一 个 算法 。 


算法 3.7 建造 堆 的 第 一 种 算法 
输入 : 数组 H[] ,数组 的 元 素 个 数 n 
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输出 : n 个 元 素 的 堆 H[] 
1. template <class Type> 
2. void make heapl (Type A[],Type H[],int n) 
3. { 
hs int i, m= 0; 
5 for (i=0;i<n;i++) 
6 insert (H,m,A[i]); 
2 
在 插入 第 i 个 元 素 时 ， 先 把 这 个 元 素 放 在 堆 的 末端 。 这 时 它 处 于 堆 中 的 第 | logi | 层 ， 
需要 花费 O(logi) 时 间 进 行 上 移 操作 。 插 入 n 个 元 素 ， 所 需 的 执行 时 间 是 O(nlogn) 时 间 。 
可 以 证 明 ， 当 n=2* 时 ， 用 插入 方法 建立 堆 ， 元 素 的 比较 次 数 是 nlogn-2n+2。 用 这 种 方 
法 ， 需 要 另外 一 个 数组 来 存放 所 建造 的 堆 。 因 此 ， 它 所 需要 的 工作 单元 是 @(n)。 
考虑 到 堆 所 具有 的 特性 ， 可 以 直接 在 数组 中 进行 调整 ， 把 数组 本 身 构造 成 一 个 堆 。 调 
整 过 程 是 从 最 后 一 片 树叶 ， 找 到 它 上 面 的 分 支 结 点 ， 从 这 个 分 支 结 点 开始 做 下 移 操作 ， 一 
直到 根 结 点 为 止 。 最 后 ， 数 组 中 的 元 素 就 构成 了 一 个 堆 。 算 法 make_heap 描述 了 这 个 过 程 : 
算法 3.8 建造 堆 的 第 二 种 算法 


输入 : 数组 A[] ,数组 的 元 素 个 数 n 
输出 : n 个 元 素 的 堆 A 


1. template <class Type> 
2. void make heap (Type A[],int n) 
Be { 
4 nt i 
Ss A[n] = A[O0]; 
6 for (i=n/2;i>=1;i--) 
2 sift down (A,i); 
S. } 

因为 数组 是 从 第 0 号 元 素 开始 存放 数据 ， 而 堆 是 从 数组 的 第 1 号 元 素 开始 存放 数据 ， 
所 以 第 5 行 的 代码 把 数组 的 第 0 号 元 素 复制 到 第 ”号 去 。 这 样 ， 数 组 中 的 元 素 就 好 像 是 一 
个 结构 被 打 乱 了 的 堆 。 再 使 用 下 移 操作 ， 对 堆 进行 整理 。 

例 3.3 图 3.6 表示 把 一 个 具有 11 个 元 素 的 数组 ， 调 整 成 一 个 堆 的 过 程 。 开 始 时 的 数 
组 如 图 3.6 (a) 所 示 ; 图 3.6 (b) 是 其 二 叉 树 表示 。 从 图 中 可 以 看 到 ， 从 结 点 6 到 结 点 11， 
都 是 二 又 树 的 叶片 ， 可 以 把 它们 看 成 是 二 又 树 子 树 的 根 。 这 时 ， 这 些 子 树 都 具有 堆 的 性 质 ， 
因此 对 这 些 子 树 无 须 进行 调整 。 图 3.6〈c) 表示 对 结 点 5 作为 根 的 子 树 进行 的 调整 。 开 始 
时 ， 结 点 5 的 两 棵 子 树 都 具有 堆 的 性 质 ， 因 此 只 对 结 点 5 进行 下 移 操作 ， 从 而 使 以 结 点 5 
作为 根 的 子 树 也 构成 了 堆 。 图 3.6 (d) 、 图 3.6 〈e) 表示 对 以 结 点 4、 结 点 3 作为 根 的 子 
树 进行 的 类 似 调整 。 图 3.6 (f) 表示 对 以 结 点 2 作为 根 的 子 树 进 行 的 调整 。 此 时 ， 其 左 、 
右 两 棵 子 树 都 具有 堆 的 性 质 ， 只 要 对 结 点 2 做 下 移 操作 即 可 ， 从 而 使 以 结 点 2 作为 根 的 子 
树 也 构成 了 堆 。 这 时 ， 结 点 1 的 左 、 右 两 棵 子 树 都 具有 堆 的 性 质 ， 只 要 对 结 点 1 做 下 移 操 
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作 ， 就 可 使 以 结 点 1 作为 根 的 整 棵 二 又 树 构成 堆 ， 图 3.6 (g) 表示 了 这 个 过 程 。 已 调整 成 
堆 的 数组 如 图 3.6 (h) 所 示 。 


om， 
£2 有 -ge 


图 3.6 堆 的 建立 过 程 
算法 make_heap 的 运行 时 间 可 分 析 如 下 : 


(1) 假定 数组 中 共有 个 元 素 ， 则 由 它 所 构成 的 二 又 树 的 高 度 为 上 =| logn |。 
(2) 对 处 于 第 ; 层 的 元 素 4[7] 进 行 下 移 操作 ， 最 多 下 移 上 一 层 ， 每 下 移 一 层 ， 
行 2 次 元 素 比较 ， 因 此 第 i 层 上 每 一 个 元 素 所 执行 的 下 移 操作 ， 最 多 执行 2(k 一 i) 次 元 素 
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比较 。 
(3) 第 i 层 上 共有 2 个 结 点 ， 因 此 对 第 i 层 上 所 有 结 点 进行 下 移 操 作 ， 最 多 需 执 行 
2( 上 -i)2 次 元 素 比较 。 
(4) 第 下层 上 的 元 素 都 是 叶子 结 点 ， 无 须 执行 下 移 操作 。 因 此 ， 最 多 只 需 对 第 0 层 到 
第 -1 层 的 元 素 执行 下 移 操作 。 
由 此 ， 算 法 make_heap 所 执行 的 元 素 比较 次 数 为 : 
Ln 大 一 天 一 
F277)2 -2 吕 > 2572 
i=0 i=0 i=0 
如 果 令 n=2*， 即 =logn， 由 式 (2.1.20) 及 式 (2.1.23) ， 有 1: 
大 -1 


2 2) 2 20E=1)2 (天 = 下 亲 三 站 二 2 
i=0 


=2(k2*—k)-2(k2* 2! +2) 


=4.:2*—2k-4 
=4n—2logn—4 
<4n 


因此 ， 算 法 make_heap 的 执行 时 间 是 O(n)。 

此 外 ， 对 每 一 个 结 点 做 下 移 操作 时 ， 至 少 必须 执行 2 次 元 素 比较 。 共 对 [| n/2 | 个 结 点 
做 下 移 操作 ， 因 此 至 少 需要 2| n/2 | 次 元 素 比较 操作 。 所 以 ， 算 法 make_heap 的 执行 时 间 
是 Q(n)。 综 上 所 述 ，make_heap 的 执行 时 间 是 @(z) 。 同 时 可 以 看 到 ， 它 所 需要 的 工作 单 
元 个 数 为 9(1) 。 


3.2.4 ” 堆 的 排序 


可 以 利用 堆 的 性 质 ， 对 数组 4 中 的 元 素 进行 排序 。 假 定数 组 4 的 元 素 个 数 为 x 。 当 数 
组 中 的 元 素 按照 堆 的 结构 组 织 起 来 以 后 ， 根 据 最 大 堆 的 性 质 ， 根 结 点 元 素 4[1] 就 是 堆 中 关 
键 字 最 大 的 元 素 。 此 时 ,只 要 交换 4[1] 和 4[n]， 则 4[n] 就 成 为 数组 中 关键 字 最 大 的 元 素 。 
这 相当 于 把 4[z] 从 堆 中 删 去 ,使 堆 中 的 元 素 个 数 减 1。 而 交换 到 4[1] 中 的 新 元 素 , 破坏 了 
堆 的 结构 ， 因 此 再 对 4[1] 和 4[n-1] 做 下 移 操作 ， 使 其 恢复 堆 的 结构 。 经 过 这 样 交换 之 后 ， 
A[1]~4[n--1] 成 为 新 的 堆 ， 其 元 素 个 数 为 n-1。 而 4 中 的 最 大 元 素 被 交换 到 4[n]， 第 2 
大 的 元 素 被 交换 到 4[1] 。 继 续 对 4[1] 和 4[n-1] 进 行 这 种 交换 ， 从 而 使 第 2 大 的 元 素 交换 
到 4[z-1]， 而 第 3 大 的 元 素 交 换 到 4[1] ， 并 构成 一 个 元 素 个 数 为 -2 的 新 堆 。 如 此 继续 
进行 ， 直 到 所 构成 的 新 堆 的 元 素 个 数 减少 到 1 为 止 。 此 时 ，4[1] 中 的 元 素 就 是 4 中 最 小 的 
元 素 了 。 算 法 heap_sort 描述 了 这 个 过 程 。 

算法 3.9 基于 堆 的 排序 


输入 : 数组 H[] ,数组 的 元 素 个 数 n 
输出 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 
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1. template <class Type> 
2. void heap sort (Type Al[],int n) 
3. { 
EE Es 
与 。 make heap (A,n); 
6. for (i=n,i>1;i--) { 
a Swap (A[1],A[i]); 
和 Sift down(A,i-1,1); 
9. } 
105. 3 


这 个 算法 有 一 个 重要 的 优点 ， 即 它 是 就 地 排序 的 , 不 需要 额外 的 辅助 存储 空间 。 所 以 ， 
它 所 需要 的 工作 空间 是 @(1) 。 算 法 的 执行 时 间 估 计 如 下 : 第 5 行 的 make_heap 算法 的 执行 
时 间 是 @(n); 第 6~9 行 的 循环 ， 其 循环 体 共 执行 n-1 次 ， 因 此 sift_down 被 执行 n-1 次 ， 
sift_ down 每 执行 一 次 ， 需 花费 O(logn) 时 间 ， 因 此 sift_down 总 花费 时 间 是 O(nlogn)。 所 


以 ， 算 法 heap_sort 的 运行 时 间 也 是 O(nlogn)。 
3.3 基数 排序 
前 面 所 讨论 的 排序 算法 都 有 一 个 共同 的 特点 ， 即 都 是 通过 对 输入 元 素 的 关键 字 进行 比 


较 ， 来 确定 它们 相互 之 间 的 顺序 。 把 这 类 排序 算法 称 为 基于 比较 的 排序 算法 。 可 以 证 明 ， 
这 类 排序 算法 的 运行 时 间 下 界 为 Q(nlogn)。 因 此 ， 任 何 基于 比较 的 排序 算法 ， 其 运行 时 
间 都 不 会 低 于 这 个 界 。 这 样 ， 上 面 所 介绍 的 合并 排序 算法 和 基于 堆 的 排序 算法 的 运行 时 间 
都 是 @(nlogn)， 故 它们 都 是 这 类 算法 中 的 最 优 算法 。 如 果 希 望 再 降低 排序 算法 的 时 间 复 
杂 性 ， 就 只 能 通过 其 他 的 非 基 于 比较 的 方法 了 。 

下 面 所 讨论 的 方法 ， 称 为 基数 排序 方法 ， 按 照 这 种 方法 所 设计 的 算法 ， 几 乎 在 所 有 的 
实际 应 用 中 都 可 以 按 线性 时 间 运 行 。 


3.3.1 基数 排序 算法 的 思想 方法 


令 工 = {a:a ,an} 是 一 个 具有 n 个 元 素 的 链表 ,每 一 个 元 素 关键 字 的 值 都 由 个 数字 

组 成 。 因 此 ， 这 些 关 键 字 的 值 都 具有 如 下 形式 : 
站 0<q,<9, 1l<i<k 

第 一 步 ， 按 照 元 素 关键 字 的 最 低位 数字 q, ， 把 这 些 元 素 顺序 分 布 到 10 个 链表 
工 , 世 ,…,L 中 ,使 得 关键 字 的 qi =0 的 元 素 ， 都 分 布 在 链表 Ze 中; 中 =1 的 元 素 ， 都 分 布 在 
链表 工 中 ;如 此 等 等 。 在 这 一 步 结束 之 后 ，L; 包含 关键 字 最 低位 为 i 的 元 素 ， 其 中 0<i<9。 
然后 , 把 这 10 个 链表 , 按照 链表 的 下 标 由 0 到 9 的 顺序 重新 链接 成 一 个 新 的 链表 工 。 此 时 ， 
新 链表 中 的 所 有 元 素 都 按 关键 字 中 最 低位 数字 顺序 排列 。 
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第 二 步 ， 按 照 元 素 关 键 字 的 次 低位 数字 au, ， 重 复 第 一 步 工作 。 此 时 ， 所 形成 的 新 链表 
中 ， 所 有 元 素 都 按 关键 字 最 低 两 位 数字 顺序 排列 。 

依 此 类 推 ， 在 第 上 步 ， 按 照 元 素 关 键 字 的 最 高 位 数字 dx ， 重 复 第 一 步 工作 。 此 时 ， 所 
形成 的 新 链表 中 ， 所 有 元 素 都 按 关键 字 的 所 有 数字 顺序 排列 。 

例 3.4 假设 链表 工 中 有 如 下 10 个 元 素 , 其 关键 字 值 分 别 为 3097、3673、2985、1358、 
6138、9135、4782、1367、3684、0139。 

第 一 步 ， 按 关键 字 中 的 数字 q,， 把 工 中 的 元 素 分 布 到 链表 工 ,~L 的 情况 如 下 : 

Lo 五 L 五 I4 Ls Le 万 LD 

4782 3673 3684 2985 3097 1358 0139 
9135 1367 6138 


把 Lo~L 的 元 素 顺序 链接 到 工 后 ， 在 工 中 的 元 素 顺序 如 下 ， 此 时 工 中 的 元 素 已 按 最 低 
位 数字 顺序 排列 。 


L: 4782 3673 3684 2985 9135 3097 1367 1358 6138 0139 
第 二 步 ， 按 数字 加 ， 把 工 中 的 元 素 分 布 到 Zo~ Ze 的 情况 如 下 : 
Lo 五 L LB La Ls Le 万 Is Lb 


9135 1358 1367 3673 4782 3097 
6138 3684 
0139 2985 


把 ZL~ZL 的 元 素 顺序 链接 到 工 后 ， 在 工 中 的 元 素 顺序 如 下 ， 此 时 工 中 的 元 素 已 按 最 低 
2 位 数字 顺序 排列 : 

L: 9135 6138 0139 1358 1367 3673 4782 3684 2985 3097 

第 三 步 ， 按 数字 必 ， 把 工 中 的 元 素 分 布 到 Zo~z 的 情况 如 下 : 


Lo 五 L 石 Z4 Ls Le 万 Is Ls 


3097 9135 1358 3673 4782 2985 
6138 1367 3684 
0139 


把 L~Z 的 元 素 顺序 链接 到 工 后 ， 在 工 中 的 元 素 顺序 如 下 ， 此 时 工 中 的 元 素 已 按 最 低 
3 位 数字 顺序 排列 : 

工 : 3097 9135 6138 0139 1358 1367 3673 3684 4782 2985 

第 四 步 ， 按 数字 4d，, ， 把 中 的 元 素 分 布 到 ZL。~L 的 情况 如 下 : 


hn nn bh bh Lh bk Ek nn hk b 


0139 1358 2985 3097 4782 6138 9135 
1367 3673 
3684 
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把 Zo~zo 的 元 素 顺序 链接 到 工 后 ， 在 工 中 的 元 素 顺序 如 下 : 


工 : 0139 1358 1367 2985 3097 3673 3684 4782 6138 9135 


在 第 四 步 之 后 ， 链 表 中 的 所 有 元 素 都 已 经 按 关 键 字 排序 了 。 
3.3.2 ”基数 排序 算法 的 实现 


假定 数据 结构 使 用 双 循环 链表 , 链表 中 的 元 素 用 成 员 变 量 prior 来 指向 前 一 个 元 素 , 用 
成 员 变量 next 来 指向 下 一 个 元 素 。 下 面 描述 这 个 算法 。 


算法 3.10 ”基数 排序 
输入 ;存放 元 素 的 链表 工 , 关键 字 的 数字 位 数 k 
输出 : 按 递增 顺序 排序 的 链表 工 


1. template <class Type> 

2. void radix sort(Type *L,int k) 

Ek 

4 Type *Lhead[10],*p; 

和 int 1,3: 

6 for (i=0;i<10;i++) /* 分 配 10 个 链表 的 头 结 点 */ 

党 Lhead[i] = new Type; 

8 for (i=0;i<k;i++) { 

9 for (j=0;j<10;j++) /* 把 10 个 链表 置 为 空 表 */ 

0s Lhead[j]->prior = Lhead[j]->next = Lhead[j]; 

Ls while (L->next!=L) { 

12. p = del entry(L); /* 删 去 工 的 第 一 个 元 素 ， 使 p 指向 该 元 素 */ 

LR j= get_qigital (p,i);/* 从 p 所 指向 的 元 素 关键 字 取 第 i 个 数字 */ 
14. adq_entry (Lhead[j],p);/* 把 p 指 向 的 元 素 加 入 链表 Lhead[j] 的 表 尾 */ 
Ls } 

16s for (j=0;j<10;j++) 

7 append(L,Lhead[j]); /* 把 10 个 链表 的 元 素 链接 到 工 */ 

18. } 

9 for (i=0;i<10;i++) /* 释放 10 个 链表 的 头 结 点 */ 

20 delete (Lhead[i]); 

2 

这 个 算法 由 3 部 分 组 成 : 第 6、7 行 分 配 10 个 链表 的 头 结 点 ; 第 8~18 行进 行 基数 排序 ; 


第 19、20 行 释放 10 个 链表 的 头 结 点 。 基 数 排序 部 分 又 分 成 3 个 部 分 : 第 9、10 行 把 10 个 
链表 置 为 空 表 ; 第 11~15 行 顺序 取 工 中 的 元 素 ， 按 其 关键 字 的 第 i 位 数字 ， 把 它们 分 布 到 
10 个 链表 中 去 ， 第 16、17 行 把 这 10 个 链表 顺序 链接 成 一 个 链表 。 

在 上 面 的 基数 排序 算法 中 ， 使 用 了 下 面 4 个 相关 的 操作 : 
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算法 3.11 取 下 并 删 去 双 循环 链表 的 第 一 个 元 素 
输入 : 链表 的 头 结 点 指针 工 
输出 : 被 取 下 第 一 个 元 素 的 链表 工 , 以 及 指向 被 取 下 元 素 的 指针 


1. template <class Type> 

2. Type *del entry(Type *L) 

3. 1{ 

4 Type *p; 

后 P = L->next; 

6 if (p!=L) { 

2 p->prior->next = p->next; 
8 p->next->prior = p->prior; 
9 } 

20。 else p = NULL; 

Ls return p; 

2 


算法 3.12 把 一 个 元 素 插入 双 循 环 链表 的 表 尾 
输入 ;链表 头 结 点 的 指针 工 , 被 插入 元 素 的 指针 p 
输出 :插入 了 一 个 元 素 的 链表 工 
1. template <class Type> 
2. void add entry(Type *L,Type *p) 
Dw 
和 p->prior = L->prior; 
3 p->next = L; 
6 L->prior->next = p; 
EA L->prior = p; 
Bs 
算法 3.13 取 p 所 指向 元 素 关键 字 的 第 i 位 数字 (最 低位 为 第 0 位 ) 
输入 : 指向 某 元 素 的 指针 p, 希望 取出 的 关键 字 第 i 位 数字 的 位 置 i 
输出 ， 该 元 素 关键 字 的 第 i 位 数字 

. template <class Type> 

. int get digital (Type *p,int i) 

-1{ 

int key; 


9 

3 

4 

Sa key = p->key; 
6 if (i!=0) 

7 key = key/power (10,i); 
8 return key®%10; 

9 


。 可 


算法 3.14 把 链表 Ll 的 所 有 元 素 附加 到 链表 工 的 末端 
输入 : 指向 链表 工 及 工 1 的 头 结 点 指针 
输出 : 附加 了 新 内 容 的 链表 工 
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1. template <class Type> 

2. void append (Type *L,Type *L1) 

3. { 

4 if (Ll1->next!=L1) { 

Ss L->prior->next = Ll1->next; 
6 L1->next->prior = L->prior; 
7 L1->prior->next = L; 

8 L->prior = L1->prior; 

9. } 

10. 1 


显然 ， 算 法 3.11、 算 法 3.12 和 算法 3.14 的 执行 时 间 是 常数 时 间 。 算 法 3.13 的 执行 时 
间 取 决 于 函数 power(x, y) 的 执行 时 间 ，power 函数 计算 以 x 为 底 的 y 次 寡 。 假 定 x 是 有 限 长 
度 的 整数 ， 后 面 将 说 明 ， 该 函数 的 执行 时 间 将 是 B@(logy)， 如 果 ?y 是 一 个 大 于 0 的 常 整数 ， 
则 该 函数 的 执行 时 间 也 是 常数 。 所 以 ， 它 们 都 是 @(1) 。 


3.3.3 ”基数 排序 算法 的 分 析 


算法 3.10 的 第 一 、 三 两 部 分 ， 执 行 时间 都 是 8(1) 。 因 此 ， 算 法 的 运行 时 间 取 决 于 基 
数 排序 部 分 。 这 一 部 分 由 第 8~18 行 的 一 个 嵌 套 的 for 循环 组 成 ， 而 第 9、10 行 及 第 16、17 
行 的 两 个 内 部 for 循环 的 执行 时 间 均 是 常数 时 间 ， 因 此 算法 的 执行 时 间 就 取决 于 第 11~15 
行 的 循环 。 这 时 ， 外 部 的 for 循环 共 执行 大 次 ， 而 链表 中 的 元 素 个 数 为 六 ， 故 内 部 while 循 
环 的 循环 体 也 执行 n 次 。 因 此 ， 这 个 循环 的 循环 体 共 需 执行 kn 次。 所 以 ， 算 法 的 执行 时 间 
是 @(kn)。k 是 常数 ， 所 以 其 执行 时 间 是 @(n)。 

这 个 算法 所 需要 的 工作 空间 是 10 个 链表 的 头 结 点 ， 以 及 其 他 一 些 工 作 单元 ， 因此 , 它 
所 需要 的 工作 单元 为 @(1) 。 

可 用 归纳 法 证 明 ， 这 个 算法 经 过 k 步 (假定 元 素 的 关键 字 有 位 数字 〉 的 重新 分 布 和 
重新 链接 之 后 ， 序 列 中 的 元 素 是 按 顺 序 排列 的 。 证 明 如 下 : 

i=1: 工 中 的 元 素 按 其 关键 字 的 最 低位 数字 分 布 到 10 个 链表 ， 然 后 再 把 这 些 链表 按 顺 
序 链接 成 一 个 链表 工 ， 则 工 中 的 元 素 将 按 其 关键 字 的 最 低 数字 排序 。 

i=2: 工 中 的 元 素 再 按 其 关键 字 的 十 位 数字 分 布 到 10 个 链表 。 这 时 假定 x 和 yy 是 工序 
列 中 任意 两 个 元 素 ，x 的 关键 字 的 最 低 两 位 数字 分 别 为 a、b ，y 的 关键 字 的 最 低 两 位 数字 
分 别 为 <、4 。 若 a >c， 则 x 被 分 布 到 序号 较 高 的 链表 ，y 被 分 布 到 序号 较 低 的 链表 。 重 
新 链接 到 工 去 时 ，y 先 于 x 被 链接 到 LK ， 所 以 它们 是 按 最 低 两 位 数字 的 顺序 排序 的 ， 反 之 
亦 然 。 车 a=c， 则 它们 分 布 在 同一 个 链表 。 这 时 , 若 b>q， 则 y 先 于 x 被 分 布 到 这 个 链表 。 
重新 链接 到 工 去 时 ， 仍 维持 这 个 顺序 , 因此 它们 也 按 最 低 两 位 数字 的 顺序 排列 。 因为 x 和 yy 
是 任意 的 ， 所 以 链表 中 的 元 素 都 按 最 低 两 位 数字 的 顺序 排列 。 

归纳 步 的 证 明 类 似 ， 留 作 练 习 。 

上 述 算法 适用 于 关键 字 是 以 10 为 基数 的 数据 , 可 以 把 它 推广 为 任意 基数 的 数据 。 例 如 ， 
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可 以 把 每 4 位 二 进位 作为 一 个 数字 来 处 理 ， 则 上 述 算法 可 工作 于 基数 16， 而 用 于 工作 的 链 
表 数 目 也 等 于 基数 。 

进一步 地 ， 可 把 上 述 思想 推广 到 用 元 素 的 若干 个 字段 来 进行 排序 。 例 如 ， 很 多 数据 文 
件 中 的 数据 都 有 年 、 月 、 日 等 字段 ， 可 以 按 年 、 月 、 日 等 字段 来 排序 数据 。 


3.4 离散 集合 的 Union Find 操作 


在 很 多 应 用 中 , 经 常 把 n 个 元 素 划 分 成 若干 个 集合 , 然后 把 某 两 个 集合 合并 成 一 个 集合 ， 
或 者 寻找 包含 某 个 特定 元 素 的 集合 。 例 如 ， 对 集合 S={1,2,…,8} 定义 如 下 的 等 价 关系 : 
R={<x,y>|lxeSAyeSA(x—y)%3=0} 

求 8 关 于 RR 的 等 价 类 。 其 中 ，% 表 示 求 模 运 算 。 这 时 ， 可 以 把 集合 S 划分 为 8 个 子 集 ， 把 
5 中 的 每 一 个 元 素 分 别 分 布 在 这 8 个 子 集中 ， 使 得 每 个 子 集中 有 一 个 元 素 ， 再 判断 不 同 子 
集中 某 两 个 元 素 之 间 是 否 存在 等 价 关 系 ， 若 存在 等 价 关 系 ， 就 把 这 两 个 元 素 所 在 的 子 集合 
并 成 一 个 集合 。 于 是 ， 上 面 寻找 S 关 于 RR 的 等 价 类 ， 就 可 以 类 似 这 样 地 进行 。 

(1) 初始 化 : {1}{2} {3}{4}{5}{6} {7}{8}。 

(2) 1R4， 有 : {1,4} {2} {3}{5}{6} {7} {8}。 

(3) 4R7， 有 : {1,4,7} {2}{3}{5}{6} {8}。 

(4) 2R5， 有 : {1,4,7}{2,5} {3}{6} {8}。 

(5) 5R8， 有 : {1,4,7} {2,5,8} {3}{6}。 

(6) 3R6 ， 有 : {1,4,7} {2,5,8} {3,6}。 

在 上 面 的 操作 中 ， 牵 涉 到 这 样 的 两 个 操作 : 把 元 素 x 和 y 所 在 的 集合 找 出 来 ， 把 这 两 
个 集合 合并 成 一 个 集合 。 通 常 ， 把 前 者 称 为 find 操作 ， 把 后 者 称 为 union 操作 。 


3.4.1 用 于 Union Find 操作 的 数据 结构 


为 了 有 效 地 实现 这 两 个 操作 ， 需 要 一 个 既 简单 又 能 达到 目的 的 数据 结构 。 如 果 把 每 一 
个 集合 表示 成 一 棵 树 ， 树 中 的 每 一 个 结 点 表示 和 集合 里 的 一 个 元 素 ， 集 合 里 元 素 x 的 数据 就 
存放 在 相应 的 树 结 点 里 。 非 根 的 每 一 个 结 点 ， 都 有 一 个 指针 指向 它 的 父亲 ， 把 这 个 指针 称 
为 父 指 针 ， 根 结 点 的 父 指针 为 空 。 这 样 ， 由 一 棵 一 棵 的 树 所 表示 的 集合 构成 了 一 个 森林 。 
于 是 ， 可 以 用 如 下 的 数据 结构 来 表示 集合 中 元 素 。 


struct Tree node { 


struct Tree node *p; /* 指向 父亲 结 点 的 指针 */ 
Type x; /* 存放 结 点 中 的 元 素 */ 


} 


集合 可 以 由 集合 中 的 元 素来 命名 ， 这 个 元 素 就 称 为 该 集合 的 代表 元 。 集 合 中 的 所 有 元 
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素 ， 都 有 资格 作为 集合 的 代表 元 。 要 把 元 素 x 所 代表 的 集合 ， 与 元 素 所 代表 的 集合 合 
起 来 ， 只 要 分 别 找 出 元 素 x 和 元 素 所 在 集合 的 根 结 点 ， 使 元 素 y 的 根 结 点 的 父 指针 指向 
元 素 x 的 根 结 点 即 可 。 如 图 3.7 (a) 表示 由 集合 {1,3,5,8},{2,7,10}.{4,6},{9} 所 组 成 的 森林 ; 
图 3.7 (b) 表示 由 元 素 1 所 代表 的 集合 与 元 素 7 所 代表 的 集合 合并 的 例子 


中 R26 


图 3.7 离散 集合 的 表示 形式 


由 此 ， 可 以 把 离散 集合 中 find 操作 和 union 操作 的 含义 定义 如 下 : 

@ findTypex): /# 寻找 元 素 x 所 在 集合 的 根 结 点 */ 

@ union(Typex, Typey); /* 把 元 素 x 和 元 素 y 所 在 集合 合并 成 一 个 集合 */ 

但 是 ， 上 面 所 叙述 的 union 操作 有 一 个 明显 的 缺点 ， 就 是 树 的 高 度 可 能 变 得 很 大 ， 以 
致 find 操作 可 能 需要 Q(n) 时 间 。 在 极端 情况 下 ， 树 可 能 变 成 退化 树 ， 如 图 3.8 (a) 所 表 
示 那 种 情况 。 这 时 ， 树 就 成 为 一 个 线性 表 。 

为 了 避免 在 union 操作 中 ， 使 树 变 为 退化 树 ， 可 以 在 树 中 的 每 一 个 结 点 存放 一 个 非 负 
的 整数 ， 称 为 结 点 的 秩 。 结 点 的 秩 等 于 以 该 结 点 作为 子 树 的 根 时 ， 该 子 树 的 高 度 。 令 x 和? 
是 当前 森林 中 两 棵 不 同 树 的 根 结 点 ，rank(x) 和 rank(y) 分 别 为 这 两 个 结 点 的 秩 。 在 执行 
union(x;y) 操 作 时 ， 比 较 rank(x) 和 xrank(y)。 如 果 rank(x)<rank(y)， 把 y 作 为 x 的 父亲 ， 
rank(x) 和 rank(y) 不 变 ， 如 果 rank(x)=rank(y)， 把 y 作 为 x 的 父亲 ，rank(y) 加 1， 
rank (x) 不 变 ;， 如 果 rank(x)>rank(y)， 把 x 作为 y 的 父亲 ，rank(x) 和 rank(y) 不 变 。 采 
用 这 种 方法 对 ”个 集合 进行 合并 时 的 情况 如 图 3.8 (b) 所 示 。 


9 oo 


图 3.8 7 个 集合 合 ll 
增加 了 结 点 的 秩 之 后 ， 元 素 的 数据 结构 就 可 以 修改 如 下 : 


struct Tree node { 
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struct Tree node *p; /* 指向 父亲 结 点 的 指针 */ 
int rank; /* 结 点 的 秩 */ 
Type x; /* 存放 在 结 点 中 的 元 素 */ 


] 7 

typedef struct Tree node NODE; 

当 所 处 理 的 元 素 经 常 随 机 产生 ， 也 经 常 随机 删除 时 ， 可 以 采用 上 述 数据 结构 。 有 时 ， 
元 素 的 个 数 固 定 ， 也 可 以 用 数组 的 形式 来 组 织 这 些 数 据 。 例 如 : 


struct Tree node { 


int index; /* 指向 存放 父亲 结 点 的 数组 下 标 */ 
int rank; /* 结 点 的 秩 */ 
Type x; /* 存放 在 结 点 中 的 元 素 */ 


}; 
struct Tree node node[n]; 


这 时 ， 父 亲 结 点 的 指针 ， 用 父亲 结 点 在 数组 中 的 下 标 表示 。 
3.4.2 union、find 操作 及 路 径 压 缩 


为 了 进一步 提高 find 操作 的 性 能 ， 可 以 采用 所 谓 的 路 径 压 缩 方法 。 在 find 操作 时 ， 当 
找到 根 结 点 y 之 后 ， 再 沿 着 这 条 路 径 改变 路 径 上 所 有 结 点 的 父 指针 ， 使 其 直接 指向 y， 如 


图 3.9 所 示 。 
RA 
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图 3.9 路径 压缩 


路 径 压 缩 虽然 增加 了 find 操作 的 执行 时 间 ， 但 是 随 着 路 径 的 缩短 ， 以 后 执行 find 操作 
的 时 间 也 将 大 为 缩短 ， 一 次 操作 所 付出 的 多 余 时间 将 为 以 后 多 次 操作 节省 更 多 的 时 间 。 这 
样 一 来 ，find 操作 和 union 操作 就 可 描述 如 下 : 


算法 3.15 离散 集合 的 fina 操作 

输入 : 指向 结 点 x 的 指针 xp 

输出 : 指向 结 点 x 所 在 集合 的 根 结 点 的 指针 yp 

1. NOoDE *find (NODE *xp) 

2. 1{ 

3 NODE *wp, *yp = xp, *zp = xp; 

4. while (yp->p!=NULL) { /* 寻找 xp 所 在 集合 的 根 结 点 */ 
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号 yp = Yp->p; 

6 while (zp->p!= NULL) { /* 路 径 压 缩 */ 
Rs wp = zp->p 

8 zp->p = yp; 

9. zp = wp; 

05 } 

Ls return yp; 

12. } 


在 路 径 压缩 之 后 ， 根 结 点 的 秩 有 可 能 大 于 该 树 的 实际 高 度 ， 这 时 把 它 当 作 该 结 点 高 度 
的 上 界 来 使 用 。 
union 操作 描述 如 下 : 


算法 3.16 离散 集合 的 union 操作 
输入 : 指向 结 点 x 和 结 点 y 的 指针 xp 和 yp 
输出 : 结 点 x 和 结 点 y 所 在 集合 的 并 集 , 指向 该 并 集 根 结 点 的 指针 


1. NODE *union (NODE *xp,NODE *yp) 
2» 

3 NODE *up,*vp; 

4 up = find(xp); 

5 vp = find(yp); 

6 if (up->rank<=vp->rank) { 
up->p = vp; 

8 if (up->rank==vp->rank) 
9 Vp->rank++; 

LT0s up = vp; 

11s } 

12。 elae 

L135 Vp->p = up; 
14. return up; 
45 


例 3.5 集合 {1,2,3,4},{5,6,7,8} 如 图 3.10 (a) 所 示 ， 在 执行 了 union(1,5) 之 后 ， 结 果 如 
图 3.10 (b) 所 示 。 在 union 操作 中 ， 对 结 点 1 和 5 执行 了 find 操作 ， 结 点 1 和 5 的 路 径 都 
被 压缩 了 。 


(a) (b) 
图 3.10 集合 union 操作 的 例子 
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如 果 x 是 树 中 的 任意 结 点 ，x.p 指向 x 的 父亲 结 点 。 从 上 面 的 叙述 中 ， 可 以 得 到 下 面 两 
个 结论 。 

结论 3.1 xp—>rank >x.ranktl。 

结论 3.2 ”xrank 的 初始 值 为 0， 在 一 系列 的 union 操作 中 递增 ， 直 到 x 不 再 是 树 的 根 
结 点 为 止 。 一 旦 x 变 为 男 一 个 结 点 的 儿子 ， 它 的 秩 就 不 再 改变 。 

为 了 分 析 union 和 find 操作 的 执行 时 间 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 。 

引 理 3.1 车 结 点 x 的 秩 为 xrank ， 则 以 x 为 根 的 树 ， 其 结 点 数 至 少 为 2™™* 。 

证 明 用 归纳 法 证 明 。 

(1) 开始 时 ， 结 点 x 所 在 的 树 只 有 一 个 结 点 ， 即 结 点 x 本 身 ， 其 秩 xrank =0， 其 结 点 
数 等 于 2° =1， 引 理 成 立 。 

(2) 假定 x 和 yy 分 别 是 两 棵 树 的 根 结 点 ， 其 秩 分 别 是 xrank 和 yrank 。 在 union(x,y) 
操作 之 前 ，x 和 y 为 根 的 树 ， 其 结 点 数 分 别 至 少 为 2*ax 和 2 。 在 union(x, 7) 操 作 之 后 ， 
有 3 种 情况 。 

@ 若 xrank <y.rank ， 在 union 操作 之 后 ， 新 的 树 以 y 为 根 结 点 ， 且 ? 的 秩 不 变 ， 而 树 
的 结 点 数 增加 。 因 此 ， 新 树 的 结 点 数 至 少 为 2”e* 。 引 理 成 立 。 

@ 车 xrank > yrank ， 同 理 可 证 。 

@ 若 x*rak = yram ， 则 两 棵 树 的 结 点 数 至 少 都 是 2” = 2x"oxk 。 在 union 操作 之 后 ， 
新 树 的 结 点 数 至 少 为 2.277ok = 27me = 2 。 若 新 树 以 ? 为 根 结 点 , 则 y 的 秩 yrank 增 
1; 否则 ，x 的 秩 xrank 增 1。 在 这 两 种 情况 下 ， 引 理 都 成 立 。 

很 清楚 ， 如 果 以 x 为 根 的 树 ， 其 结 点 数 为 mw， 则 根据 引 理 3.1， 有 2™ <n, 即 xrank < 
log n。 而 xrank 是 以 x 为 根 的 树 的 高 度 。 这 说 明 : find 操作 最 多 执行 logn 次 判断 根 结 点 的 
操作 ， 以 及 logn 次 对 非 根 结 点 进行 的 路 径 压缩 操作 。 由 此 得 到 下 面 的 结论 : 

结论 3.3 find 操作 的 执行 时 间 为 O(logn)。 
而 union 操作 除了 执行 两 次 find 操作 外 , 其 余 花 费 O(1) 时 间 。 因此, 也 有 下 面 的 结论 。 
结论 3.4 _ union 操作 的 执行 时 间 为 O(logn) 。 
可 以 证 明 ， 如 果 连 续 执 行 m 次 union 和 find 操作 ， 则 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.1 连续 执行 m 次 union 和 find 操作 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 所 需要 的 执行 时 间 是 
O(mlog n)xO(m)., 
其 中 ，log n 定义 为 : 

0 n=0.1 
log "| min{i>0|loglog:…logn<l1l} n>=2 
gO 


例如 ， log” 2=1， log” 2 log” 2 = log” = log” 2553 =5。 在 几乎 所 有 
的 实际 应 用 中 ，log n <5。 所 以 ， 它 所 需要 的 执行 时 间 实 际 上 将 是 O(m) 。 
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习 题 


1. 为 什么 说 冒 泡 排序 算法 在 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 是 (nm?)? 

2. 如 果 ” 是 2 的 宗 ， 试 估计 合并 排序 算法 中 元 素 赋 值 的 次 数 。 

3. 给 定 如 下 一 组 元 素 : 6.2,7,1,10,3,9,4,8,5。 分 别 用 下 面 的 算法 : 

(1) 插入 排序 算法 

(2) 冒 泡 排序 算法 

(3) 合并 排序 算法 

写 出 在 每 一 轮 循环 中 ， 元 素 排列 的 变化 过 程 ， 并 确定 它们 所 执行 的 元 素 比较 总 次 数 。 
4. 给 定 如 下 数组 ， 判 断 它们 是 否 为 堆 。 

(1) 8,6,4,3,2 

C2 

(3) 9,7,5,6,3 

(4) 9,4,8,3,2,5,7 

(5) 9,4,7,2,1,6,5,3 

5. 对 给 定 的 个 元 素 的 数组 ， 编 写 一 个 程序 ， 判 断 该 数组 是 否 为 堆 ， 所 编写 的 算法 的 

时 间 复 杂 性 为 多 少 ? 

6. 当 n=2* 时 ,证明 用 插入 方法 建立 堆 ， 元 素 的 比较 次 数 是 nlogn 一 2n+2。 

7. 给 定 如 下 元 素 的 数组 ， 说 明 把 它们 构成 最 大 堆 的 步骤 。 

(1) 3,7,2,1,9,8,6,4 

(33399382 

8. 对 上 面 的 数组 ， 说 明 把 它们 构成 最 小 堆 的 步骤 。 
9. 给 定 如 下 元 素 的 数组 ,根据 最 大 堆 的 结构 ， 说 明 对 这 些 数组 按 递增 顺序 进行 堆 排 序 

的 步骤 ， 并 确定 它们 所 执行 的 元 素 比较 次 数 。 


10. 对 第 9 题 所 给 定 的 数组 ， 根 据 最 小 堆 的 结构 ， 说 明 对 这 些 数组 按 递 减 顺 序 进行 堆 
排序 的 过 程 ， 并 确定 它们 所 执行 的 元 素 比 较 次 数 。 
1. 对 堆 进行 插入 操作 和 删除 操作 ， 哪 一 个 操作 更 花费 时 间 ? 试 加 以 说 明 。 
12. 编写 一 个 算法 ， 把 两 个 相同 大 小 的 堆 合 并 成 一 个 堆 ， 说 明 它 们 的 时 间 复 杂 性 。 
3. 证 明基 数 排序 算法 正确 性 证 明 中 的 归纳 步 。 
14. 初始 链表 的 内 容 为 : 3562,6381,0356,2850,9136,3715,8329,7481, 写 出 用 基数 排序 算 


王 


王 
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法 对 它们 进行 排序 的 过 程 。 

15. 把 基数 作为 输入 参数 ， 编 写 一 个 可 以 按 任意 基数 进行 排序 的 算法 。 

16， 有 集合 1 .2.13}.14 .145116107}18}{9}， 画 出 执行 下 列 的 操作 序列 后 ， 所 得 到 
的 结果 。 

union(1,2), union(3,4),union(5,6), union(7,8),union(2,4), union(8,9), 

union(6,8), find(5), union(4,8), find(1) 


参考 文献 


文献 [6] 对 合并 排序 作 了 详细 的 介绍 和 分 析 ， 可 在 很 多 算法 设计 与 分 析 的 书籍 中 看 到 有 
关 合 并 排序 的 内 容 。 文 献 [11] 提 出 了 堆 排序 算法 。 文 献 [12] 提 出 了 一 个 建立 堆 的 线性 时 间 算 
法 。 可 在 文献 [8]、[10] 以 及 其 他 数据 结构 书籍 中 看 到 堆 排 序 算法 及 分 析 的 有 关内 容 ， 可 在 
文献 [3]、[4] 看 到 对 堆 的 操作 、 建 立 、 排 序 及 其 复杂 性 分 析 的 详细 介绍 。 文 献 [6] 对 基数 排序 
作 了 详细 的 介绍 和 分 析 , 可 在 文献 [10]、[3]、[13]、[16] 看 到 基数 排序 的 有 关内 容 。 文 献 [14]、 
[15] 发 表 了 对 离散 集合 数据 结构 的 检索 及 合并 算法 ， 也 可 在 文献 3]、[10]、[17] 看 到 有 关 离 
散 集合 数据 结构 的 检索 及 合并 算法 的 有 关内 容 。 
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递归 算法 是 一 种 自身 调用 自身 或 间接 调用 自身 的 算法 。 在 算法 设计 中 使 用 递归 技术 ， 
往往 使 算法 的 描述 简单 明了 、 易 于 理解 、 容 易 编程 和 验证 。 很 多 复杂 问题 使 用 了 递归 技术 ， 
就 有 可 能 容易 而 有 效 地 进行 求解 。 因 此 ， 在 计算 机 软件 领域 里 ， 递 归 算 法 是 一 种 非常 重要 
和 不 可 或 缺 的 算法 。 


4.1 基于 归纳 的 递归 算法 


用 归纳 法 设计 一 个 递归 算法 ， 是 基于 这 样 的 事实 一 个 规模 为 ”的 问题 ， 假 定 可 以 确 
定 其 规模 为 -1 或 规模 更 小 的 子 问 题 的 解 ， 在 此 基础 上 ， 再 把 解 扩展 到 规模 为 的 问题 。 
这 种 设计 技术 的 优点 是 : 所 设计 算法 的 正确 性 证 明 ， 自 然而 然 地 嵌入 在 算法 的 描述 里 ， 可 
以 容易 地 用 归纳 法 来 证 明 。 


4.1.1 基于 归纳 的 递归 算法 的 思想 方法 


对 于 一 个 规模 为 n 的 问题 P(n)， 归 纳 法 的 思想 方法 如 下 : 

(1) 基础 步 ，a 是 问题 P(1) 的 解 。 

(2) 归纳 步 : 对 所 有 的 1<k<n, 若 a 是 问题 P(E) 的 解 , 则 P(ak ) 是 问题 P(k+1) 
的 解 。 其 中 ，p(aik ) 是 对 ax 的 某 种 运算 或 处 理 。 

上 述 内 容 表明 ， 如 果 a 是 问题 P(1) 的 解 ， 若 a, = p(al)， 则 a 是 问题 P(2) 的 解 ; 依 
此 类 推 ， 若 a, 是 问题 P(z-1) 的 解 ， 且 a, =p(ani1)， 则 a 是 问题 P(n) 的 解 。 

因此 ， 为 求 问题 P(n) 的 解 a, ， 可 先 求 问题 P(m-1) 的 解 a,，,， 然 后 再 对 a,_ | 进行 p 运 
算 或 处 理 。 为 求 问题 P(n--1) 的 解 ， 先 求 问题 P(z-2) 的 解 ， 如 此 不 断 地 进行 递归 求解 ， 直 
到 P(1) 为 止 。 而 已 (1) 是 一 个 已 知 的 初始 条 件 ， 或 初 值 。 当 得 到 P(1) 的 解 之 后 ， 再 回 过 
头 来 ， 不 断 地 把 所 得 到 的 解 进行 p 运算 或 处 理 ， 直 到 得 到 P(n) 的 解 为 止 。 

实现 递归 算法 的 递归 函数 是 一 种 自身 调用 自身 的 函数 ， 有 点 类 似 于 多 个 函数 互相 骨 套 
调用 的 情况 。 不 同 的 是 ， 在 递归 函数 里 ， 调 用 的 函数 和 被 调用 的 函数 是 同一 个 函数 。 在 这 
里 ， 需 要 注意 的 是 递归 的 调用 层次 ， 也 即 递归 深度 。 如 果 把 调用 递归 函数 的 主 函 数 称 为 第 
0 层 调 用 ; 进入 递归 函数 后 ， 首 次 递归 调用 自身 ， 称 为 第 1 层 调用 ; 从 第 i 层 递 归 调用 自身 ， 
称 为 第 i+1 层 调用 。 反 之 ， 退 出 第 i+1 层 调用 ， 就 返回 到 第 i 层 。 每 当 递归 函数 递归 调用 自 
身 ， 进 入 新 的 一 层 时 ， 系 统 就 把 它 的 返回 断 点 保护 在 其 工作 栈 上 ， 并 在 其 工作 栈 上 建立 其 
所 有 局 部 变量 ， 把 所 有 实际 参数 的 值 传递 给 相关 的 局 部 变量 。 每 当 从 新 的 一 层 返 回 到 原来 
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的 一 层 时 ， 就 释放 工作 栈 上 的 所 有 局 部 变量 ， 根 据 工 作 栈 上 的 返回 断 点 ， 返 回 到 原来 被 中 
断 的 地 方 。 随 着 递归 深度 的 加 深 ， 工 作 栈 所 需要 的 空间 增 大 ， 递 归 调 用 时 所 做 的 辅助 操作 
增多 。 因 此 ， 递 归 算 法 的 运行 效率 较 低 。 有 时 ， 可 以 把 它 修改 为 相应 的 循环 欠 代 的 算法 。 


4.1.2 递归 算法 的 例子 


例 4.1 多 项 式 求 值 的 递归 算法 。 
有 如 下 n 阶 多 项 式 : 


P(x)=a0x” +ax t+.+an 1X+an 
如 果 分 别 对 每 一 项 求 值 ， 需 要 n+n-1+-…+1=n(n+1)/2 个 乘法 ， 效 率 很 低 。 利 用 Homer 
法 则 ， 把 上 面 公 式 改写 成 : 
PB, (x)=a0x" +ax" 1+-+an x+an 
=(G:((((a0) x+a) rtar +a) )xta ta 
就 可 以 用 下 面 的 步 又 进行 归纳 : 
(1) 基础 步 : n=0， 有 po =ao。 
(2) 归纳 步 : 对 任意 的 ，1<k<n， 如 果 前 面 k-1 步 已 计算 出 pj : 
Pri= aoxt-1 +axt > 和 
则 有 : 


Pk =XPra tak 
如 果 用 一 个 数组 4 来 存放 多 项 式 系数 ， 把 a 存放 于 4[0] ，ai 存放 于 4[1]，… ， 那 么 对 
多 项 式 求 值 的 递归 算法 可 以 描述 如 下 : 


算法 4.1 多 项 式 求 值 的 递归 算法 

输入 : 存放 于 数组 的 多 项 式 系数 Ar] 及 x, 多 项 式 的 阶 数 n 
输出 : n 阶 多 项 式 的 值 

1. float horner pol(float x,float A[],int n) 
归并 

3 float p; 

4 if (n==0) 
EE p= A[O]; 
6 else 

党 p = horner pol(x,A,n-1) * x + A[n]; 
8 return p; 

9. 1 


把 第 7 行 的 乘法 作为 基本 操作 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 由 如 下 的 递归 方程 确定 : 
f(0)=0 
| f(n)=f(n-D)+l 
容易 得 到 ，f(n)=@(n)。 同 样 可 以 看 到 ， 算 法 用 于 递归 栈 的 空间 也 为 @(n)。 
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整数 寡 的 计算 。 


在 基数 排序 算法 里 ， 使 用 了 一 个 计算 整数 寡 的 函数 ， 计 算 以 x 为 底 的 z 次 时。 简单 的 
方法 是 让 x 乘 以 自身 ?次 ， 但 效率 很 低 ， 需 要 @(z) 个 乘法 。 但 可 以 用 下 面 的 方法 ， 以 
@(logm) 来 实现 它 : 

(1) 基础 步 : n=0， 则 x”=1; 

(2) 归纳 步 : 如 果 已 计算 了 x”" ,车 是 偶数 ， 即 wn%2=0， 则 x”=(x”?)?; 否则 ， 


Ww = 


m2 


这 个 算法 描述 如 下 : 


算法 4.2 计算 整数 容 的 递归 算法 
输入 : 整数 x 和 非 负 整数 n 


输出 : x 的 n 次 宕 

1. int power (int x,unsigned n) 
2 

3 Lnt Ys 

4 if (n==0) y = 1; 

起 else { 

6 Y = power (x,n/2); 
了 si A 

8 if (n%2==1) 

:Pr bE 和 
0s } 

和 Feturn y; 

了 2 


第 4 行 执行 基础 步 ， 当 n=0 时 ， 把 1 作为 返回 值 返回 。 第 6-9 行 执行 归纳 步 。 在 计算 
了 x" ?2 的 基础 上 ， 若 是 偶数 ， 则 x”=(x"?)?; 否则 ，x” =x(x” 2)?。 
为 方便 起 见 ， 设 n=2*， 把 第 7 行 的 乘法 作为 该 算法 的 基本 操作 ， 则 时 间 复 杂 性 估计 


如 下 : 


f(D)=1 
fn)=f(n/2)+1 


令 g(k)=f(2*)， 把 上 式 改 写成 : 


得 到 : 


es 
g(k)=g(k-1)+l 


f(n)=g(k)=k+1l=logn+l1=©O(logn) 


算法 每 一 次 递归 ， 都 需 分 配 常数 个 工作 单元 ， 递 归 深 度 为 logn， 因 此 算法 用 于 递归 栈 
的 工作 单元 为 @(logn)。 

例 4.3 基于 递归 的 插入 排序 。 

算法 2.7 所 描述 的 插入 排序 算法 , 可 以 改 用 递归 算法 来 设计 。 假定 要 对 n 个 元 素 的 数组 
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4 进行 排序 ， 可 以 用 如 下 步骤 进行 : 
(1) 基础 步 : 当 n=1 时 ， 数 组 只 有 一 个 元 素 ， 它 已 经 是 排序 的 。 
(2) 归纳 步 : 如 果 前 面 大 -1 个 元 素 已 经 按 递 增 顺序 排列 ， 只 要 将 第 大 个 元 素 逐一 与 前 


一 1 个 元 素 进行 比较 ， 把 它 插入 适当 的 位 置 ， 即 可 完成 个 元 素 的 排序 。 


基于 递归 的 插入 排序 算法 描述 如 下 : 


算法 4.3 基于 递归 的 插入 排序 算法 
输入 ; 数组 A[] ,数组 的 元 素 个 数 n 
输出 : 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


10 . 
二 
4 
Is 
14. 
LSs 
16。 
人 


时 
和 2 
3 
4 
号 
6 
7 
8 
a 


} 


. template <class Type> 
.void insert sort recl(Type Al[],int n) 
-1{ 


int k; 

Type a; 

说 坟 二 

if (n>0) { 
insert sort rec(A,n); 
a= A[ln]; 
二 


while ((k>=0)&& (A[k]>a)) { 
A[K+1] = A[K]; 
k=k-1; 

’ 

A[kK+1] = a; 


第 7 行 判 断 是 执行 基础 步 ， 还 是 执行 归纳 步 。 如 果 n=1， 就 执行 基础 步 。 这 时 ， 只 有 
一 个 元 素 ， 算法 什么 也 不 做 ,立即 返回 。 第 8~15 行 执行 归纳 步 操 作 。 第 8 行 对 前 面 z-1 个 
元 素 进行 排序 , 第 9~15 行使 第 n 个 元 素 逐 一 与 前 面 n-1 个 元 素 比较 , 把 它 插入 适当 的 位 置 。 
取 元 素 比较 操作 作为 该 算法 的 基本 操作 ， 则 算法 的 时 间 复 杂 性 可 由 如 下 递归 方程 确定 : 


因 


1 
fm)=f(n-D)+(n-1) 


式 (2.6.2) 容易 得 到 : 


n Ln 
fm)= DD= Bidn(n-l) 
i=l i 


此 ， 该 算法 的 时 间 复杂 性 是 O(n?) 。 


算法 每 一 次 递归 ， 都 需 分 配 常数 个 工作 单元 ， 递 归 深 度 为 x»， 因 此 算法 用 于 递归 栈 的 
工作 单元 为 @(n)。 
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例 4.4 阿 克 曼 递归 函数 。 


阿 克 曼 函数 的 递归 定义 如 下 : 
n+l 当 严 =0 
A(m,n)=) A(m—1,1) 当 n=0 
A(m-1, A(m.n-1)) 其 他 情况 


其 中 ，m,n 是 自然 数 。 阿 克 曼 函数 在 递归 执行 时 ， 涉 及 的 两 个 参数 ， 其 中 一 个 参数 又 是 阿 
克 曼 函数 ， 所 以 ， 阿 克 曼 函数 是 一 个 双 递归 函数 。 下 面 是 阿 克 曼 函数 的 实现 : 


算法 4.4 阿 克 曼 递归 函数 
输入 : 自然 数 m,n 
输出 以 自然 数 m, n 作为 参数 的 阿 克 曼 函数 值 
1. long acman (unsighed m,unsighed n) 
2 间 
3 long acm; 
4 if (m==0) 
号 < acm =n+1; 
6 else if (n==0) 
7 acm = acman(m-1,1); 
8 else 
9 acm = acrman (m-1,acman (m,n-1)); 


10。 return acm; 


3 


阿 克 曼 函数 的 计算 相当 复杂 ， 表 4.1 是 


} 


它 的 部 分 计算 结果 。 
阿 克 曼 函数 的 部 分 函数 值 


1 
和 2 4 时 6 估 十 到 
3 2(n+3)-3 
125 sbi 
3 
65533 0 4(3.2556 -3) | 4G,4(43) 2” -3 
2 的 层 数 , +3 层 
65533 A(4.65533) 4(4.4(5.3) 


A(S.A(6.0)) 


A(4. A(S.1)) A(4. A(5.2)) 
4(05-4(6.D) 4(5-4(6.2) 


A(5.4(6.3)) 


阿 克 曼 函数 随 着 m、n 的 增 大 ， 其 函数 值 异常 迅速 地 增 大 ， 甚 至 4(4,n) 的 值 都 已 是 天 


ee Det thsi 
文 个 函数 。 第 3 章 所 叙述 的 函数 log m : 


常 的 计算 机 上 不 可 能 正常 地 运行 这 


以 2 为 底 ， 以 前 一 函数 值 为 早 而 递增 。 因 此 ， 在 
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7 三 0.1 


0 
= log*n= 
ms Ine F 0 n>2 
i 次 


其 函数 值 大 体 上 等 于 m=4 时 阿 克 曼 函数 4 (4,n) 的 逆 函 数 的 函数 值 加 3， 因 此， 可 以 看 成 
是 阿 克 曼 函数 4(4,n) 的 逆 函 数 ， 有 些 作者 则 把 它 称 为 阿 克 曼 北 函 数 。 这 个 函数 的 函数 值 增 
大 得 特别 慢 。 


4.1.3 排列 问题 的 递归 算法 


及 个 元 素 ， 为 简单 起 见 ， 把 它们 编号 为 1,2,…,n 。 用 一 个 具有 个 元 素 的 数组 4 来 
存放 所 生成 的 排列 ， 然 后 输出 它们 。 假 定 开始 时 个 元 素 已 依次 存放 在 数组 4 中 。 为 生成 
这 个 元 素 的 所 有 排列 ， 可 以 采取 下 面 的 步骤: 

(1) 数组 第 1 个 元 素 为 1， 即 排列 的 第 1 个 元 素 为 1， 生 成 后 面 的 n-1 个 元 素 的 排列 。 

(2) 数组 第 1 个 元 素 与 第 2 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 1 个 元 素 为 2， 生 成 后 面 的 n-1 
个 元 素 的 排列 。 

(3) 如 此 继续 , 最后， 数组 第 1 个 元 素 与 第 个 元 素 互 换 , 使 排列 的 第 1 个 元 素 为 ， 
生成 后 面 的 -1 个 元 素 的 排列 。 

在 上 面 的 第 1 步 中 ， 为 生成 后 面 z-1 个 元 素 的 排列 ， 继 续 采 取 下 面 的 步骤 ; 

(1) 数组 的 第 2 个 元 素 为 2， 即 排列 的 第 2 个 元 素 为 2， 生 成 后 面 的 -2 个 元 素 的 排列 。 

(2) 数组 的 第 2 个 元 素 与 第 3 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 2 个 元 素 为 3, 生成 后 面 的 n-2 
个 元 素 的 排列 。 

(3) 如 此 继续 ， 最 后 ， 数 组 的 第 2 个 元 素 与 第 n 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 2 个 元 素 为 
n， 生 成 后 面 的 n-2 个 元 素 的 排列 。 

这 种 步骤 一 直 继续 ， 当 排列 的 前 m2 个 元 素 已 确定 后 ， 为 生成 后 面 2 个 元 素 的 排列 ， 
可 以 : 

(1) 数组 的 第 nl 个 元 素 为 n-1， 即 排列 的 第 nl1 个 元 素 为 n-1， 生 成 后 面 的 1 个 元 
素 的 排列 ， 此 时 数组 中 的 个 元 素 已 构成 一 个 排列 。 

(2) 数组 的 第 nn 一 1 个 元 素 与 第 n 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 nl 个 元 素 为 x»， 生 成 后 面 
的 1 个 元 素 的 排列 ， 此 时 数组 中 的 个 元 素 已 构成 一 个 排列 。 

假定 排列 算法 perm (Type 4, int k, int n) 表示 对 n 个 元 素 的 数组 4 生成 后 面 大 个 元 素 的 
排列 。 通 过 上 面 的 分 析 ， 有 : 

(1) 基础 步 ， k=1， 只 有 一 个 元 素 ， 已 构成 一 个 排列 。 

(2) 归纳 步 : 对 任意 的 &，1<k<n， 如 果 可 由 算法 perm(4,k-1,n) 完 成 数组 后 面 t-1 个 
元 素 的 排列 ， 为 完成 数组 后 面 t 个 元 素 的 排列 perm(4,k,n)， 逐 一 对 数组 第 nk 元 素 与 数 
组 中 第 nk~n 元 素 进行 互 换 , 每 互 换 一 次 , 就 执行 一 次 perm(4,-1,n) 操 作 , 产生 一 个 排列 。 
由 此 ， 排 列 生 成 的 递归 算法 可 描述 如 下 : 


算法 4.5 排列 的 生成 
输入 : 数组 A[] ,数组 的 元 素 个 数 n, 当前 递归 层次 需 完成 排列 的 元 素 个 数 k 
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输出 ; 数组 AI] 的 所 有 排列 


1. template <class Type> 

2. void perm(Type Al[],int k,int n) 

3. 1{ 

4 Lunt 1 

Sis if (k==1) 

6 for (i=0;i<n;i++) /* 已 构成 一 个 排列 ,输出 它 */ 

7 cout << A[i]; 

8 else { 

:a for (i=n-k;i<n;i++) { /* 生成 后 续 k 个 元 素 的 一 系列 排列 */ 
1 swap (A[n-Kk] ,A[i]); /* 元 素 互 换 */ 

35 perm (A, Kk-1,n); /* 生成 后 续 k-1 个 元 素 的 一 系列 排列 */ 
2 swap (A[n-k],A[i]); /* 恢复 元 素 原来 的 位 置 */ 

3 } 

14. } 


i 


例 4.5 假定 数组 4 有 3 个 元 素 ， 它 们 的 初始 顺序 为 {1,2,3} ， 调 用 perm(4.3,3) 产 生 它 
的 6 个 排列 。 在 第 0 层 调用 该 算法 时 ， 第 9 行 开始 的 for 循环 的 循环 体 执行 3 次 。 当 变量 i 
为 0 时 , 第 10、12 行 的 swap 语句 不 起 作用 ,此 时 使 排列 的 第 1 个 元 素 为 1, 调用 perm(4,2,3) 
产生 后 面 2 个 元 素 的 排列 ， 当 变量 ;为 1 时 ， 第 10 行 的 swap 语句 使 第 1 个 元 素 与 第 2 个 
元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 1 个 元 素 为 2， 调用 perm(4,2,3) 产 生 后 面 2 个 元 素 的 排列 ， 第 12 行 
的 swap 语句 恢复 第 1 个 元 素 与 第 2 个 元 素 的 原来 状态 ， 当 变量 ;为 2 时 ， 第 10 行 的 swap 
语句 使 第 1 个 元 素 与 第 3 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 1 个 元 素 为 3， 调用 perm(4,2,3) 产 生 后 
面 2 个 元 素 的 排列 , 第 12 行 的 swap 语句 恢复 第 1 个 元 素 与 第 3 个 元 素 的 原来 状态 。 堆 栈 中 
变量 的 值 及 数组 4 中 元 素 顺序 在 3 轮 循环 中 的 变化 情况 如 图 4.1 所 示 。 


3 
大 
n 


第 1 轮 循环 第 2 轮 循环 第 3 轮 循环 


4 中 元 素 的 顺序 123, 123: 123:. 123. 213 123 123: 321 123 


循环 体 开始 时 的 顺序 
第 一 次 交换 ， 进 入 递归 调用 前 的 顺序 
递归 调用 返回 ， 恢 复原 来 的 顺序 


图 4.1 第 0 层 调用 时 堆栈 中 变量 的 值 及 4 中 元 素 顺序 变化 情况 
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在 第 0 层 调 用 的 第 1 轮 循环 体 中 ， 用 语句 perm(4,2,3) 进 入 第 1 层 调用 。 在 第 1 层 调用 
期 间 ， 第 9 行 开始 的 for 循环 体 执行 2 次 。 在 这 两 轮 循环 体 中 ， 都 用 语句 perm(4,1,3) 进 入 
第 2 层 调用 。 图 4.2 〈a) 表示 第 0 层 调用 的 第 1 轮 循环 体 中 递归 调用 perm 时 ， 在 第 1、2 
层 递 归 调 用 期 间 堆 栈 中 变量 的 值 及 数组 4 中 元 素 顺序 的 变化 情况 。 在 第 2 层 调用 时 ， 堆 栈 

轮 
的 


中 变量 的 值 都 为 1， 直 接 按 顺 序 输出 4 中 元 素 后 返回 到 第 1 层 调 用 。 第 1 层 调用 的 两 
循环 体 执行 结束 后 ， 分 别 输出 了 2 个 排列 ， 也 返回 到 第 0 层 调用 ， 继 续 执 行 第 0 层 调用 的 
第 2 轮 循环 体 和 第 3 轮 循环 体 。 图 4.2 (b) 和 图 4.2 〈c) 分 别 表示 这 两 轮 循 环 体 执行 时 ， 
第 1 层 调用 和 第 2 层 调 用 的 情况 ， 它 们 分 别 输出 其 余 的 4 个 排列 。 

算法 的 运行 时 间 估 计 如 下 : 当 k=1 时 ， 算 法 的 第 6、7 行 执行 所 生成 的 排列 元 素 的 输 
出 , 每 产生 一 个 排列 , 便 输出 n 个 元 素 。 当 =n 时, 第 9~12 行 for 循环 的 循环 体 , 对 perm(4， 
所 1,n) 执 行 n 次 调用 。 由 此 可 以 建立 如 下 的 递归 方程 : 

人 
f(n=nf(n-1) n>1 

解 此 递归 方程 ， 容 易 得 到 f(n)=nn!。 因 此 ， 算 法 的 运行 时 间 是 B@(nn!) 。 

算法 的 递归 深度 为 n*»， 每 一 次 递归 都 需要 常数 个 工作 单元 ， 因 此 算法 所 需要 的 递归 栈 
的 空间 为 @(n) 。 


第 2 层 调用 : perm(4.1.3) 第 1 次 调用 第 2 次 调用 


堆栈 中 变量 的 值 
进入 第 2 层 调用 时 ，4 中 元 素 的 顺序 和 入 输出 的 排列 
第 1 层 调用 : perm(4.2.3) 第 1 轮 循环 ”第 2 轮 循环 
CE EE 
3 
循环 体 开始 时 的 顺序 


第 一 次 交换 ， 进 入 递归 调用 的 顺序 
递归 调用 返回 ， 恢 复原 来 的 顺序 


(a) 第 1 轮 循环 体 的 执行 情况 
图 4.2 第 0 层 调用 的 3 轮 循环 体 的 执行 情况 
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第 2 层 调用 : perm(4.1.3) 第 1 次 调用 第 2 次 调用 


[| 
| 
进入 第 2 层 调用 时 ，4 中 元 素 的 顺序 委 站 六 和 输出 的 排列 
第 1 层 调用 : perm(4,2,3) 变量 第 1 轮 循环 第 2 轮 循环 


4 中 元 素 的 顺序 


循环 体 开始 时 的 顺序 
第 一 次 交换 ， 进 入 递归 调用 的 顺序 
递归 调用 返回 ， 恢 复原 来 的 顺序 


(b) 第 2 轮 循环 体 的 执行 情况 
第 2 层 调用 : perm(4,1,3) 
堆栈 中 变量 的 值 


进入 第 2 层 调用 时 ，4 中 元 素 的 顺序 | 过 输出 的 排列 


第 1 层 调用 : perm(4,2,3) 
堆栈 中 变量 的 值 


4 中 元 素 的 顺序 


循环 体 开始 时 的 顺序 
第 一 次 交换 ， 进 入 递归 调用 的 顺序 
递归 调用 返回 ， 恢 复原 来 的 顺序 


(ce) 第 3 轮 循环 体 的 执行 情况 
图 4.2 第 0 层 调用 的 3 轮 循环 体 的 执行 情况 〈 续 ) 


。94 。 


第 4 章 递归 和 分 治 


4.1.4 求 数 组 主 元 素 的 递归 算法 


令 4 是 具有 个 元 素 的 数组 , x 是 4 中 的 一 个 元 素 , 若 4 中 有 一 半 以 上 的 元 素 与 x 相同 
就 称 x 是 数组 4 的 主 元 素 。 例 如 ， 数 组 4={1,3,2,3,3,4,3} 中 ， 元 素 3 就 是 该 数组 的 主 元 素 。 

可 以 用 几 种 方法 来 寻找 数组 4 的 主 元 素 。 第 1 种 方法 是 采用 蛮 力 法 ， 每 个 元 素 都 和 其 
他 元 素 进行 比较 ， 并 维护 一 个 计数 值 ， 如 果 该 元 素 与 比较 的 元 素 相同 ， 则 计数 值 加 1， 如 
果 某 个 元 素 的 计数 值 大 于 n/2 ， 则 该 元 素 就 是 数组 4 的 主 元 素 。 很 明显 ， 这 个 方法 的 元 素 
比较 次 数 为 @(n?) 。 

第 2 种 方法 是 对 元 素 进行 排序 ， 然 后 从 头 到 尾 扫 描 数 组 中 相同 元 素 出 现 的 次 数 ， 如 果 
某 个 元 素 在 数组 中 出 现 的 次 数 大 于 n/2， 则 该 元 素 就 是 数组 4 的 主 元 素 。 可 以 用 9 (nlogn) 
的 时 间 对 元 素 进行 排序 ， 用 9(n) 时 间 扫 描 数 组 中 的 相同 元 素 。 因 此 ， 这 种 方法 的 时 间 复 杂 
性 为 9(nlogn)。 

第 3 种 方法 是 一 种 随机 算法 ， 它 的 时 间 复 杂 性 是 O(nlog(1/e)) ， 其 中 ，e 为 该 算法 的 
错误 概率 。 在 后 面 将 看 到 求 数 组 主 元 素 的 随机 算法 。 

第 4 种 方法 是 寻找 数组 的 中 值 元 素 ， 即 数组 中 的 第 n/2 大 元 素 ， 因 为 主 元 素 也 必定 是 
中 值 元素 ， 然 后 从 头 到 尾 扫 描 数组 ， 如 果 中 值 元 素 的 个 数 大 于 mn/2， 则 中 值 元 素 就 是 主 元 
素 。 在 后 面 的 章节 里 将 看 到 ， 可 以 用 一 个 常数 很 大 的 9(m) 时 间 寻 找 中 值 元 素 。 因 此 ， 这 种 
方法 的 时 间 复 杂 性 是 6(n) 。 

从 上 面 几 种 方法 可 以 看 到 ， 如 果 把 比较 操作 作为 基本 操作 ， 那 么 寻求 使 比较 操作 尽 可 
E 少 的 方法 将 是 解决 此 问题 的 一 个 目标 。 下 面 介绍 的 一 种 方法 ， 是 把 规模 为 n 的 问题 ， 降 
低 成 规模 为 n 一 2k (1<k<n/2)〉 的 子 问 题 ， 然 后 进行 归纳 ， 这 种 方法 可 以 达到 这 个 目标 。 

因为 数组 主 元 素 在 数组 中 出 现 的 次 数 大 于 n/2， 容 易 得 到 下 面 的 结论 : 

结论 4.1 移 去 数组 中 两 个 不 同 元 素 后 ， 如 果 原 来 数组 中 有 主 元 素 ， 那 么 该 主 元 素 仍 
然 是 新 数组 的 主 元 素 。 

结论 4.1 可 扩充 为 : 

结论 4.2 ”如 果 数 组 里 2k 个 元 素 中 有 kk (k<n/2) 个 元 素 相同 , 那么 移 去 这 2k 个 元 素 后 
如 果 原 来 数组 中 有 主 元 素 ， 则 该 主 元 素 仍然 是 新 数组 的 主 元 素 。 

利用 上 述 结论 ， 对 数组 不 断 施加 上 述 两 种 操作 ,缩小 寻找 主 元 素 的 范围 ， 最 后 将 得 到 
下 面 3 种 情况 : 

(1) 没 剩 余 元 素 : 则 原来 数组 没有 主 元 素 ; 

(2) 只 剩 下 一 个 元 素 : 该 元 素 可 作为 主 元 素 的 候选 者 ; 

(3) 在 压缩 数组 规模 的 过 程 中 ， 直 接 得 到 主 元 素 的 候选 者 。 

然后 ， 把 主 元 素 的 候选 者 与 原来 数组 中 的 元 素 逐 一 进行 比较 ， 并 设置 一 个 计数 器 ， 若 
相同 ， 使 计数 器 加 1。 最 后 ， 若 计数 器 之 值 大 于 mw/2 ， 则 该 候选 者 就 是 原来 数组 的 主 元 素 。 
和 否则， 该 数组 没有 主 元 素 。 这 样 ， 就 把 寻求 主 元 素 的 过 程 转化 为 寻求 主 元 素 候选 者 的 过 程 。 

假定 寻找 主 元 素 候选 者 的 算法 为 candidate(Type 4[ ], Type &c, int n, int m)， 其 中 ,， n 为 
数组 元 素 个 数 ，m 为 数组 前 面 被 移 去 的 元 素 个 数 ，m <n，c 是 主 元 素 的 候选 者 ， 则 该 算法 
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在 4[m]~ 4[2-1] 中 寻找 数组 主 元 素 的 候选 者 。 这 个 算法 可 用 下 面 的 步骤 来 实现 : 设置 一 个 
计数 器 ， 初 值 为 1， 令 c= 4[m]; 由 4[m+H] 开 始 ， 逐 一 地 扫描 元 素 ， 如 果 被 扫描 的 元 素 等 
于 c， 计 数 器 加 1， 否 则 计数 器 减 1; 若 计数 器 为 0， 说 明 4[m + 了 不 同 于 4[m] ， 则 按 结论 
4.1， 用 candidate(4,c,n,m+2) 继 续 寻 找 主 元 素 候选 者 ， 若 计数 器 不 为 0， 则 继续 扫描 下 一 个 
元 素 ， 并 对 计数 器 做 加 1 或 减 1 操作 ， 直 到 扫描 到 元 素 4[ 站 (m<j=m+2k<n) 时 , 计数 
器 变 为 0， 或 者 ， 数 组 的 元 素 已 全 部 扫描 结束 ， 而 计数 器 仍 大 于 0。 在 前 一 种 情况 下 ， 说明 
在 4[m]~4[ 媳 这 2k 个 元 素 中 ， 有 上 个 相同 的 元 素 ， 则 按 结论 4.2， 用 candidate(d,cmmz+2 月 
继续 寻找 主 元 素 候选 者 ， 在 后 一 种 情况 下 ， 4[m] 就 是 主 元 素 候选 者 。 

如 果 把 上 述 元 素 的 扫描 判断 和 计数 器 的 计数 操作 称 为 reduce 操作 ， 那 么 ， 寻 找 主 元 素 
候选 者 的 candidate 算法 可 以 按 下 面 的 方法 进行 归纳 : 

(1) 基础 步 : n<sm， 没 有 主 元 素 候 选 者 。 

(2) 归纳 步 : 执行 reduce 操作 ， 对 元 素 进行 扫描 判断 和 计数 器 的 计数 。 

@ 数组 的 元 素 全 部 扫描 结束 ， 计 数 器 恰 等 于 0， 没 有 主 元 素 候选 者 。 

@ 数组 的 元 素 全 部 扫描 结束 ， 计 数 器 大 于 0， 4[m] 就 是 主 元 素 候选 者 。 

@ 扫描 到 元 素 4[ 有 四 (m<j=m+2k<n) ， 计 数 器 等 于 0， 调用 candidate(4,c,n,m+2k) 
继续 寻找 主 元 素 候选 者 。 

于 是 ， 寻 找 主 元 素 候选 者 算法 描述 如 下 : 

算法 4.6 寻找 主 元 素 候选 者 

输入 : 数组 A[] , 数组 元 素 个 数 n, 已 被 移 去 的 元 素 个 数 m 

输出 : 如果 有 主 元 素 候选 者 , 则 返回 TRUE, c 为 主 元 素 候选 者 ; 否则 , 返回 FALSE 


1. template <class Type> 

2. BOLL candidate (Type A[],Type &c,int n,int m) 
3。. 

4 int j, count; 

5 BOLL b; 

6 if (m>=n) b = FALSE; 

对 else { 

8 c=A[lm; j=m+1; count = 1; 
9 while (j<n && count>0) { 

0。 if (A[j]==c) count = count + 1; 
和 else count = count — 1; 

2 订 二 记 到 和 

13。 } 

14. if (j==n && count==0) b = FALSE; 
15。 else if (j==n && count>0) b = TRUE7 
16. else b = candidate (A,c,n,j); 

17. } 

18% return b; 

5 ,和 
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算法 candidate 假定 数组 前 面 m 个 元 素 ( 4[0]~ 4[m-]1 ) 已 被 移 去 , 现在 从 元 素 4[m] 开 
始 ， 并 把 它 作 为 候选 者 c 来 处 理 。 如 果 现 在 m=n--1， 表 明 数 组 只 剩余 一 个 元 素 未 处 理 ， 则 
第 9~13 行 的 循环 条 件 将 不 满足 ， 循 环 体 不 会 执行 ， 而 第 15 行 的 条 件 语句 将 被 满足 ， 因 此 
返回 TRUE， 且 4[m] 也 将 作为 候选 者 被 返回 。 如 果 未 处 理 的 元 素 不 止 一 个 ， 则 第 9~13 行 
的 循环 将 继续 处 理 结论 4.1 和 结论 4.2 的 工作 ， 直 到 变量 j=n 或 count=0 为 止 。 这 时 ， 如 
果 j=n 且 count=0， 表 明 原 数组 有 偶数 个 元 素 ， 它 们 经 过 结论 4.1 和 结论 4.2 的 两 种 操作 
后 都 已 被 移 去 , 已 没有 剩余 的 元 素 ， 因此， 数组 没有 主 元素 ， 而 返回 FALSE ; 如 果 j=n 而 
count >0 ， 表 明 在 移 去 k (1<k<(n 一 m)/2)〉 对 元 素 后 ， 尚 有 若干 个 元 素 与 4[m] 相同 ， 因 
此 返回 TRUE， 且 4[m] 也 将 作为 候选 者 被 返回 ， 如 果 jn 而 count=0， 表 明 在 移 去 (1< 
kk<(n 一 m)/2) 对 元 素 后 ， 数 组 尚 有 剩余 的 元 素 未 处 理 ， 于 是 ， 在 第 16 行 递归 调用 candidate 
算法 ， 继 续 处 理 剩 余 的 元 素 。 

有 了 算法 candidate 后 ， 求 取 数组 主 元 素 的 majority 算法 可 描述 如 下 ， 它 把 candidate 
算法 所 返回 的 候选 者 元 素 和 数组 的 所 有 元 素 逐 一 进行 比较 ， 判 断 它 是 否 就 是 主 元 素 。 

算法 4.7 求 取 数组 主 元 素 

输入 : 数组 A[] ,数组 元 素 个 数 n 

输出 ， 如果 有 主 元 素 , 则 返回 TRUE, 主 元 素 为 m; 否则 , 返回 FALSE 


1. template <class Type> 

2. BOLL majority (Type A[],Type &m, int n) 
号 > 性 

4 int j, count = 0, k = 0; 

i BOLL flag; 

6 flag = candidate (A,m,n,o0); 

党 if(flag) { 

8 for (j=0;j<n;j++) 

i if (A[j]==m) count++; 

10s if (count<=n/2) flag = FALSE; 
Ls } 

2 return flag; 

Ek 冰 


显然 , majority 算法 的 时 间 复 杂 性 由 第 6 行 调用 candidate 所 花费 的 时 间 和 第 8、9 行 的 
循环 决定 ,而 后 者 的 运行 时 间 为 @(n) 。 假 定 candidate 算法 的 第 9~13 行 的 循环 体 每 次 只 处 
理 1 对 元 素 ， 就 执行 第 16 行 的 递归 调用 ， 并 假定 数组 元 素 为 偶数 ， 则 candidate 算法 的 时 
间 复 杂 性 可 由 下 面 的 递归 方程 确定 : 

"eh 
f(0)=0 
解 此 递归 方程 ， 可 以 得 到 f(n)=n/2=Q(n)。 

如 果 candidate 算法 的 第 9~13 行 的 循环 体 每 次 处 理 2k 〈( 1<i<m,k <n/2 ) 个 元 素 , 在 

递归 深度 为 m 时 ， 就 可 把 寻找 主 元 素 候选 者 的 范围 由 n 减 少 到 1 或 0 而 结束 递归 调用 ， 因 
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此 有 : 
六 和 <n 
则 每 次 递归 调用 时 循环 体 中 的 比较 次 数 为 区 1 总 比较 次 数 为 
Fk DT om 


=O(n) 
由 此 可 得 ，majority 算法 的 时 间 复 杂 性 为 @(n) 。 


4.1.5 整数 划分 问题 的 递归 算法 


用 一 系列 正 整数 之 和 的 表达 式 来 表示 一 个 正 整 数 ， 称 为 整数 的 划分 。 例 如 ，7 可 划分 为 : 


6+1 

多 二 325 守 帮 时 二 是 

4+3, 4+2+1, 4+1+1+1 

3 

祥和 生生 这 寿福 二 之 二 于 和 二 2 二 和 二 旦 二 

1 于 1#1 
则 上 述 任何 一 个 表达 式 都 称 为 整数 7 的 一 个 划分 。 正 整数 的 不 同 划分 的 个 数 称 为 正 整数 n 
的 划分 数 ， 记 为 p(n) 。 求 正 整 数 的 划分 数 称 为 整数 划分 问题 。 

为 了 求 取 p(n)， 定 义 下 面 两 个 函数 : 

@ rr(n,m): 正 整 数 n 的 划分 中 加 数 食 m 而 不 含 大 于 m 的 所 有 划分 数 。 

@ gqg(n, m): 正 整 数 n 的 划分 中 加 数 小 于 或 等 于 m 的 所 有 划分 数 。 

例如 ， 在 7 的 划分 中 : 

含 6 而 不 含 大 于 6 的 划分 有 6+ 1， 因 此 ，r(7,6)=1; 

含 5 而 不 含 大 于 5 的 划分 有 5+2，5+1+1， 因 此 ，r(7,.5)=2; 

含 4 而 不 含 大 于 4 的 划分 有 4+3，4+2+1，4+1+1+1， 因 此 ，r(7,.4)=3; 

含 3 而 不 含 大 于 3 的 划分 有 3+3+1, 3+2+2, 3+2+1+1, 3+1+1+1+1, 因此， 
3)=4 

而 加 数 小 于 或 等 于 6 的 划分 数 为 : 

qg(7,6)=r(7,6)+r(7,5)+r(7,4)+7r(7,3)+7(7,2)+r(7,1)=14 
加 数 小 于 或 等 于 5 的 划分 数 为 : 
q(7,5)=r(7,5)+r(7,4)+r(7,3)+r(7,2)+r(7,1)=13 
加 数 小 于 或 等 于 4 的 划分 数 为 : 
q(7,4)=r(7,4)+r(7,3)+r(7,2)+7r(7,1)=11 
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gq(n, m)= Dr(n,i) 
i=1 
= i)+r(n, m) 
i=1 
=g(n, m—l1)+r(n, m) (4.1.1) 
对 所 有 小 于 nn 的 m，r(n, m) 实际 上 是 整数 n 一 m 的 不 含 大 于 m 的 划分 数 。 例 如，x(7,3) 
是 整数 7 含有 3 而 不 含 大 于 3 的 所 有 划分 的 个 数 : 
FE 
它 同时 也 是 整数 7-3=4 的 不 含 大 于 3 的 划分 数 : 
EE 
因此 ， 有 : 
r(n,m)=g(n—m, m) (4.1.2) 
由 式 (4.1.1) 和 式 (4.1.2) 可 得 下 面 递归 关系 : 
(1) gq(n, m)=4q(n, m-1)+gq(n—m, m) 
对 所 有 的 正 整 数 n， 含 而 不 含 大 于 n 的 划分 只 有 一 个 ， 即 本身， 因此 有 x(n,n)=1， 
令 m=n， 由 式 (4.1.1) 可 得 下 面 关 系 : 
(2) gq(n,n)=gqg(n,n—l)+l 
显然 ，n 的 划分 不 可 能 包含 大 于 n 的 加 数 ， 因 此 有 : 
(3) gq(n,m)=g(n,n) m>n 
整数 1 只 有 一 个 划分 ， 而 不 管 m 有 多 大 ， 因 此 : 
(4) gq(l,m)=1 
对 所 有 整数 n， 含 1 而 不 含 大 于 1 的 划分 只 有 一 个 ， 即 1+1+… 十 1， 因 此: 
(5) gq(n,1)=1 
根据 上 面 5 个 关系 ， 整 数 划 分 问题 的 递归 算法 可 描述 如 下 : 
算法 4.8 整数 划分 问题 的 递归 算法 


输入 : 正 整 数 n, 划分 中 的 最 大 加 数 m 
输出 : 正 整 数 n 的 划分 数 


1. unsigned q(unsigned n,unsigned m) 
2. { 

| unsigned p; 

4 if (n<1l || m<l) p= 0; 

二 else if (n==1 || m==1) p= 17 

6 else if (n<=m) p = gq(n,n-1) + 1; 
有 else p = q(n,m-1) + q(n-m,m); 

8 

业 


return p; 
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在 求解 一 个 输入 规模 为 x»， 而 的 取 值 又 很 大 的 问题 时 ， 直 接 求 解 往往 非常 困难 。 这 
时 ， 可 以 先 分 析 问 题 本 身 所 具有 的 菜 些 特性 ， 然 后 从 这 些 特性 出 发 ， 选 择 某 些 适当 的 设计 
策略 来 求解 。 例 如 ， 如 果 把 个 输入 划分 成 个 子 集 ， 分 别 对 这 些 子 集 进 行 求解 ， 再 把 所 
得 到 的 解 组 合 起 来 ， 从 而 得 到 整个 问题 的 解 ， 这 样 ， 有 时 可 以 收 到 很 好 的 效果 。 这 种 方法 ， 
就 是 所 谓 的 分 治 法 。 

一 般 来 说 ， 分 治 法 是 把 问题 划分 成 多 个 子 问题 来 进行 处 理 。 这 些 子 问题 ， 在 结构 上 和 
原来 的 问题 一 样 ， 但 在 规模 上 比 原来 的 小 。 如 果 所 得 到 的 子 问题 相对 来 说 还 太 大 ， 可 以 反 
复 地 使 用 分 治 策略 ， 把 这 些 子 问题 再 划分 成 更 小 的 、 结 构 相 同 的 子 问题 。 这 样 ， 就 可 以 使 
用 递归 的 方法 分 别 求解 这 些 子 问题 ， 并 把 这 些 子 问题 的 解 组 合 起 来 ， 从 而 获得 原来 问题 
的 解 。 


42.1 分 治 法 的 例子 


例 4.6 最 大 最 小 问题 。 

企业 老板 有 n 块 金 块 ， 要 从 中 挑选 最 重 的 一 块 发 给 绩效 最 高 的 员工 ， 挑 选 最 轻 的 一 块 
发 给 绩效 最 低 的 员工 。 如 果 把 员工 的 绩效 作为 关键 字 ， 或 者 把 金 块 的 重量 作为 关键 字 ， 这 
个 问题 可 以 转换 成 在 一 个 具有 个 元 素 的 数组 里 ， 寻 找 关 键 字 最 大 、 最 小 的 元 素 问题 。 可 
以 很 容易 地 用 一 般 的 算法 来 解 这 个 问题 。 下 面 用 分 治 法 来 求解 ， 并 说 明 分 治 法 在 求解 这 个 
问题 时 的 执行 过 程 。 

假定 数组 中 的 元 素 由 整数 构成 。 使 用 分 治 法 ， 把 数组 划分 成 大 小 大 致 相同 的 两 个 子 数 
组 4, 和 4,， 再 对 这 两 个 子 数组 分 别 反复 地 使 用 分 治 法 ， 求 出 它们 的 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ; 
然后 ， 从 所 求 得 的 两 个 最 大 的 元 素 中 进行 比较 ， 挑 出 最 大 的 元 素 ， 从 两 个 最 小 的 元 素 中 进 
行 比较 ， 挑 出 最 小 的 元 素 ， 则 可 以 减少 元 素 比较 的 次 数 。 用 分 治 法 求 最 大 、 最 小 元 素 的 算 
法 描述 如 下 : 

算法 4.9 分 治 法 解 最 大 最 小 问题 

输入 : 整数 数组 A[] ,数组 的 起 始 边界 和 结束 边界 low 和 high 

输出 : 最 大 元 素 e_max 和 最 小 元 素 e_min 


1. void maxmin (int A[],int &e max,int &e min,int low,int high) 
2. { 

EE 油 int mid,x]1, yl,x2,y2; 

4 if ((high-low <= 1)) { /* 元 素 少 ， 直 接 求解 */ 
5 if (A[high]>A[low]) { 

6 e max = A[high]; 
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e min = A[low]; 
} 
9 else { 
10. e max = A[low]; 
由 e min = A[high]; 
bb } 
Es 本 
1 else { 
1 mid = (low + high)/2; /* 数组 划分 为 两 个 子 数组 */ 
16. maxmin (A, x1, yl, low,mid); /* 求 取 两 个 子 数组 的 最 大 最 小 值 */ 
1s maxmin (A, x2, y2,mid+]1,high); 
18. e max = maX (X1,X2) 7 /* 合并 成 原 数组 的 最 大 最 小 值 */ 
19. e min = min(yl,y2); 
20 . 
FA 


用 分 治 法 寻找 最 大 、 最 小 元 素 的 过 程 如 图 4.3 所 示 。 


图 4.3 寻找 最 大 、 最 小 元 素 的 过 程 


(1) 在 第 0 层 调用 算法 maxmin 时 ， 数 组 中 有 9 个 元 素 ; 算法 的 第 15 行 语句 把 数组 
分 为 两 个 子 数组 ， 第 16 行 对 具有 5 个 元 素 的 子 数组 ， 第 1 次 递归 调用 算法 maxmin， 进 入 
maxmin 的 第 1 层 调 用 。 假 定 断 点 记 为 (I6,16) ， 表 示 第 0 层 调用 执行 到 第 16 行 被 中 断 。 

(2) 在 进入 新 的 一 层 调 用 时 ， 子 数组 中 有 5 个 元 素 ， 算 法 第 15 行 语句 把 数组 分 为 两 
个 子 数组 , 第 16 行 对 具有 3 个 元 素 的 子 数组 ， 第 2 次 递归 调用 算法 maxmin， 进 入 maxmin 
的 第 2 层 调用 。 断 点 记 为 (五 ,16) ， 表 示 第 1 层 调用 执行 到 第 16 行 被 中 断 。 

(3) 在 第 2 层 调 用 中 ， 子 数组 中 有 3 个 元 素 ， 算 法 第 15 行 语句 把 数组 分 为 两 个 子 数 
组 ， 第 16 行 对 具有 2 个 元 素 的 子 数组 ， 第 3 次 递归 调用 算法 maxmin， 进 入 maxmin 的 第 3 
层 调 用 ; 断 点 记 为 (五 ,16) ， 表 示 第 2 层 调 用 执行 到 第 16 行 被 中 断 。 

(4) 在 第 3 层 调用 中 ， 子 数组 中 只 有 2 个 元 素 ， 直 接 由 算法 的 第 5~12 行 执行 ， 返 回 
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数 偶 3、8， 并 根据 第 2 层 的 断 点 (万 ,16) 返回 到 第 2 层 的 第 16 行 处 。 

(5) 在 第 2 层 调 用 中 ， 算 法 继续 执行 第 17 行 的 语句 ， 第 4 次 递归 调用 算法 maxmin， 
又 重新 进入 第 3 层 调用 ， 断 点 记 为 (ZL,,17)， 表 示 第 2 层 调用 执行 到 第 17 行 被 中 断 。 

(6) 在 第 3 层 调用 中 ， 只 有 1 个 元 素 ， 所 以 算法 的 第 5~12 行 执行 的 结果 是 返回 数 偶 
6、6， 并 根据 第 2 层 的 断 点 (一 ,17) 返 回 到 第 2 层 的 第 17 行 处 。 

(7) 在 第 2 层 调 用 中 ， 算 法 继续 执行 第 18、19 行 的 语句 ， 返 回 数 偶 3、8， 并 根据 第 
1 层 的 断 点 (五 ,16) 返回 到 第 1 层 的 第 16 行 处 。 

(8) 在 第 1 层 调用 中 ， 算 法 继续 执行 第 17 行 的 语句 ， 第 $ 次 递归 调用 算法 maxmin， 
又 重新 进入 第 2 层 调用 。 断 点 记 为 (五 ,17) ， 表 示 第 1 层 调用 执行 到 第 17 行 被 中 断 。 

(9) 在 第 2 层 调用 中 ， 子 数组 中 只 有 2 个 元 素 ， 直 接 执行 算法 的 第 5~12 行 ， 返 回 数 
偶 1、2， 并 根据 第 1 层 的 断 点 (五 ,17) 返回 到 第 1 层 的 第 17 行 处 。 

(10) 在 第 1 层 调用 中 ， 算 法 继续 执行 第 18、19 行 的 语句 ， 返 回 数 偶 1、8， 并 根据 
第 0 层 的 断 点 (10,16) 返回 到 第 0 层 的 第 16 行 处 。 

(11) 在 第 0 层 调 用 中 , 算法 继续 执行 第 17 行 的 语句 ， 第 6 次 递归 调用 算法 maxmin， 
又 重新 进入 第 1 层 调 用 ， 这 时 子 数组 中 有 4 个 元 素 。 断 点 记 为 (Fo,17) ， 表 示 第 0 层 调用 执 
行 到 第 17 行 被 中 断 。 

(12) 在 第 1 层 调用 中 , 算法 的 第 15 行 把 子 数组 中 的 4 个 元 素 划分 为 两 个 子 数 组 ; 第 
16 行 对 具有 2 个 元 素 的 子 数组 , 第 7 次 递归 调用 算法 maxmin, 进入 maxmin 的 第 2 层 调 用 。 
断 点 记 为 (五 ,16) ， 表 示 第 1 层 调 用 执行 到 第 16 行 被 中 断 。 

(13) 在 第 2 层 调 用 中 , 子 数 组 中 只 有 2 个 元 素 ， 直 接 执行 算法 的 第 5~12 行 ， 返 
偶 4、9， 并 根据 第 1 层 的 断 点 (五 ,16) 返回 到 第 1 层 的 第 16 行 处 。 

(14) 在 第 1 层 调用 中 , 算法 继续 执行 第 17 行 的 语句 ， 第 8 次 递归 调用 算法 maxmin， 
又 重新 进入 第 2 层 调用 。 断 点 记 为 (五 ,17) ， 表 示 第 1 层 调用 执行 到 第 17 行 被 中 断 。 

(15) 在 第 2 层 调用 中 ， 子 数组 中 只 有 2 个 元 素 ， 直 接 执行 算法 的 第 5~12 行 ， 返 回 
数 偶 5$、7， 并 根据 第 1 层 的 断 点 (五 ,17) 返回 到 第 1 层 的 第 17 行 处 。 

(16) 在 第 1 层 调用 中 ， 算 法 继续 执行 第 18、19 行 的 语句 ， 返 回 数 偶 4、9， 并 根据 
第 0 层 的 断 点 (Zo,17) 返回 到 第 0 层 的 第 17 行 处 。 

(17) 在 第 0 层 调用 中 ， 算 法 继续 执行 第 18、19 行 的 语句 ， 返 回 数 偶 1、9， 并 返回 
到 调用 它 的 算法 。 至 此 ， 算 法 的 工作 完成 。 

令 C(n) 表 示 算 法 对 n 个 元 素 的 数组 所 执行 的 比较 次 数 。 假 定 n 是 2 的 早 ， 当 ”=2 时 ， 
由 第 5 行 执行 一 次 元 素 比较 操 作 ;， 当 n>2 时 ， 由 第 16、17 行 执行 2 次 对 /2 个 元 素 的 递 
归 调 用 ， 以 及 第 18、19 行 的 两 个 元 素 比较 操作 。 因 此 ， 可 以 列 出 如 下 的 递归 方程 : 

C2)=1 
ee 攻关 和 
令 n=2，C(n)=C(25)=7(E)， 把 上 面 方程 改写 成 ; 


数 


回 


n(1)=1 
1(E)=27(KE-1)+2 大 >1 
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解 上 述 递归 方程 ， 有 : 
h(k)=2(2h(k—2)+2)+2 
=22h(RE=2)42242 


= 


x 
= 
i=1 


=12t42t_2 


==n—2 


可 见 ， 用 分 治 法 求解 最 大 最 小 问题 ， 元 素 比较 次 数 为 (3n/12)-2。 同 时 ， 算 法 的 递归 
深度 为 =logn ， 每 递归 调用 一 次 ， 就 分 配 常数 个 工作 单元 。 因 此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空 
间 为 @(logn)。 

例 4.7 合并 排序 的 分 治 算法 。 

第 3 章 所 叙述 的 合并 排序 算法 ， 可 以 很 方便 地 用 分 治 法 来 实现 。 下 面 是 合并 排序 的 分 
治 算法 的 描述 : 

算法 4.10 合并 排序 的 分 治 算法 

输入 : 数组 A[] , 起 始 元 素 下 标 low， 最 后 元 素 下 标 high 

输出 ; 按 递增 顺序 排序 的 数组 RAT] 


1. template <class Type> 
2. void mergesort (Type A[],int low,int high) 
了 

4 int mid; 

三 if (low<high) { 
6 mid = (low + high)/2; 

全 mergesort (A, low,mid); 

8 mergesort (AR,mid+l,high) 7 
9 merge (A, low,mid,high); 
306。 } 

Ep 


mergesort 算法 在 形式 上 类 似 于 maxmin 算法 ， 把 数组 划分 成 大 小 大 致 相同 的 两 个 子 数 
组 4,、4,， 再 对 这 两 个 子 数组 分 别 反复 地 使 用 分 治 法 ， 对 它们 进行 排序 ， 然后 ， 再 合并 已 
排序 好 的 两 个 子 数组 。 其 工作 过 程 也 完全 类 似 于 maxmin 算法 。 

merge 算法 在 最 好 情况 下 运行 时 间 为 n/2， 在 最 坏 情 况 下 是 n-1。 因 此 ，mergesort 算 
法 在 最 好 情况 下 的 运行 时 间 可 由 下 面 的 递归 方程 确定 : 

=0 
f (m=2f(n/2)+n/2 


"103。 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


令 n=2*，f(n)=f(2*)=h(k)， 把 上 面 方程 改写 成 : 
h(0)=0 
h(k)=2h(k-1) +2" 

解 此 递归 方程 ， 可 得 : 

h(k)=2h(k -1)+2"! 
=22h(k—2)+2.2* 


=247(0) 上 大.24- 
1 
= St 
在 最 坏 情 况 下 ，mergesort 算法 的 运行 时 间 可 由 下 面 的 递归 方程 确定 : 
f(1)=0 
f(n)=2f(n/2)+n-!1 
令 n=2*，f(n)=/(2*)=h(k)， 把 上 面 方程 改写 成 : 


h(0)=0 
h(k)=2h(k—1)+2* -1 


解 此 递归 方程 ， 可 得 : 
h(k)=2h(k-1)+2* -1 
=227(E= 人 0422 = 


大 一 1 
=241(0)+ 大 .2 一 》 2 
i=0 


=nlogn—n+l 


与 第 3 章 用 循环 方法 实现 的 合并 排序 算法 的 结果 一 致 。 
4.2.2 分 治 法 的 设计 原理 


对 于 一 个 规模 为 n 的 问题 P(n)， 可 以 把 它 分 解 为 个 规模 较 小 的 子 问 题 ， 这 些 子 问 题 
互相 独立 ， 且 结构 与 原来 问题 的 结构 相同 。 在 解 这 些 子 问题 时 ， 又 对 每 一 个 子 问 题 进行 进 
一 步 的 分 解 ， 直到 某 个 阔 值 mw 为止。 递归 地 解 这 些 子 问题 ， 再 把 各 个 子 问题 的 解 合并 起 来 ， 
就 得 到 原来 问题 的 解 。 这 就 是 分 治 法 的 思想 方法 。 

1， 分 治 法 的 设计 步骤 

一 般 来 说 ， 可 以 把 这 种 设计 方法 描述 如 下 : 

divide and conquer (P(n)) 

{ 
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if (nm<=mo) 
return adhoc(P(n)); 
else { 
divide P into smaller subinstances P,P,,--…, Pi.; 
for (i=1;i<=k;i++) 
yi= divide and conquer (P,); 


return merge(yivyazvvye)7 


} 


其 中 ，nm 为 某 一 个 闪 值 ， 当 问题 的 规模 小 于 或 等 于 no 时 , 可 以 不 必 再 对 问题 进行 分 解 ， 
而 直接 使 用 adhoc 求解 ; adhoc 是 分 治 算法 中 的 一 个 子 算法 , 用 来 直接 求解 规模 较 小 的 问题 
P 了 ; merge 是 分 治 算法 中 的 合并 子 算法 ， 用 来 把 子 问题 P,P,,…, Pi 的 解 y1,y2,…, yk， 
合并 为 问题 P 的 解 。 

从 上 面 分 治 法 的 描述 中 可 以 看 到 ， 分 治 法 的 设计 由 下 面 3 个 步骤 组 成 ; 

(1) 划分 步 : 在 这 一 步 ， 把 输入 的 问题 实例 划分 为 个 子 问题 。 一 般 来 说 ， 应 尽量 使 
这 大 个 子 问题 的 规模 大 致 相同 。 在 很 多 情况 下 ， 使 上 =2， 例 如 上 面 的 最 大 最 小 问题 那样 。 
也 有 大 =1 的 划分 ， 但 这 仍然 是 把 问题 划分 成 两 部 分 ， 取 其 中 的 一 部 分 ， 而 丢弃 另 一 部 分 。 
例如 二 叉 检索 问题 ， 如 果 用 分 治 法 来 处 理 ， 就 可 以 这 样 处 理 。 

(2) 治理 步 : 当 问 题 的 规模 大 于 某 个 预定 义 的 阔 值 mw 时 , 治理 步 由 个 递归 调用 组 成 。 
在 上 面 的 最 大 最 小 问题 中 ， 效 值 we =2 。 可 以 把 阔 值 置 为 任何 正常 数 ， 但 是 一 般 来 说 ， 阔 
值 的 大 小 经 常 与 算法 的 性 能 有 关 。 对 某 些 算法 ， 当 大 =2 时 ， 使 阔 值 ze =8 或 16， 有 时 可 以 
改善 算法 的 性 能 ， 而 继续 增 大 闵 值 ， 使 其 到 达 某 一 点 以 后 ， 算 法 的 性 能 就 开始 下 降 了 。 这 
在 很 大 程度 上 取决 于 算法 中 的 adhoc 对 阔 值 m 的 敏感 程度 ， 以 及 merge 的 处 理 情况 。 但是， 
应 该 强调 ， 在 某 些 算法 里 阔 值 可 能 不 会 像 1 那么 小 ， 它 必须 大 于 某 个 常数 。 通 过 仔细 地 分 
析 算 法 ， 通 常 可 以 找到 这 个 常数 。 

(3) 组 合 步 : 这 一 步 是 把 各 个 子 问 题 的 解 组 合 起 来 。 它 对 分 治 算法 的 实际 性 能 至 关 重 
要 ， 算 法 的 有 效 性 很 大 程度 上 依赖 于 组 合 步 的 实现 。 为 理解 这 一 点 ， 假 定 n=k”，no =1。 
adhoc 解 规模 为 1 的 问题 , 需 花费 1 个 单位 时 间 。 在 把 问题 划分 为 个 子 问题 求解 后 , merge 
把 个 子 问题 的 解 合并 成 原 问 题 的 解 ， 需 花费 bn 个 单位 时 间 (其 中 ，5b 是 某 个 正常 数 ) 。 
那么 ， 分 治 算法 的 运行 时 间 可 由 下 面 的 递归 方程 确定 : 

Te 
f(n)=kf(n/k)+bn n>1 


因为 n=k™， 所 以 ， 有 : 

i Eh i A Eg 
令 f(k")=h(m)， 上 面 的 递归 方程 可 以 改写 为 : 

h(0)=1 

h(m)=kh(m-1)+bk™ 
解 这 个 递归 方程 ， 得 到 : 
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f=hm)=k(khm 2 +bk™) +bk™ 
=k2h(m—2)+2bk™ 
=k"h(0)+mbk™ 
=n+bnlogen 
由 上 式 可 以 看 到 , 算法 的 整个 运行 时 间 中 ，adhoc 子 算法 共 花 费 n 个 单位 时 间 ， 而 组 合 
步 花费 的 时 间 为 bnlogkn 。 当 5>1，n 很 大 时 ， 它 确定 了 算法 的 实际 性 能 。 
2. adhoc、merge、 子 问题 个 数 与 时 间 复 杂 性 的 关系 
从 上 面 的 分 析 看 到 ， 分 治 算法 的 运行 时 间 ， 与 adhoc 子 算法 、 组 合 步 merge 子 算法 的 
运行 时 间 以 及 子 问题 的 个 数 上 有 关 。 在 确定 分 治 算法 运行 时 间 的 递归 方程 中 ，adhoc 子 算法 
的 运行 时 间 确 定 了 递归 方程 的 初始 值 ，merge 子 算法 的 运行 时 间 确 定 了 递归 方程 的 非 齐 次 
项 ， 而 子 问题 的 个 数 确 定 了 递归 方程 低 阶 项 的 系数 。 下 面 的 几 个 定理 ， 说 明了 这 几 个 参数 
与 算法 时 间 复 杂 性 的 关系 。 
定理 4.1 令 b、4q 是 非 负 常 数 ，n 是 2 的 寡 ， 则 递归 方程 


=1 
ro-| 2f(n/2)+bnlogn nz2 


的 解 是 : 
f/(n=O(nlog’n) (4.2.1) 
证 明 因为 n 是 2 的 究 , 令 n=2*， 即 k=logn， 再 令 h(k)=f(2*)=f(n)， 递归 方程 
可 重新 写成 : 
d k=0 
0 2 Da kz1 


解 上 述 方程 ， 有 : 
h(k)=2(2h(k-2)+b(k-1)2" 1)+bk2* 
=22h(k—2)+(k-1+k)b2* 


=2th(0)+(1+2+.……+k—1+k)b2* 
大 
=dn+bn ?i 
i=1 
=dn+3bnk(ktl) 
=dn+3bnlogn(logn+1) 


=Q(nlog’ n) 
定理 证 毕 。 
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引 理 4.1 令 a、c 是 非 负 整数 ，b、q 和 zx 是 非 负 常 数 ， 对 某 个 非 负 整数 上 ， 有 7m=c*， 
则 递归 方程 : 


d ne 
f(n)= 
af(n/c)+bn” n>2 
的 解 是 : 
f(n)=bn’ loge.nt+dn™ a=e™ (4.2.2) 
Loe Ls J -| a -| 六 法 (4.2.3) 
一 a 一 c 


证 明 因为 n=c*， 有 k=logen， 令 h(k)=f(c*)=f(n)， 原 递归 方程 重新 写成 : 
k=0 
2 kz1 
求解 该 方程 ， 有 : 
h(k)=a(ah(k—2)+bc td*)+be' 
=ah(k—2)+abct dD* +betr 


=ath(0)+at pe tat ?be*+...+adber” 
kl 
= arh(0)+ Dya'be tn) 


i=0 


kl 
=ath(0)+be"™ (a/c*)’ 


i=0 


kl 
=das" +bn” Dale’) 
i=0 


下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) a=cexz， 有 : 


大 -1 
D(ale*) =k=logen 
i=0 


因为 log。a =loge c*=x， 由 式 (2.1.7) 有 : 


logen _ plogea 一 ji 


a 


由 此 得 到 : 


大 一 1 
f(n)=h(k)=dars" +bn™ Pa/e’) 


0 
=dn* +bn’” logen 


(2) az#c*， 由 式 (2.1.19) 及 n=c*， 有: 


~ 
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kl x 9 
Bi Palery _bn (a/c ) -bn 
(a/c”)-1l 
at —bn™ 
(a/c”)-l1 
boalen cm 
Q 一 cx 
be™ns bon 
Q 一 cf 
因此 ， 
kl 
f(n)=h(k)=dars" +bn™ Zale’) 
Ey 
dneeee be ne® ben”™ 
Q 一 cx 
| be Fr 
a-—c”™ Q 一 cr 
引 理 证 毕 。 


由 引 理 4.1， 可 得 出 下 面 两 个 推论 : 


推论 4.1 令 a、c 是 非 负 整数 ， bp、q 和 x 是 非 负 常数 , 对 某 个 非 负 整数 &， 有 n=c*， 


则 递归 方程 : 
dq | 
Ls n>2 
的 解 满足 : 
f(n)=bn” loge n+dn™ 入 
dn™ a<c’,dzbc” /(c” —a) 
Am< Eb a<e™,d<be/(e*—a) 
cx 一 Q 


证 明 式 (4.2.4) 和 式 (4.2.6) 直接 由 引 理 4.1 得 出 ， 下 面 证 明 式 〈4.2.5) 。 
因为 op<cx ， 有 log。a<logocz =x， 所 以 ，nMs <n*; 由 引 理 4.1， 有 : 
19-4 -| 苦 玫 


a= 


bc”™ bce™ i 
= a ns 


因此 ， 当 qzbe*/(c*-a) 时 ， 有 : 
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(4.2.4) 


(4.2.5) 


(4.2.6) 
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rn<| 5 = 二 六 
C 一 Q C 一 QG 


=dn”™ 
当 q <be*/(ce*-a) 时 ， 立 即 有 : 
Ac be ]* 


c*—a 


式 (4.2.5) 证 毕 。 
由 引 理 4.1， 令 x=1， 可 得 下 面 的 推论 : 


推论 4.2 令 a、c 是 非 负 整 数 ，b、4 是 非 负 常数 ， 对 某 个 非 负 整 数 ， 


则 递归 方程 : 
d n=1 
ro-| af(n/c)+bn n>2 
的 解 是 : 
f(n)=bnlog.nt+dn a=c 


1/09- 太太 azxc 
a 一 c 


a-e 
由 引 理 4.1 和 推论 4.1， 可 得 下 面 定理 : 


有 n=c*， 


(4.2.7) 
(4.2.8) 


定理 4.2 令 a、c 是 非 负 整 数 ,，b、qd 和 x 是 非 负 常数 , 对 某 个 非 负 整数 ， 有 n=c*， 


则 递归 方程 : 
站 运 n=1 
A af(n/c)+bn*™ n>2 
的 解 是 
O(n™) Q<cx 
f(n)=1 O(n” logn) 站 三 全 
(ns°) a>ce”™ 
如 果 令 x=1， 则 有 : 


(maoge") Q>c 


QO(n) a<c 
f(n)=1) O(nlogn) 入 三 坡 


3. 子 问题 规模 与 时 间 复 杂 性 的 关系 


(4.2.9) 


(4.2.10) 


在 分 治 算法 中 ， 规 模 为 n 的 问题 有 可 能 被 分 解 为 个 规模 各 不 相同 的 子 问 题 。 这 时 ， 
所 列 出 的 递归 方程 ， 用 归纳 法 求解 存在 一 定 程度 的 困难 。 但 是 ， 在 很 多 情况 下 ， 给 定 的 递归 
方程 类 似 于 某 个 已 知 的 递归 方程 ， 而 后 者 的 解 是 预先 知道 的 。 这 时 ， 可 以 假设 所 列 出 的 递归 
方程 的 解 ， 与 已 知 递归 方程 的 解 存在 一 个 常数 因子 c 的 关系 ; 然后 证 明 并 推导 出 c 的 大 小 ， 
从 而 从 侧面 证 明 所 列 出 的 递归 方程 解 的 上 界 或 下 界 。 利 用 这 种 方法 ， 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 
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定理 4.3 令 b 和 c,、c, 是 大 于 0 的 常数 ， 则 递归 方程 : 


b n=1 
= (4.2.11) 
oy [nna >? 
的 解 是 
_ | 8(Cnlogm) | 
1-| 2 Be (4.2.12) 
特别 地 ， 当 cl+c, <1 时 ， 有 : 
f(n)<bn/(l-a -ce)=0(n) (4.2.13) 


证 明 (1) 考虑 cj+c, =1 的 情况 
如 果 ci =cz =1/2， 上 述 方程 相当 于 : 


/m=1 2 2 
[2f(n/2)+bn nz2 


由 式 〈4.2.7) 知 ， 这 个 方程 的 解 是 bnlogn+bn。 因 此 ， 假 定 存在 一 个 待定 常数 。>0 ， 使 
得 对 所 有 的 | cin |、| ca ,n=2， 
f(n)<cbnlogn+bn (4.2.14) 
成 立 。 把 式 〈4.2.14) 代入 所 求解 递归 方程 (4.2.11) 的 右边 ， 有 : 
fm)=/ (an) +f (en )+on 
<cbl on llogl on |+bl en |+ebl esn Jlogl csn |+bl esn |+bn 
<cbcnlogcnt+bcn+cbc,nlogcsn+bc,nt+bn 
=cbnlogn+bn+cbn(cilogci+c> logcs)+bn 
要 使 式 〈4.2.14) 成 立 ， 必 须 有 : 
cbn(aloga +c,logc,)+bn<0 


因为 cu +cs =1， 所 以 : 


cl logcl +cz logcz <0 


因此 ， 有 : 
c= -1/(cloga +c, logc,) (4.2.15) 
则 c 是 一 非 负 常数 。 因 此 ， 在 满足 式 (4.2.15) 时 ， 有 : 
§(njs= nl 4 +bn=O(nlogn) 


ciloga +c, logc, 
可 以 用 类 似 的 方法 证 明 f(n)=Q(nlogn)。 因 此 ，f(n)=e(nlogn)。 
(2) 考虑 cl +c; <1 的 情况 
如 果 cl =cs =1/4， 上 述 方程 相当 于 : 


(= b w= 
fn) 2 0n4) tbn A 


由 式 (4.2.8)〉 知 ， 这 个 方程 的 解 是 25n-bVn 。 因 此 ， 假 定 存在 一 个 待定 常数 c> 0 ， 使 得 
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对 所 有 的 | cin |、 [cn |， n>2, 
f(n)<cbn (4.2.16) 
成 立 。 把 式 〈4.2.16) 代入 所 求解 递归 方程 (4.2.11) 的 右边 ， 有 : 
fm=/ Lan ALesn D+ton 
<cb|lanltebl enl|+bn 
<cbcn+cbc,n+bn 


=c(c1t+cs)bnt+bn 


要 使 式 (4.2.16) 成 立 ， 必 须 有 : 


c(atcs)bnt+bn<cbn 
即 有 : 
cz>1/(l—c—c,) (4.2.17) 
因此 ， 在 满足 式 (4.2.17) 时 ， 有 : 
f/f(n)<bn/(l-a -ce,)=O0(n) (4.2.18) 
可 用 类 似 方 法 证 明 f(n)=Q(n)。 因 此 ，/f(n)=8B(n)。 
定理 4.3 说 明 : 当 子 问题 规模 之 和 小 于 原 问题 的 规模 时 ， 算 法 的 运行 时 间 可 以 达到 
Q@(n)。 但 必须 注意 ， 这 个 线性 时 间 是 乘 以 一 个 常数 因子 5/(1-ci -cz ) 的 。 


4.2.3 快速 排序 


第 3 章 叙述 的 用 循环 迭代 实现 的 合并 排序 算法 merge_sort 和 本 章 前 面 所 讲 的 用 分 治 法 
实现 的 合并 排序 算法 mergesort 都 使 用 了 算法 merge， 把 两 个 递增 的 子 序 列 合并 成 一 个 递增 
的 序列 ， 其 中 用 到 了 一 个 大 小 为 的 工作 空间 。 本 节 将 使 用 另 一 种 分 治 算法 ， 不 需要 额外 
的 工作 空间 ， 即 可 对 个 元 素 进行 排序 。 其 思想 方法 是 把 一 个 序列 划分 为 两 个 子 序列 ， 使 
第 1 个 子 序列 的 所 有 元 素 都 小 于 第 2 个 子 序列 的 所 有 元 素 。 不 断 地 进行 这 样 的 划分 ， 最 后 
构成 个 序列 ， 每 个 序列 只 有 一 个 元 素 。 这 时 ， 它 们 就 是 按 递 增 顺序 排列 的 序列 了 。 

1. 序列 的 划分 

定义 4.1 给 定 序列 a ,a,,…,a, ， 如 果 存 在 元 素 ak ， 使 得 对 所 有 的 (1<i<k) ， 都 有 
< ar， 对 所 有 的 j(k<j<n) 都 有 aj >ar， 就 称 ak 是 这 个 序列 的 枢 点 〈pivot) 元 素 。 

于 是 ， 如 果 能 在 序列 中 寻找 一 个 枢 点 元 素 ， 就 可 以 把 序列 划分 成 小 于 枢 点 元 素 的 子 序 
列 、 枢 点 元 素 以 及 大 于 枢 点 元 素 的 子 序列 。 

在 序列 中 寻找 枢 点 元 素 的 一 种 方法 是 : 把 序列 的 第 1 个 元 素 作为 枢 点 元 素 ， 重 新 排列 
这 个 序列 ， 使 得 枢 点 元 素 之 前 的 元 素 都 小 于 枢 点 元 素 ， 枢 点 元 素 之 后 的 元 素 都 大 于 枢 点 元 
素 。 下 面 是 这 种 方法 的 描述 : 


人 
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算法 4.11 按 枢 点 元 素 划分 序列 
输入 : 数组 A[] ,序列 的 起 始 位 置 low, 终止 位 置 high 
输出 : 按 枢 点 元 素 划 分 的 序列 AI] , 枢 点 元 素 位 置 i 


1. template <class Type> 

2. int split(Type A[],int low,int high) 
3. { 

4 int k,i = low; 

本 Type x = A[low]; 

6 for (k=low+l;k<=high;k++) { 
7 if (A[k]<=x) { 

8 EE 

9 if (i!=k) 

10. swap (A[i],A[k]); 
Es } 

2 } 

Ls swap (A[low] ,A[i]); 

14. return i; 

ss 


该 算法 维护 两 个 指针 i 和， 它们 分 别 初始 化 为 low 和 1ow+1。 这 两 个 指针 由 左 到 右 移 
动 ， 使 得 在 执行 for 循环 的 每 一 轮 循环 体 之 后 ， 都 有 : 

(1) 4[1ow]=x。 

(2) 对 所 有 的 j (low<j<i) 都 有 4[7] <x。 

(3) 对 所 有 的 j (i<j<k) 都 有 4[7]>x。 

在 这 个 算法 扫描 了 所 有 元 素 之 后 , 再 把 枢 点 元 素 4[1ow] 和 4[i] 进行 交换 , 使 得 枢 点 元 
素 位 于 指针 的 位 置 ， 从 而 使 得 指针 i 之 前 的 所 有 元 素 都 小 于 或 等 于 枢 点 元 素 ， 指 针 i 之 后 
的 所 有 元 素 都 大 于 枢 点 元 素 。 图 4.4 说 明了 这 种 情况 。 


(a) 在 for 循环 的 每 一 轮 循环 之 后 


生生 


(b) 在 算法 结束 之 后 
图 4.4 算法 split 的 工作 情况 
在 执行 这 个 算法 时 ， 序 列 中 的 所 有 元 素 都 需要 与 枢 点 元 素 4[1ow] 进 行 比较 ， 以 确定 该 
元 素 应 该 处 于 枢 点 元 素 之 前 ， 还 是 处 于 枢 点 元 素 之 后 。 因 此 ， 划 分 个 元 素 序列 的 split 算 
法 ， 需 执行 2-1 次 元 素 比 较 操 作 。 所 以 ， 其 时 间 复 杂 性 是 @(z) 。 


> 
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2. 快速 排序 算法 的 实现 
现在 ， 利 用 split 算法 来 实现 快速 排序 。 下 面 是 快速 排序 算法 的 描述 : 


算法 4.12 快速 排序 算法 
输入 : 数组 A[] ,数组 元 素 的 起 始 位 置 1ow, 终止 位 置 high 
输出 : 按 递增 顺序 排序 的 数组 A[] 


1. template <class Type> 

2. void quick sort(Type A[l],int low,int high) 
3. 1{ 

4 Lat ks 

Si if (low<high) { 

6 k = split(A,1low,high); 

7 quick sort (A,1low, k-1); 

8 quick sort (A,k+1,high); 

全 


10,. 1 

算法 的 第 5 行 判断 被 排序 子 序列 的 起 始 位 置 和 终止 位 置 是 否 重 登 ， 如 果 是 ， 说 明 该 序 
列 只 有 一 个 元 素 ， 无 须 继续 排序 ， 算 法 直接 返回 ， 如 果 不 是 ， 则 第 6 行 的 split 算法 对 子 序 
列 进行 划分 ， 找 出 该 子 序列 新 的 枢 点 元 素 位 置 。 第 7、8 行 继续 对 被 划分 出 来 的 两 个 新 的 
子 序列 递归 调用 quick_sort 算法 ， 进 行 新 的 一 轮 划分 。 下 面 的 例子 说 明 quick sort 算法 的 工 
作 过 程 。 

例 4.8 图 4.5 表示 quick sort 算法 的 执行 过 程 。 假 定数 组 元 素 的 关键 字 值 如 图 4.5 中 
的 第 1 排 数字 所 示 ， 后 续 的 几 排 数字 分 别 表 示 逐 次 调用 split 算法 后 ， 枢 点 元 素 、 被 划分 的 
两 个 子 序列 的 关键 字 值 。 在 第 1 次 调用 时 ， 进 入 递归 算法 的 第 0 层 。split 产生 的 枢 点 元 素 
关键 字 值 为 5。 此 外 ， 把 序列 划分 成 两 个 子 序 列 ， 关 键 字 值 分 别 为 2、4、3 和 8、6、7、9。 
下 面 用 元 素 的 关键 字 值 来 代表 该 元 素 。 第 0 层 的 第 7 行 对 序列 2、4、3 进行 处 理 ， 第 8 行 
对 序列 8、6、7、9 进行 处 理 。 在 第 7 行 处 理 时 ， 调 用 quick_ sort， 进 入 第 1 层 递归 。 在 第 
1 层 ，split 产生 枢 点 元 素 2， 并 把 序列 划分 成 一 个 空 的 序列 ， 及 一 个 由 元 素 4、3 构成 的 序 
列 ; 第 1 层 的 第 7 行 对 空 序列 调用 quick_sort 后 ,马上 返回 ; 第 8 行 处 理 序列 4、3 的 调用 ， 
进入 第 2 层 递归 。 在 第 2 层 ，split 产生 枢 点 元 素 4， 并 把 序列 划分 成 由 元 素 3 构成 的 序列 
及 一 个 空 序列 ， 第 2 层 的 第 7 行 对 元 素 3 调用 quick_sort， 因 为 只 有 一 个 元 素 ， 马 上 返回 ; 
接着 的 第 8 行 对 空 序列 调用 quick_sort, 也 马上 返回 。 第 2 层 在 完成 第 8 行 的 处 理 后 返回 到 
第 1 层 。 这 样 ， 第 1 层 的 第 8 行 也 完成 了 对 序列 4、3 的 处 理 ， 返 回 到 第 0 层 ， 继 续 执行 第 
0 层 第 8 行 对 序列 8、6、7、9 的 处 理 ， 从 而 又 进入 第 1 层 。 第 1 层 split 产生 枢 点 元 素 8 和 
两 个 子 序列 7、6 及 9。 第 1 层 的 第 7 行 对 序列 7、6 进行 处 理 ， 而 第 8 行 对 序列 9 进行 处 
理 。 当 第 8 行 处 理 完 后 ， 返 回 到 第 0 层 。 这 时 ， 第 0 层 也 完成 了 第 8 行 的 处 理 ， 从 而 返回 
到 主 调用 的 算法 。 


~ 
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图 4.5_ quick _ sort 算法 的 执行 过 程 


局 


3. 最 坏 情况 分 析 


如 果 被 排序 的 初始 序列 ， 其 元 素 已 经 是 按 递 增 顺 序 或 递减 顺序 排列 的 ， 则 这 时 就 处 于 
最 坏 的 情况 。 如 果 是 按 递 增 顺 序 排列 的 ， 算 法 每 一 次 执行 split， 总 使 枢 点 元 素 位 于 子 序列 
的 第 1 个 位 置 ， 原 序列 被 划分 成 一 个 空 序 列 ， 及 一 个 长 度 为 -1 的 子 序列 。 算 法 quick_sort 
第 7、8 行 的 调用 参数 将 分 别 是 quick_sort(4,0,-1) 及 quick sort(4,1,m-1)。 第 1 个 调用 是 
对 一 个 空 序列 进行 操作 , 将 马上 返回 ; 第 2 个 调用 将 对 一 个 长 度 为 -1 的 子 序 列 进行 操作 ， 
在 执行 split 后 ， 它 又 将 调用 quick_ sort( 4,1,0) 及 quick_ sort( 4,2,m-1)， 前 者 仍然 是 对 空 序 
列 的 操作 ， 后 者 则 是 对 长 度 为 -2 的 子 序 列 进行 操作 。 结 果 是 产生 一 系列 的 对 空 序列 的 操 
作 ， 以 及 如 下 一 系列 的 实质 性 操作 : 

quick sort( A,0.n—1), quick sort( A,l,n—1), -…, quick sort( A,n—l1,n—1) 

对 一 系列 空 序列 的 操作 的 总 时 间 花 费 是 @(n) ， 而 上 述 这 些 实质 性 的 操作 又 转 而 对 算 

法 split 执行 如 下 的 一 系列 操作 : 
split( 4,0,n—1),split( 4,1,n—1),.…,split( 4A,n—1,n—1) 

split 对 个 元 素 的 序列 进行 划分 ， 需 要 执行 2-1 次 元 素 比较 操作 。 由 此 ， 在 最 坏 情况 

下 ， 算 法 quick sort 所 执行 的 元 素 比 较 的 总 次 数 是 : 
(nD+(n-2) 4+1+0=3n(n -1)=0(7) 


如 果 初 始 序列 已 经 是 按 递 减 顺序 排列 的 ， 则 情况 类 似 。 

在 上 述 最 坏 情况 下 ， 算 法 的 递归 深度 为 ， 每 一 次 递归 调用 ， 都 需要 常数 个 工作 单元 。 
因此 ， 在 这 种 情况 下 所 需要 的 工作 单元 为 @(n) 。 

在 下 面 的 章节 中 将 看 到 : 可 以 用 线性 时 间 @(n) 在 ”个 元 素 的 序列 中 , 选取 中 值 元 素 作 
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为 枢 点 元 素 。 如 果 采 用 这 种 方法 来 划分 序列 , 将 把 序列 划分 成 两 个 长 度 接近 相同 的 子 序列 。 
这 样 ， 两 个 递归 调用 都 可 以 对 接近 相同 长 度 的 序列 进行 操作 。 于 是 ， 算 法 所 执行 的 元 素 比 
较 次 数 ， 就 有 如 下 的 递归 方程 : 
f(D=0 = 
a n>1 
解 这 个 递归 方程 ， 可 以 得 到 f(n)=B(nlogn)。 因 此 ， 得 到 如 下 结论 : 算法 quick_sort 
在 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 是 @(n?)， 如 果 选 取 序列 的 中 值 元 素 作为 枢 点 元 素 ， 则 算法 的 时 
间 复 杂 性 是 @(nlogn) 。 这 时 ， 算 法 的 递归 深度 接近 于 logm 。 因 此 ， 所 需要 的 工作 单元 为 
QA(logn)。 


4. 平均 情况 分 析 


假定 序列 中 所 有 元 素 的 关键 字 的 值 都 不 相同 ， 元 素 的 每 一 种 排列 的 概率 都 一 样 ， 则 序 
列 中 任何 元 素 作为 序列 的 第 1 个 元 素 的 可 能 性 也 一 样 ， 即 它们 被 选取 作为 枢 点 元 素 的 可 能 
性 都 为 1/n 。 如 果 被 选取 的 枢 点 元 素 经 过 split 的 重新 排列 后 ,位 于 序列 的 第 k 位 置 (其 中 ， 
1<k<n) ， 则 枢 点 元 素 左边 序列 的 元 素 个 数 有 -1 个 ， 右 边 序列 的 元 素 个 数 有 nm- 个。 
令 f(n) 是 算法 对 个 元 素 进行 排序 时 所 执行 的 平均 比较 次 数 ， 则 有 : 
f(0)=0 n=0 


SD)=n -D+ DE D+ fh)) n>0 
k=1 
因为 : 
n n -和 
AGE-D=JO+7OD+ +7o-D=2 fn)= D7) 
k=1 k=0 


k=1 


所 以 : 
n-l 


fm)=(n-D+2 Dk) 
n 40 
把 上 式 两 边 乘 以 ， 得 到 ; 


nl 


nf(n)=n(n-1)+2 Df) (4.2.19) 
k=0 
用 -1 取代 上 式 中 的 n， 有 : 
n—2 
Cn-Df(n-D)=(n-D(n-2)+2 > (4.2.20) 
k=0 


令 式 (4.2.19) - 式 (4.2.20) ， 得 到 : 
nf(n)=(n+1)f(n-1)+2(n—1) 
两 边 除 以 n(n+1) ， 得 到 : 


fn) _ AD ,2(n-1) 


n+l n n(n+1) 


i 
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令 h(n)=f(n)/(n+1) ， 代 入 上 式 ， 得到: 
we n=0 


2(n-1) 
n= 过 a) 


解 此 递归 方程 ， 得 : 


由 式 (2.1.26) 及 式 (2.1.8) ， 有 : 
h(n)=2Inn—-©O(1) 


_2logn_ -60) 
loge 
~1.44logn 
所 以 有 : 
f(n)=(n+l)h(n)~1.44nlogn 
由 此 得 到 下 面 的 结论 : 对 输入 为 n 的 序列 ，quick_sort 算法 所 执行 的 元 素 比较 的 平均 次 数 是 
O(nlogn), 


4.2.4 多 项 式 乘积 和 大 整数 乘法 


现代 密码 技术 经 常 需要 计算 两 个 长 度 超过 数 百 位 的 十 进 制 大 整数 的 乘积 ， 而 计算 机 的 
运算 器 无 法 容纳 这 样 大 的 整数 进行 运算 ， 只 能 以 软件 的 方法 来 实现 。 其 中 一 种 方法 是 把 十 
进 制 整数 看 成 是 以 10 为 底 的 n 阶 多 项 式 , 用 计算 两 个 多 项 式 乘 积 的 方法 来 计算 两 个 大 整数 
的 乘积 。 

为 了 计算 两 个 n 阶 多 项 式 p(x)、g(x): 

p(x)=ao +t+axt+…+anx” q(x)=bo+bix+…+bnx” 
的 加 法 或 减法 , 需要 n+1 次 加 法 或 减法 操作 ; 如 果 计算 它们 的 乘积 , 将 得 到 一 个 具有 2n+1 
项 系数 的 2n 阶 多 项 式 ,采用 一 般 方 法 计算 ,需要 (n+1)? 次 乘法 运算 和 n(n+1) 次 加 法 运算 。 
例如 ， 计 算 两 个 2 阶 多 项 式 的 乘积 ， 得 到 一 个 具有 5 项 系数 的 4 阶 多 项 式 : 
(1—x+3x? )(2+3x+4x? )=2+x+7x? +Sx3 +12x4 
将 需要 9 次 乘法 运算 和 6 次 加 法 运算 。 因 此 ， 两 个 多 项 式 加 法 或 减法 的 运算 时 间 随 着 输入 
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规模 的 增 大 而 线性 增加 ;而 两 个 多 项 式 乘法 的 运算 时 间 ， 则 随 着 输入 规模 的 增 大 而 非 线性 
增加 。 在 处 理 多 项 式 乘法 时 ,如 果 先 降低 多 项 式 的 阶 再 进行 运算 , 就 有 可 能 减少 其 运算 时 间 。 
1.， 多 项 式 的 划分 原理 
为 了 减少 两 个 多 项 式 乘积 中 的 乘法 运算 的 次 数 ， 把 一 个 多 项 式 划分 成 两 个 多 项 式 : 


P(X)=pox)+PI)X g(x)=g0(x)+q(x)x"? (4.2.21) 
则 有 : 
P(X)q(x)=po(x)go(x)+(po(x) q(x)+ p(x)go(x)x" +p(x) g(x) (4.2.22) 
因为 : 
(po(x)+Ppi(x))(go(x)+q(x)) 
=P(x)go(x)+pi(x)q(x)+po(x) g(x)+pi(x) go(x) 
所 以 ， 
Po(X) q(x)+pi(x)go(x) 
=(po(x)+Ppi(x))(go(x)+q(x))— po(x)go(x) -P(x)g (x) 
令 : 
ro(x)= po(x)go(x) (4.2.23) 
n(x)=pi(x)gqi(x) (4.2.24) 
n(x)=(po(x)+Pp(x))(qo(x)+q(x)) (4.2.25) 
则 有 : 
P(X)q(x)=r(x)+(rn(x) n(x) n(x) x +n(x)x” (4.2.26) 


如 果 直 接 计算 式 (4.2.22) ， 需 要 计算 4 个 多 项 式 的 乘法 和 3 个 多 项 式 的 加 法 ;而 采用 
式 (4.2.26) 计算 ， 则 需 3 个 多 项 式 的 乘法 和 4 个 多 项 式 的 加 法 或 减法 。 由 于 多 项 式 乘法 时 
间 远 多 于 加 法 时 间 ， 采 用 式 〈4.2.26) 计算 ， 对 比较 大 的 nn 将 有 很 大 的 改进 。 

2. 多 项 式 乘 积分 治 算法 的 实现 

假定 多 项 式 有 n 项 系数 ， 为 简单 起 见 ，n=2* (如 果 n 不 是 2 的 宗 ， 可 以 增加 系数 为 0 
的 项 ， 使 其 成 为 2 的 究 ) 。 这 样 ， 就 可 以 根据 式 (4.2.21) ， 把 多 项 式 划 分 成 只 有 n/2 项 系 
数 的 多 项 式 ， 利 用 式 (4.2.23) 、 式 (4.2.24) 、 式 (4.2.25) 分 别 计算 只 有 n/2 项 系数 的 3 
个 多 项 式 的 乘积 ， 再 利用 式 〈4.2.26) ， 把 3 个 多 项 式 的 乘积 合并 成 一 个 多 项 式 的 乘积 。 多 
项 式 的 划分 过 程 一 直 进行 到 只 有 两 个 系数 为 止 ， 这 时 就 直接 对 只 有 两 个 系数 的 多 项 式 进行 
计算 。 下 面 的 算法 描述 了 这 种 处 理 过 程 。 


算法 4.13 多 项 式 乘积 的 分 治 算法 
输入 : 存放 多 项 式 系数 的 数组 p[] 、q[], 系数 的 项 数 n 
输出 : 存放 两 个 多 项 式 乘积 结果 的 系数 的 数组 r0[] 
1. void poly product (float pl[],float ql[],float r0[],int n) 


Ya 
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妆 

ke 二 int m,i; 

4. float *rl,*r2,*r3,*r4; 

5 r1 = new float [2*n]; /* 多 项 式 乘积 的 缓冲 区 

6。 r2 = new float[2*n]; 

x r3 = new float[2*n]; 

8. r4 = new float[2*n]; 

9. for (i=0;i<2*n;i++) /* 缓冲 区 清 零 */ 

10。 r0[il = rl[il = r2[i] = r3[i] = r4[i] = 0; 

11: if (n==2) /* 只 有 两 项 系数 , 直接 计算 */ 
了 2 product (p,q, r0); 

3 Slas { 

4 m= n/2; /* 项 数 划 分 为 原来 的 一 半 */ 
15. poly product (p,q,r0,m); /* 递归 计算 ro */ 

16. poly product (ptm,q+tm, rl+2*m,m); /* 递归 计算 rl */ 

Ee plus (p, p+m, r3,m); /* 计 算 p0 + pl */ 

18. plus (q, qtm, r4,m); /* 计算 q0 + ql */ 

9; poly product (r3,r4,r2+m,m); /* 递归 计算 r2 */ 

20. mins (r2+m, r0,2*m); /* 计算 r2 - r0 - F1 */ 
21; mins (r2+m, rl+2*m, 2*m); 

Ws Plus (rO+m, r2+m, rO+m, 2*m); /* 合并 结果 */ 

Zs Plus (0+2*m, rl+2*m, r0+2*m, 2*m); 

24. } 

253 delete rl; 

6 delete r2; 

27. delete r3; 

28. delete r4; 

29。 3 


系数 只 有 两 项 时 ， 直 接 用 product 函数 计算 。 


1. void product (float pl[],float ql[],float c[]) 

2 4 

3 clll 三 本 [01 * qlols 

4. c[3] = Pp[1] * ql[1]; 

5 cr[2] =(p[0] + p[1]) * (q[0] + q[1]) - cl[1] - cl[3]; 
6. } 


两 个 具有 7 项 系数 的 多 项 式 相 加 : 


1. void plus (float p[],float ql[],float c[],int n) 
2. { 

网 int i; 
4 


for (i=0;i<n;i++) 


> 
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5. cliiy = pI + q(tils 

6. 1 

两 个 具有 nn 项 系数 的 多 项 式 相 减 : 

1. void mins(float pl[],float ql[],int n) 
2。 { 

3 nt 1 

4. for (i=0;i<n;i++) 

pliy = pL = ls 

6. 1 


算法 4.13 的 第 5~10 行 分 配 工作 单元 用 的 缓冲 区 ， 并 把 缓冲 区 清 零 ， 第 11、12 行 判断 
多 项 式 的 项 数 ， 项 数 为 2 项 时 ， 直 接 调 用 product 函数 计算 ; 否则 ， 第 14 行 把 项 数 划 分 为 
两 半 。 第 15 行 计算 n(x)=po(x)qo(x)，, 后 者 位 于 p[0]、g[0] 开 始 的 位 置 , 且 具 有 m=n/2 
项 系数 ， 所 得 到 的 r(x) 具 有 2m -1 项 系数 ， 它 们 被 置 于 xo[1] 开 始 的 2m -1 个 单元 中 ; 第 
16 行 计算 n(x)=pi(x)qi(x)， 后 者 位 于 p[m] 、g[m] 开 始 的 位 置 ， 也 具有 m 项 系数 ， 所 
得 到 的 n(x) 具 有 2m -1 项 系数 ， 它 们 被 置 于 rl1[2m+1] 开始 的 2m-1 个 单元 中 ; 第 17~19 
行 计算 (x)=(po(x)+Di(x))(qo(x)+q(x))， 计 算 的 结果 也 具有 2m-1 项 系数 ， 它 们 被 置 
于 [m+1] 开 始 的 2m -1 个 单元 中 ; 第 20、21 行 计算 (x)-n(x)-n(x)， 计 算 的 结果 仍 
然 被 置 于 疡 [m+1] 开始 的 2m -1 个 单元 中 。 由 于 数组 x0、r1、r2 在 初始 化 时 被 清 零 ， 因 此 
除 存放 上 述 计算 结果 的 单元 外 ,其 余 单元 都 为 0。 最 后 ,第 22、23 行 把 存放 于 数组 rx0、x1、 
72 的 系数 合并 起 来 ， 存 放 于 r0 [1 开始 的 4m -1 个 单元 中 ， 这 些 数 据 就 是 两 个 多 项 式 乘 积 
的 系数 。r0、r1l、r2 中 存放 的 数据 及 这 些 数 据 合 并 的 情况 ， 如 图 4.6 所 示 。 


0 2m 一 1 
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图 4.6 合并 3 个 多 项 式 系数 的 情况 


3. 多 项 式 来 积分 治 算 法 的 分 析 

如 果 多 项 式 有 n 项 系数 ， 当 n=2 时 ， 直 接 调用 product 函数 进行 计算 ， 需 要 3 个 乘法 
运算 、4 个 加 法 或 减法 运算 。 当 n>2 时 , 假定 n=2*, 把 具有 n 项 系数 的 多 项 式 划 分 为 只 有 
m=n/2 项 系数 的 两 个 较 小 的 多 项 式 , 原来 计算 项 系数 的 多 项 式 的 乘积 ,转换 为 计算 3 个 
只 有 m 项 系数 的 多 项 式 的 乘积 ; 此 外 ,为 了 计算 po(x)+pi(x)、go(x)+qi(x)， 需 要 计算 
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2 次 具有 m 项 系数 的 多 项 式 的 加 法 ， 每 个 多 项 式 的 加 法 ， 需 要 m 次 加 法 运算 ， 为 了 计算 
(x)-rn(x)-n(x)， 需要 计算 2 次 具有 2m-1 项 系数 的 多 项 式 的 减法 , 每 个 多 项 式 的 减法 
需要 2m-1 次 减法 运算 ; 最 后 ， 把 3 个 多 项 式 的 系数 合并 成 一 个 多 项 式 的 系数 时 ， 需 要 计 
算 两 次 具有 2z -1 项 系数 的 多 项 式 的 加 法 , 每 次 需要 2m -1 次 加 法 运算 。 因 此 ， 如 果 把 plus 
函数 和 mins 函数 中 的 加 、 减 法 运算 也 估计 进来 , 并 把 计算 po(x)+pi(x)、go(x)+qi(x) 时 
所 需要 的 两 次 具有 m 项 系数 的 多 项 式 的 加 法 ， 当 作 计 算 1 次 具有 2m 项 系数 的 多 项 式 的 加 
法 ， 则 共 需 计算 5 次 具有 2m 项 系数 的 多 项 式 的 加 法 或 减法 。 令 f(n) 表示 对 有 具有 n 项 系数 
的 两 个 多 项 式 的 乘积 所 需要 的 所 有 加 、 减 法 运算 次 数 〈 但 不 包括 辅助 运算 ) ， 那 么 可 以 列 
出 如 下 递归 方程 : 


f(2)=7 n=2 

f(n)=3f(n/2)+5n n>2 
因为 n=2*， 把 上 面 方程 改写 成 : 

h(1)=7 k=1 

h(k)=3h(k—1)+5.2* 类 2 


解 上 面 方程 ， 有 : 
h(k)=3(3h(k-2)+5:241)+5.2* 
=32H(E=2)45:3 24302* 


= h(ES(I 2 22) 


=9.3* -107 

=9.mlog3 -107 

=@(mls3) 

假定 每 次 乘法 运算 和 加 、 减 法 运算 都 花费 一 个 单位 时 间 , 并 忽略 其 他 辅助 操作 的 时 间 ， 

计算 多 项 式 乘积 的 一 般 方 法 , 约 需 2n? 单 位 时 间 ， 而 用 分 治 法 计算 , 约 需 9.n1%33 -10n 单位 
对 间 。 当 ”=10 时 , 后 者 是 前 者 的 1.23 倍 ; 当 n=100 时 , 后 者 是 前 者 的 0.615 倍 ; 当 n=1000 
寸 ， 后 者 是 前 者 的 0.250 倍 ; 当 n=10000 时 ,后 者 是 前 者 的 0.098 倍 。 考 虑 到 计算 机 中 ， 乘 
法 运算 指令 所 花费 的 时 间 ， 一 般 是 加 、 减 法 运算 指令 的 若干 倍 。 在 上 面 的 估算 中 可 以 看 到 ， 
算术 乘法 运算 共 需 3* = ms 次 ,而 其 余 的 算术 加 、 减 法 共 需 8mss -10n 次 。 如 果 把 8 次 加 、 
减法 运算 时 间 折 合 为 1 次 乘法 运算 时 间 ， 则 当 n=10 时 ,后 者 是 前 者 的 0.573 倍 ; 当 n=100 
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时 ， 后 者 是 前 者 的 0.252 倍 ， 当 n=1000 时 ， 后 者 是 前 者 的 0.100 倍 ， 当 n=10000 时 ， 后 者 
是 前 者 的 0.039 倍 。 


积 的 缓冲 


在 递归 调 上 


度 为 上 E， 则 递归 栈 所 需要 的 工作 空间 为 : 


大 整数 的 乘法 。 假 定 n=2*， 两 个 n 位 大 整数 的 乘积 将 得 到 一 个 2n 位 的 大 整数 。 下 1 


分 昌 


无 
8.2 = 
到 1 
三 167 一 8 


=Q(n) 
因此 ， 算 法 的 递归 栈 所 需要 的 工作 空间 为 @(n) 。 
4 十进制 大 整数 乘法 


该 算法 时 ， 如 果 输 入 规模 为 x ， 算 法 需要 分 配 8n 个 工作 单元 作为 多 项 式 乘 
区 。 递 归 深度 每 增加 1， 所 分 配 的 缓冲 区 的 大 小 就 减少 一 半 。 当 n=2* 时 ,递归 深 


如 果 把 十 进 制 大 整数 看 成 是 以 10 为 底 的 多 项 式 , 就 可 以 利用 多 项 式 乘积 的 方法 来 实现 


E 十 进 制 整数 乘法 的 分 治 算法 : 
算法 4.14 正 十 进 制 整数 乘法 的 分 治 算法 


是 两 


输入 :存放 十 进 制 整数 各 个 位 的 数值 的 数组 p[] 、q[] ,位 的 长 度 n 


输出 ;存放 乘积 结果 的 各 个 位 的 数值 的 数组 r0[] 


1. void integer_product (int pl[],int ql[],int r0[],int n) 

> 

3 ntE my 

4 int *rl,*r2,*r3,*r4; 

rl = new int[2*n]; /* 缓冲 区 */ 

6 r2 = new int[2*n]; 

3 r3 = new int[2*n]; 

8 r4 = new int[2*n]; 

9. for (i=0;i<2*n-1;i++) /* 缓冲 区 清 零 */ 

10. r0[i] = rl[i] = r2[i] = r3[i] = r4[i] = 0; 

iy if (n==2) /* 只 有 两 项 系数 , 直接 计算 */ 
二 d_product (p,q, r0); 

Es else { 

引出 m= n/2; /* 项 数 划分 为 原来 的 一 半 */ 
5 integer product (p,q,r0,m); /* 递归 计算 ro */ 

16. integer product (ptm, qtm, rl+2*m,m);  /* 递归 计算 rl */ 

Ts d_ plus (p,ptm, r3,m); /* 计算 p0 + pl */ 

8 d plus(q,qtm,r4,m); /* 计算 q0 + ql */ 

19. integer product (r3,r4,r2+m,m); /* 递归 计算 r2 */ 

ys d mins(r2+m, r0,2*m); /* 计算 r2 - r0 -ri */ 
2 d mins(r2+m, rl+2*m,2*m); 


~ 


2 


} 


qd plus(r0,r2,r0,4*m); 
qd plus(r0,r1,r0,4*m); 


delete 
delete 
delete 
delete 


Pls 
r2; 
r3; 


ra; 
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/* 合并 结果 */ 


两 个 2 位 的 整数 乘法 运算 时 ， 直 接 计算 ， 形 成 4 位 十 进 制 数 。 


1. void d product (int pl[],int q[],int cr[]) 
2 并 

< int t1,t2,r[4]={0,0,0,0}; 

4. tl = p[0]*q[0]; 

时 c[1] = t1%10; 

c[0] = t1/10; 

这 t2 = p[1]*q[1]; 

8. el31 = 2%10; 

9 c[2] = t2/10; 

10. r[1] =(p[0] + p[1])*(q[0] + q[1])-til-t2; 
了 r[2] = r[1]%10; 

于 全 r[1] = r[1]/10; 

3 d plus(c,r,c,4); 

14. } 

两 个 n 位 整数 相 加 : 

1. void d plusl(int p[],int ql[],int c[], int n) 
P| 

:网 int i,c1=0; 

4. for (i=n-l1;i>=0;i--) { 

S's cli = pliy qi + el 

6 if ((c[i]>=10) && (i>0)) { 

Fs c[i] = c[i] - 10; 

8. el = 

9. } 

0 else cl = 0; 

下 下 二 } 

12. 1} 

两 个 ”位 整数 相 减 ; 

1. void d_mins (int p[],int q[],int n) 
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奖 阁 

人 int i,c=0; 

a for (i=n-l1;i>=0;i--) 

5- plil = p[i) =-q{il = Gs 
6. if ((p[il<0) && (i>0)) { 
元 pr[il = p[il + 10; 
8. 三 

9. 让 

10。 else c= 07 

las } 

2 


因为 一 一 i>0，d_mins 函数 结果 的 最 高 位 不 会 产生 借 位 ， 因 此 d_mins 函数 最 高 位 
不 进行 借 位 处 理 。 另 外 ， 两 个 n 位 长 的 十 进 制 正 整 数 乘法 的 结果 ， 不 会 产生 比 2n 位 更 长 的 
结果 。d_plus 函数 的 运行 结果 如 果 是 最 终结 果 ， 也 不 会 产生 进位 ， 如 果 是 中 间 结 果 ， 则 最 
高 位 的 内 容 ， 不 管 是 大 于 10 或 小 于 10， 都 将 作为 一 位 数字 保留 在 下 一 次 计算 时 参与 运算 
处 理 。 因 此 ，d_plus 函数 的 最 高 位 也 不 进行 进位 处 理 。 


4.2.5 平面 点 集 最 接近 点 对 问题 
计算 几何 中 的 一 个 基本 问题 是 : 给 定 平面 上 nm 个 点 的 点 集 8 ， 在 这 ”个 点 所 组 成 的 点 


对 中 ， 寻 找 距 离 最 近 的 点 对 问题 。 假 定 8 中 的 两 点 pj =(x1,71) 及 ps =(x2,y2)， 它 们 之 间 
的 距离 定义 为 : 


qd(p1,p2) = x1 -x2) + (1 —y2) 
其 中 ，4q (pi,p;) 称 为 点 pl 和 pp, 的 欧 几 里 得 距离 。n 个 点 可 以 组 成 n(n-1)/2 个 点 对 ， 按 昭 
蛮 力 法 ， 可 以 分 别 计算 这 些 点 对 的 距离 ， 从 中 找 出 距离 最 近 的 一 对 即 可 。 显 然 ， 用 这 种 方 
法 寻找 最 接近 点 对 ， 需 要 花费 O(n?) 运 算 时 间 。 

如 果 使 用 分 治 法 ， 像 上 面 所 叙述 的 那样 ， 就 有 可 能 减少 其 运算 时 间 。 即 把 点 集 8 划分 
成 两 个 大 小 大 致 相同 的 子 集 8 和 S, ， 分 别 递归 地 在 这 两 个 子 集中 寻找 最 接近 点 对 ， 如 果 构 
成 8 的 最 接近 点 对 就 在 8 或 8 中 ， 只 要 取 这 两 个 点 对 中 之 最 小 者 ， 它 就 是 $ 中 的 最 接近 点 
对 ; 但 是 ,如 果 8 的 最 接近 点 对 ， 一 点 在 8 中 ， 另 一 点 却 在 8 中 ， 就 需要 再 进一步 的 处 理 。 


1， 分 治 法 解 最 接近 点 对 的 思想 方法 及 步骤 


用 分 治 法 解 平面 点 集 最 接近 点 对 问题 时 ， 其 思想 方法 可 以 概括 如 下 ， 假定 S 中 有 个 
顶点 ， 把 8 中 的 点 按 x 坐标 的 递增 顺序 排序 ， 再 把 8 按 水 平方 向 划分 成 两 个 子 集 5 和 5,， 
使 得 |S, =n/2 |，|s; F「 wy/2]; 令 工 是 分 开 这 两 个 子 集 的 重 线 ， 则 8 中 所 有 的 点 都 在 
的 左边 ，S* 中 所 有 的 点 都 在 工 的 右边 ; 分 别 递归 地 计算 这 两 个 子 集 8 和 5, 中 的 最 接近 点 对 
及 其 距离 由 和 df; 在 组 合 步 , 找 出 8 中 距离 5, 中 最 接近 点 对 的 点 及 其 距离 9。; 最 后 , 取 d、 
4d,、d。 中 的 最 小 者 ， 即 为 集合 S 中 的 最 接近 点 对 。 
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在 计算 4d. 时 ， 因 为 5, 与 5S, 中 各 有 大 约 n/2 个 点 ， 如 果 分 别 计算 $S; 中 的 每 一 点 与 8 中 
的 每 一 点 的 距离 ， 再 从 中 找 出 它们 中 的 最 小 者 ， 仍 然 需要 O(n?) 的 运算 时 间 。 因 此 ， 必 须 
寻找 一 种 有 效 的 方法 来 解决 这 个 问题 。 

令 qd=min{qi,4d,}， 如 果 最 接近 的 点 对 是 由 5) 中 的 某 一 点 pj 与 5; 中 的 某 一 点 p, 所 组 
成 的 ， 那 么 pj 和 p, 必定 在 划分 线 工 两 侧 且 距 离 划 分 线 最 大 为 4 的 一 条 长 带 区 域 中 ， 如 
图 4.7 所 示 。 如 果 令 8; 是 5 中 距离 划分 线 工 小 于 4 的 点 集 ，S' 是 5, 中 距离 划分 线 工 小 于 4 
的 点 集 ， 那 么 点 p, 必定 在 S$; 中， 点 p, 必定 在 5’ 中。 


图 4.7 在 划分 线 两 侧 寻找 最 接近 点 对 的 情况 


但 是 ， 在 最 坏 情况 下 ， 仍 然 有 可 能 S$,=S; ， 而 S,=S' 。 这 时 ，S 中 所 有 的 点 都 集中 在 
划分 线 工 两 侧 距离 工 不 超过 4 的 一 条 长 带 区 域 中 。 于 是 ， 仍 然 各 有 大 约 n/2 个 点 需 分 别 进 
行 判 断 ， 同 样 需要 进行 (n/2)(n/2)=0O(n?) 次 的 比较 判断 。 

进一步 对 上 述 情况 进行 分 析 。 假 定点 p 是 在 这 条 长 带 区 域 中 y 坐标 最 小 的 点 ， 它 可 能 
在 8 中， 也 可 能 在 S' 中，p.y 是 其 y 坐标 值 。 那么 ,点 p 只 要 和 Si 或 5' 中 的 少数 几 个 点 进 
行 比较 ， 这些 点 处 于 以 坐标 p.y 为 底 边 、 以 p.y+4 为 顶 边 、 以 L-4 为 左 侧 边 、 以 L+4 为 右 
侧 边 的 一 个 矩形 区 域 中 ， 如 图 4.8 所 示 。 这 个 矩形 区 域 以 工 为 中 线 ， 分 为 两 个 相等 的 正方 
形 部 分 ， 一 部 分 在 8; 中 ， 另 一 部 分 在 S: 中 。 


图 4.8 在 一 个 矩形 区 中 寻找 最 接近 点 的 点 对 
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进一步 的 分 析 表 明 ， 在 这 个 和 矩形 区 域 中 的 点 最 多 只 有 8 点 ， 其 中 S 和 S! 中 最 多 各 有 4 
点 。 这 可 以 证 明 如 下 : 如 图 4.8 所 示 ， 对 这 个 矩形 区 在 水 平方 向 上 四 等 分 、 在 垂直 方向 上 
二 等 分 , 把 这 个 矩形 区 划分 成 8 个 大 小 为 (4/2)x(q/2) 的 小 正方 形 区 。 如 果 sS' 中 有 5 个 以 
上 的 点 落 在 8' 的 较 大 的 正方 形 区 中 ， 那 么 根据 钥 舍 原理 ， 在 这 5 个 点 中 ， 至 少 有 2 个 点 落 
在 同一 个 小 正方 形 区 。 假定 这 两 个 点 为 x 、v， 它们 在 水 平方 向 和 垂直 方向 上 的 坐标 分 别 为 
ux 和 wy 以 及 vx 和 v.y， 那 么 这 两 个 点 的 距离 q ,为 : 

ds = uw) (uy ry) <Y(d/2) +(4a/2) = 人 2<d 


这 个 结果 与 4 =min{q1,q,} 相 矛盾 。 因 此 ， 不 可 能 有 两 点 同时 落 在 一 个 小 正方 形 区 中 。 也 
因此 , 在 S' 中 最 多 只 有 4 点 落 在 其 较 大 的 正方 形 区 中 。 同 理 可 证 ,在 8 中 最 多 也 只 有 4 点 
落 在 其 较 大 的 正方 形 区 中 。 所 以 ， 最 多 只 有 8 点 落 在 整个 矩形 区 中 。 

这 样 一 来 ， 如 果 可 以 保证 在 以 工 为 中 线 的 这 条 长 带 区 域 中 的 点 ， 都 按 y 坐标 方向 递增 
的 顺序 排序 ， 那 么 从 y 坐标 最 小 的 点 开始 ， 每 一 点 最 多 和 它 上 面 的 y 坐标 比 它 大 的 7 个 点 
进行 比较 。 这 样 ， 计 算 4。 所 进行 的 比较 次 数 ， 在 最 坏 情 况 下 可 减少 为 7n ， 即 可 找 出 这 条 
长 带 区 域 中 的 最 接近 点 对 。 

假定 用 数组 对 存放 平面 点 集中 的 元 素 , 为 了 在 组 合 步 中 方便 地 计算 4q。， 使 用 另 一 个 数 
组 Y 作 为 辅助 数组 ， 预 先进 行 下 面 的 处 理 。 这 样 ， 分 治 法 解 平面 点 集 最 接近 点 对 的 步 又 便 
可 叙述 如 下 : 

(1) 预 处 理 步骤 

@ 如 果 蕊 中 元 素 个 数 " 小 于 2， 直 接 返 回 ， 和 否则 ， 转 步 又 @)。 

@ 按 x* 坐 标的 递增 顺序 排列 瑟 中 元 素 ; 令 工 中 的 第 一 个 元 素 下 标 为 Jow ， 最 后 一 个 元 
素 下 标 为 high 。 

@ 把 对 中 的 元 素 及 该 元 素 在 对 中 的 位 置 ( 下 标 ) 复制 到 了 数组 ， 按 y 坐标 的 递增 顺 
序 排列 了 中 元 素 。 此 时 ， 了 中 每 一 个 元 素 有 两 项 内 容 ， 即 让 中 的 元 素 及 该 元 素 在 基 中 的 位 
置 (下 标 ) 。 

@ 以 了 为 辅助 数组 ， 调 用 分 治 算法 ， 计 算 工 中 下 标 为 Tow ~ isj 的 元 素 的 最 接近 点 对 
及 其 距离 。 

(2) 分 治 步骤 

@ 如 果 high 一 low <3， 直 接 计算 ;否则 ， 转 步 又 @。 

@ 令 m=(high-low)/2， 把 数组 对 划分 成 两 个 子 数 组 ， 其 下 标 分 别 为 low~ low+m ， 
low+m+l1~ high 。 

@ 分 别 以 大 小 为 low~1ow+m 和 1ow+m+1~ high ， 分 配 两 个 新 的 数组 SL 和 SR， 以 数 
组 卫 的 下 标 值 1ow+m 为 界 ， 根 据 数组 Y 中 的 元 素 所 保存 的 该 元 素 在 莽 中 的 位 置 ( 下 标 〉， 
把 位 置 低 于 或 等 于 low+m 的 元 素 依次 复制 到 SL ， 把 位 置 高 于 low+m 的 元 素 依次 复制 到 
SR， 则 SL 和 SR 中 的 元 素 也 按 y 坐标 的 递增 顺序 排列 。 

@ 以 5L 作为 辅助 数组 , 递归 调用 分 治 算法 , 计算 于 中 下 标 为 Iow~1ow+m 的 元 素 的 最 
接近 点 对 及 其 距离 q) 。 
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@ 以 SR 作为 辅助 数组 ， 弟 归 调 用 分 治 算法 ,计算 对 中 下 标 为 low+m+1~ high 的 元 素 
的 最 接近 点 对 及 其 距离 d, 。 

(3) 组 合 步 

© 令 d=min{d,d,}。 

@ 在 辅助 数组 Y 中， 对 |X[low+m]x-Y[i]x|<4 ，0<i<n 的 所 有 元 素 ， 重 新 依次 存 
放 于 数组 Z ， 则 数组 Z 的 元 素 仍然 按 y 坐标 的 递增 顺序 排列 。 

@ 从 ?坐标 最 小 的 元 素 开 始 ， 对 数组 Z 中 的 每 一 个 元 素 zw， 与 坐标 比 u 大 且 满 足 
Vy 一 Uy < qd 的 元 素 v 进行 比较 ， 寻 找 距离 最 小 的 点 对 。 对 每 一 个 特定 的 元 素 u， 能 满足 这 
种 条 件 的 元 素 v 可 能 没有 ， 如 果 有 ， 最 多 不 会 超过 7 个 。 

2. 解 最 接近 点 对 的 分 治 算法 的 实现 


假定 存放 平面 点 集 工 的 元 素 的 数据 结构 为 : 


typedef struct { 


fleat x? /* 元 素 的 x 坐标 */ 
float yy; /* 元 素 的 y 坐标 */ 
} POINT; 


为 了 使 辅助 数组 Y 中 的 元 素 方便 地 与 廊 数 组 中 的 元 素 互相 对 应 ， 另 外 定义 存放 辅助 数组 Y 
的 元 素 的 数据 结构 : 


typedef struct 


int index; /* 该 元 素 在 x 数组 中 的 下 标 */ 
Fi6at x /* 元 素 的 x 坐标 */ 
float y; /* 元 素 的 Y 坐 标 */ 

} A_POINT; 


则 求解 平面 点 集 最 接近 点 对 的 算法 可 描述 如 下 : 


算法 4.15 平面 点 集 最 接近 点 对 问题 
输入 : 存放 平面 点 集 元 素 的 数组 xX[] ,元 素 个 数 n 
输出 : 最 接近 的 点 对 a,b, 及 距离 d 


1. void closest_pair (POINT X[],int n,POINT &a, POINT &b,float &d) 

2 基 

3 if (n<2) 

4 全 = 0 

Ds else { 

6 merge_ sortl (X,n); /* 按 x 坐标 递增 顺序 排列 xX 中 元 素 */ 
7 A POINT *Y = new A POINT[n]; 

8 for (int i=0;i<n;i++) { /* 把 数组 x 中 的 元 素 复制 到 数组 Y */ 
9. Y[i] .index = i» 
10 . 蕊 【 守 和 > 天 -二 入 
二 入 
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有 } 

3; merge sort2(Y,n); /* 按 y 坐标 递增 顺序 排列 Y 中 元 素 */ 
14. closest (X,Y,0,n-1l,a,b,d); ”/* 在 数组 x 中 寻找 最 接近 点 对 */ 

法 d= sqrt(d); 

16; delete Y; 

Ls } 

i189 ¢ 


算法 的 第 3、4 行 判断 点 集 元 素 个 数 ， 若 小 于 2， 把 0 作为 距离 直接 返回 ， 否则 ， 继 续 
后 面 的 处 理 。 第 6 行 对 数组 XY 中 的 元 素 , 按 x 坐标 的 递增 顺序 排列 。 第 7~12 行 分 配 一 个 新 
的 数组 Y 作 为 辅助 数组 , 把 全 中 的 元 素 复制 到 了 了 中。 第 13 行 按 y 坐标 的 递增 顺序 排列 了 中 
元 素 。 第 14 行 调用 closest 计算 点 集中 的 最 接近 点 对 ， 返 回 点 对 a 和 b5， 以 及 a 和 5b 的 距 
离 的 平方 值 4 。 第 15 行 计算 q 的 开平 方 值 ， 然 后 释放 辅助 数组 Y 所 占用 的 空间 后 返回 。 

closest 的 描述 如 下 : 


算法 4.16 分 治 法 计算 平面 点 集 的 最 接近 点 对 
输入 : 存放 排序 过 的 点 集 元 素 的 数组 X[]、Y[] ,数组 x[] 的 起 始 下 标 low、 终止 下 标 high, 存放 点 
对 的 引用 变量 a、b 以 及 存放 距离 平方 值 的 引用 变量 a 
输出 ， 点 对 a,b 及 a、b 之 间 的 距离 的 平方 值 a 
1. void closest (POINT X[],A POINT Y[],int low, int high, 
POINT &a,POINT &b,float &d) 


2 { 

E 交 int ,17m 

4. POINT al,bl,ar,br; 

5. float dl,dr; 

6. if ((high-low)==1) /* n=2, 直接 计算 */ 
到 (a = X[low], b =X[highl]，d = dist(x[low],Xx[high])); 
8. else if ((high-low)==2) { /* n=3, 直接 计算 */ 
EB dl = dist(xX[low],X[low+1]); 

10. dr = dist(X[low],X[low+2]); 

1 d = dist(X[low+1],X[low+2]); 

2 if ((dl<=dr)&&(dl<=d) ) 

Ls (a = X[low], b = X[low+1], d = dl1); 

else if (dr<=d) 

和 (a = XxX[low], b = XxX[low+2], d = dr); 

16. else 

了 了 。 (a = X[low+l1], b = X[low+2]); 

18, } 

19. else { /* n>3, 进 行 分 治 */ 
20. m= (high - low) / 2 + low; /* 以 mm 为 界 把 X 划 分 为 两 半 */ 
2 A POINT *SL = new A POINT[m+1-low]; 

2 A POINT *SR = new A_POINT [high-m] 3 


> gre 
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:所 六 村 二 

名 for (i=0;i<=high-low;i++) 

25。 if (Y[i]l .index<=m) 

26. SEUj#4] = YLi]s /* 收集 左边 子 集 辅助 数组 元 素 */ 
Ts else 

28. SR[K++] = Y[il]; /* 收集 右边 子 集 辅助 数组 元 素 */ 
29。 closest (X,SL,1owmal,bl,dl); /* 计算 左边 子 集 最 接近 点 对 */ 
30 . closest (X, SR, m+1,high,ar,br,dr); /* 计算 右边 子 集 最 接近 点 对 */ 
Bs if (dl<dr) /* 组 合 步 */ 

2 (a=al, b= bl, d= dl); 

33s else 

3 (a= ar, b= br, d= dr); 

3 POINT *Z = new POINT[high-low+1]; 

365 k =0; 

有 for (i=0;i<=high-low;i++) { /* 收集 两 侧 距离 中 线 小 于 a 的 元 素 */ 
38;。 if (fabs (X[m] .x-Y[i].x)<d) 

39. (EE Z[k++] .y = Y[i].y); 

40. for (i=0;i<k;i++) { 

41. for (j=i+l; (j<k)&& (2Z[j] .y-Z[i].y<d) ;j++) { 

42. dl = dist(Z[i],2Z[j]); 

43, if (dl<d) 

44. {a 

45. } 

46. } 

47. delete SL; delete SR; 

48. delete 2; 

49. } 

50。 1} 

51. float dist (POINT a,POINT b) 

53s float dx,dy; 

54. dx=a.x—-b.x; dy=a.y- b.y; 

S59 return (dx * dx + dy * dy); 

S66. 直 


算法 的 第 6、7 行 处 理 n=2 的 情况 ; 第 8~18 行 处 理 n=3 的 情况 。 这 两 种 情况 ， 都 直接 
计算 ， 并 直接 返回 结果 。 第 19 行 起 开始 处 理 n >3 的 情况 。 第 20~30 行 处 理 分 治 的 过 程 。 
第 31~46 行 处 理 组 合 过 程 。 
在 分 治 处 理 过 程 中 ， 为 了 能 够 正确 地 递归 调用 closest， 必 须 保证 : 
(1) closest 所 处 理 的 子 数组 是 按 x 坐标 的 递增 顺序 排列 的 ; 
(2) 辅助 数组 是 按 y 坐标 的 递增 顺序 排列 的 ; 
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(3) 辅助 数组 的 元 素 与 所 处 理 的 子 数组 的 元 素 是 相对 应 的 。 

算法 的 第 21、22 行 分 配 两 个 数组 SL 和 SR， 以 便 在 递归 调用 closest 时 作为 辅助 数组 ; 
在 进入 closest 前 ,数组 五 和 辅助 数组 Y 已 经 分 别 按 x 和 y 坐标 的 递增 顺序 排列 ， 因 此 第 20 
行 把 数组 邓 划 分 成 两 半 ， 使 得 下 列 关 系 成 立 : 

X[ilx< X[ml].x low<i<m 
ZX[ilx= X[m].x m+l<i<high 
第 24~28 行 根据 数组 了 中 的 元 素 所 保存 的 该 元 素 在 工 中 的 位 置 idex , 把 位 置 低 于 或 等 于 m 
的 元 素 依次 复制 到 5L , 把 位 置 高 于 m 的 元 素 依次 复制 到 SR, 则 SL 各 中 的 元 素 也 按 y 坐 
标的 递增 顺序 排列 ， 同 时 ， 保 持 SL 中 的 元 素 与 X[i] (1ow< i< m) 的 元 素 相对 应 、SR 中 
的 元 素 与 X[i] (m+1<i< high) 的 元 素 相对 应 ， 这 就 为 第 29、30 行 的 递归 调用 closest 的 
参数 准备 了 条 件 。 在 此 基础 上 , 第 29 行 计算 得 到 第 1 个 子 数组 的 最 接近 点 对 于 al、bl 及 dI; 
第 30 行 计算 得 到 第 2 个 子 数组 的 最 接近 点 对 于 ar 、br 及 dr 。 

在 组 合 步 ， 第 31~34 行 综合 两 个 子 数组 的 最 接近 点 对 于 a、b 及 4 。 第 35~39 行 ， 把 
辅助 数组 7 中 位 于 X[m].x+tq 范围 内 的 元 素 依次 收集 到 Z 中 。 在 此 之 前 ,7 中 的 元 素 是 按 y 
坐标 的 递增 顺序 排列 的 ， 在 依次 收集 之 后 ，Z 中 元 素 仍然 按 y 坐标 的 递增 顺序 排列 。 第 
40~44 行 ， 对 Z 中 的 元 素 ， 从 坐标 最 低 的 元 素 开 始 ， 向 上 判断 与 其 相 邻 的 最 多 7 个 元 素 ， 
若 存在 距离 小 于 4 的 点 对 ， 就 把 它们 复制 到 a、b 及 4 。 

在 closest 中 所 计算 的 q 是 距离 的 平方 值 ， 对 它 进行 开平 方 的 处 理 ， 留 在 closest_pair 
中 一 次 执行 。 

3， 解 最 接近 点 对 的 分 治 算法 的 分 析 


在 算法 closest pair 中 ， 第 8~12 行 把 数组 臣 中 的 元 素 复制 到 辅助 数组 了 了 中， 执行 2 个 
元 素 的 复制 操作 , 需要 @(n) 的 运行 时 间 ; 第 6、13 行 分 别 对 数组 式 和 了 进行 排序 , 由 3.1.2 
节 知 道 ， 它 们 都 需要 B(nlogn) 的 运行 时 间 。 因 此 ， 该 算法 的 运行 时 间 取 决 于 这 两 个 排序 
操作 的 时 间 及 第 14 行 运行 closest 算法 的 时 间 。 

在 closest 算法 中 , 假定 n=2*, 当 n<3 时 , 进行 一 次 计算 , 直接 得 出 结果 ; 当 n>3 时 ， 
算法 的 运行 时 间 取 决 于 下 面 几 个 部 分 的 总 和 : 第 24~28 行 的 循环 ， 把 辅助 数组 Y 中 的 元 素 
按 x 坐 标 值 分 别 复制 到 两 个 辅助 数组 中 ， 需 要 个 元 素 的 复制 操作 ;第 29、30 行 执行 规模 
为 n/2 的 两 个 closest 的 递归 调用 ; 第 36~39 行 的 循环 ， 从 辅助 数组 中， 提取 位 于 中 线 两 
侧 距 离 中 线 小 于 4 的 元 素 ， 需 要 对 n 个 元 素 的 x 坐标 值 进行 判断 ， 第 40~44 行 ， 对 位 于 中 
线 两 侧 的 元 素 按 y 坐标 值 由 下 而 上 , 与 邻近 最 多 7 个 元 素 进行 比较 , 在 最 坏 情 况 下 , 所 有 
个 元 素 都 位 于 中 线 两 侧 且 距离 中 线 小 于 4 的 一 条 长 带 区 域 中 , 则 这 一 步骤 最 多 需 执 行 7n 次 
元 素 比较 操作 。 假 定 把 这 些 操作 都 作为 基本 操作 ， 于 是 可 以 列 出 下 面 的 递归 方程 : 

(20)=1 坟 = 之 
a n>2 
令 h(k)=f(n)=f(2*)， 上 述 方 程 改写 成 : 
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hn(1)=1 k=1 
Le k>1 
解 这 个 方程 ， 得 到 : 
h(k)=271h(1)+9(k—1)2* 
=9nlogn—l17n/2 
=O(nlogn) 

所 以 , closest 算法 的 运行 时 间 是 O(nlogn)。 而 在 closest_pair 算法 中 , 对 数组 和 了 的 
合并 排序 操作 需要 @(nlogn) 时 间 。 因 此 ，closest_pair 的 运行 时 间 是 @(nlogn)。 

在 closest_pair 中， 算法 分 配 一 个 大 小 为 ?个 元 素 的 辅助 数组 了 。 此 后 ， 在 每 一 次 递归 
调用 closest 时 ， 都 必须 分 配 SL 、SR、Z 等 3 个 辅助 数组 。 当 输入 规模 为 时， 这 3 个 辅 
助 数 组 共 需 2n 个 元 素 的 存储 空间 。 弟 归 深 度 每 增加 1， 所 分 配 的 辅助 数组 的 大 小 就 减少 一 
半 。 当 n=2* 时 ， 弟 归 深 度 为 ， 因 此 算法 所 分 配 的 总 的 元 素 存储 空间 为 : 


大 
了 2.2 +7 一 2(24 1)+n 


i=1 


=S1 一 2 
=QO(n) 
由 此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空间 为 @(n) 。 


42.6 选择 问题 


在 快速 排序 算法 quick_sort 中 ， 使 用 split 算法 对 元 素 进行 划分 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 其 时 
间 复 杂 性 将 是 O(n?)。 这 是 由 于 split 算法 选择 数组 的 第 1 个 元 素 作为 枢 点 元 素 ， 而 这 个 枢 
点 元 素 将 定位 于 数组 的 什么 位 置 是 未 知 的。 如 果 能 够 以 O(n) 时 间 选 取 数 组 的 中 值 元 素 作 
为 枢 点 元 素 ,那么 就 可 以 直接 把 数组 划分 为 大 致 相等 的 两 个 子 数组 。quick_sort 算法 使 用 这 
样 的 算法 来 划分 数组 ， 也 就 可 以 在 最 坏 的 情况 下 ， 达 到 O(nlogn) 的 运行 时 间 。 下 面 是 一 种 
能 够 以 O(n) 时间 选 取 数 组 的 中 值 元 素 或 任意 的 第 小 元 素 的 算法 , 它 从 另 一 个 侧面 说 明了 
分 治 法 的 应 用 。 把 这 个 算法 称 为 选择 算法 。 

1. 选择 算法 的 思想 方法 


用 分 治 法 选择 中 值 元 素 或 第 大 小 元 素 的 基本 思想 是 : 在 分 治 算法 的 递归 调用 的 每 一 个 
划分 步 里 ， 放 弃 一 个 固定 部 分 的 元 素 ， 对 其 余 元 素 进行 递归 。 于 是 ， 问 题 的 规模 便 以 几何 
级 数 递 减 。 如 果 每 一 次 递归 放弃 处 理 1/3 的 元 素 ， 那 么 在 第 2 次 递归 时 ， 只 要 处 理 原 来 2/3 
的 元 素 ; 在 第 3 次 递归 时 ， 只 要 处 理 原来 4/9 的 元 素 ， 如 此 等 等 。 如 果 算 法 的 规模 为 nx， 并 
能 够 在 每 一 次 递归 调用 时 ， 使 得 算法 对 每 个 元 素 的 花费 不 会 超过 一 个 常数 时 间 c。， 那 么 处 
理 所 有 元 素 所 花费 的 时 间 将 是 : 


cn+(213)cn+(213) cn+…+(213) cent.…= Dcn(2/3) 
i=0 
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根据 式 〈2.1.22) ， 上 式 的 值 为 3cn=B@(n)。 这 样 ， 便 可 以 按 线 性 时 间 来 完成 问题 的 处 理 。 

根据 上 面 的 思想 方法 ， 可 以 采用 如 下 步骤 来 选择 中 值 元 素 或 第 下 小 元 素 : 

(1) 当 n<n。(mo 为 某 个 阔 值 ) 时 ， 直 接 排 序数 组 ， 第 大 个 元 素 即 为 所 求 取 的 元 素 ; 
否则 ， 转 步骤 (2) 。 

(2) 把 元 素 划 分 为 p=| n/5 | 组 ， 每 组 5 个 元 素 ， 不 足 5 个 元 素 的 那 一 组 不 予 处 理 。 

(3) 取 每 组 的 中 值 元 素 ， 构 成 一 个 规模 为 p 的 数组 M 。 

(4) 对 数组 M 递归 地 执行 算法 ， 得 到 一 个 中 值 的 中 值 元 素 m 。 

(5) 把 原 数 组 划分 成 P,O,R 等 3 组 ,使 得 小 于 m 的 元 素 存放 于 P， 等 于 m 的 元 素 存 
放 于 GO， 大 于 m 的 元 素 存 放 于 R。 

(6) 如 果 |P|>k， 对 PP 递归 地 执行 算法 ， 否 则 ， 转 步骤 (7) 。 

(7) 如 果 | 忆 +|21>F， 则 六 就 是 所 要 选择 的 元 素 ;否则 ， 转 步骤 (8) 。 

(8) 对 R 递归 地 执行 算法 。 

例 4.9 按 递增 顺序 ， 找 出 下 面 29 个 元 素 的 第 18 小 元 素 : 8,31,60,33,17,4,51,57,49， 
35,11,43,37,3,13,52,6,19,25,32,54,16,5,41,7,23,22,46,29。 

当 k=18 时 ， 算 法 的 执行 步 又 如 下 : 

(1) 把 前 面 25 个 元 素 划分 为 5 组 : (8,31,60,33,17),(4,51,57,49,35), (11,43,37,3,13),(52,6,19, 
25,32),(54,16,5,41,7)， 其 余 4 个 元 素 暂 不 处 理 。 

(2) 提取 每 一 组 的 中 值 元 素 ， 构 成 一 个 中 值 元 素 的 集合 : (31,49,13,25,16)。 

(3) 递归 地 调用 算法 去 求 取 该 中 值 元 素 集 合 的 中 值 ， 得 到 1m = 25 。 

(4) 根据 m=25， 把 原来 的 数组 划分 成 3 个 子 数组 : P={8,17,4,11,3,13,6,19,16,5,7,23，, 
22}, QO ={25}, R={31,60,33,51,57,49,35,43,37,52,32,54,41,46,29}。 

(5) 由 于 |Pl=13 ，|OI=1， 而 上 =18 ， 所 以 丢弃 已 和 OO， 使 F=18-13-1=4， 对 尺 递 
归 地 执行 本 算法 。 

(6) 这 时 ， 又 把 R 划分 成 如 下 3 组 : (31,60,33,51,57)，(49,35,43,37,52)，(32,54,41,46,29)。 

(7) 这 3 组 的 中 值 元 素 分 别 为 {51, 43, 41}， 其 中 值 元 素 是 43。 

(8) 这 样 ， 又 根据 43 把 R 划 分 成 3 组 {31,33,35,37,32,41,29},{43},{60,51,57,49,52, 
54,46}。 

(9) 因为 上 =4， 第 1 个子 数组 的 元 素 个 数 大 于 k， 所 以 丢弃 后 面 两 个 子 数组 , 以 k=4 
对 第 1 个 子 数组 递归 调用 本 算法 。 

(10) 这 时 ， 把 这 个 子 数组 划分 成 5 个 元 素 的 一 组 : {31,33,35,37,32}， 取 其 中 值 元 
素 为 33。 

(11) 根据 33， 把 第 1 个 子 数组 划分 成 : {31,32,29},{33},{35,37,41}。 

(12) 因为 £=4, 而 第 1、 第 2 个 子 数组 的 元 素 个 数 为 4， 所 以 33 即 为 所 求 取 的 第 18 
小 元 素 。 


2. 选择 算法 的 实现 
根据 上 面 所 叙述 的 步 又， 可 以 按 如 下 描述 实现 选择 算法 : 
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算法 4.17 选择 算法 
输入 : n 个 元 素 的 数组 A[] ， 所 要 选择 的 第 k 小 元 素 
输出 ;所 选择 的 元 素 
1. template <class Type> 
2. Type select (Type Al[],int n,int k) 
3. { 
4 Lnt jt 
5. Type m,y,*Pp,*q,*r; 
6 if (n<=38) { 
7 merge sort (A,n); 
8 
9 


~ 
+4 


元 素 个 数 小 于 阔 值 , 直接 排序 */ 


return A[k-1]; /* 返回 第 k 小 元 素 */ 

} 
10. P = new Type[l3*n/4]; 
11s q = new Type[3*n/4]; 
2 r= new Type[l3*n/4]; 
Ek for (i=0;i<n/5;i++) /* 把 每 组 5 个 元 素 的 中 值 元 素 依次 存 于 p */ 
14. mid(A,i,p); 
15. m = select(p,i,i/2+i%2); /* 递归 调用 ,取得 中 值 元 素 的 中 值 元 素 于 m */ 
1 i=j=s=0; 
17。 for (t=0;t<n;t++) /* 根据 m, 把 原 数组 划分 为 p、q、r 3 部 分 */ 
18. if (A[t]<m) 
9 pli++] = A[t]; 
20. else if (A[t]==m) 
2 q[j++] = A[t]; 
22。 else 
2 r[st++] = A[t]; 
24. de WS /* 第 k 小 元 素 在 数组 p 中 , 继续 在 P 中 寻找 */ 
2 y = select (p,i, Kk); 
26. else if (i+j>=k) /* m 就 是 第 k 小 元 素 */ 
Rs Y = my 
28. else /* 第 k 小 元 素 在 数组 r 中 ,继续 在 r 中 寻找 */ 
29。 Y = select (r,s,k-i-j); 
30， delete p; delete q; delete r; 
3 return y; 
ko | 


算法 的 第 6~9 行 判断 数组 4 的 元 素 个 数 是 否 小 于 某 个 阔 值 ， 如 果 是 ， 直 接 调用 一 般 的 
排序 算法 ， 取 第 大 个 元 素 〈 下 标 为 上 -1) 返回 ， 和 否则 ， 进 行 分 治 处 理 。 第 10~12 行 分 配 3 
个 数组 作为 工作 单元 。 第 13、14 行 调用 mid， 把 数组 4 中 每 5 个 元 素 作为 一 组 ， 依 次 取 每 
一 组 的 中 值 元 素 于 数组 p 。 第 15 行 递归 调用 本 算法 , 取得 数组 p 的 中 值 元 素 于 m 。 第 17~23 
行 按照 中 值 元 素 m， 把 数组 4 划分 为 3 个 子 数组 于 p,q,r ， 其 元 素 个 数 分 别 为 i,j,s 。 第 
24-~29 行 分 3 种 情况 进行 处 理 : 如 果 i>k， 说 明 第 k 小 元 素 就 在 p 中 ， 对 p 递 归 调 用 本 算 
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法 ， 取 得 第 小 元 素 ; 否则 ， 如 果 i+j=k， 说 明 第 小 元 素 在 g 中 ,但 g 中 每 一 个 元 素 都 与 
mm 相同， 所 以 取 m 作 为 返回 值 返回 ， 否则 ， 第 小 元 素 在 r 中， 所 以 对 + 递归 调用 本 算法 ， 
取得 第 大 小 元 素 。 

其 中 ， 取 每 组 5 个 元 素 的 中 值 元 素 mid 的 实现 如 下 ， 它 可 以 用 7 次 比较 来 完成 。 

算法 4.18 从 数组 A 中 ,每 5 个 元 素 为 一 组 , 取 第 i 组 的 中 值 元 素 于 数组 p 


输入 : 数组 A[] ,组 号 i 
输出 : 存放 中 值 元 素 的 数组 p[] 


1. template <class Type> 

2. void mid(Type A[],int i,Type p[]) 
3 

4 int k= 5 * 1. 

5» if (A[kK]>A[k+2]) 

6 Swap (A[K] ,A[K+2]); 

7 
8 
9 


if (A[k+1]>A[k+3]) 
Swap (A[K+1] ,A[k+3]); 
if (A[K]>A[K+1]) 
10. Swap (A[K] ,A[K+1]); 
Ls if (A[k+2]>A[k+3]) 
了 swap (R[k+2],RIk+3])7 
93， if (A[Kk+1]>A[k+2]) 
14. Swap (A[K+1] ,A[k+2]); 
Ls if (A[k+4]>A[k+2]) 
16. p[i] = A[K+2]; 
3s else if (A[k+4]>A[k+1]) 
18 . p[il = A[k+4]; 
19。 else 
20s p[i] = A[K+1]; 
2 
3， 选择 算 法 的 分 析 
现在 分 析 选 择 算法 的 运行 时 间 。 算法 4.17 的 第 6~12 行 , 花费 一 个 常数 时 间 , 假定 为 c， 


第 13、14 行 对 数组 4 中 的 每 一 组 取 中 值 , 共 n/5 组 , 每 一 组 需 执 行 7 次 比较 , 共 花费 8@(m) 
时 间 ; 第 15 行 对 大 小 为 n/5 的 数组 ， 递 归 调 用 select 算法 ， 需 花费 f(n/15) 时 间 ; 第 17~23 
行 把 数组 划分 为 3 个 子 数组 ， 需 花费 B@(n) 时 间 ; 第 24-29 行 对 大 小 为 ;或 s 的 数组 ， 递 归 
调用 select 算法 ， 需 花费 f(max(i,s)) 时 间 。 

为 了 估计 i 或 的 大 小 ， 考 虑 如 图 4.9 所 示 的 情况 。 当 算法 完成 了 第 13、14 行 的 工作 
时 ， 如 果 把 数组 p 所 存放 的 这 些 中 值 元 素 按 递 增 顺 序 由 左 到 右 排 列 ， 每 组 5 个 元 素 ， 由 小 
到 大 、 由 下 而 上 排列 , 则 数组 4 中 的 元 素 分 布 如 图 4.9 所 示 。 由 图 中 看 到 , 封闭 在 标号 为 到 
的 矩形 框 里 的 元 素 ， 都 小 于 或 等 于 元 素 m ; 封闭 在 标号 为 卫 的 矩形 框 里 的 元 素 ， 都 大 于 或 
等 于 元 素 m; 分 布 在 了 和 2Z 中 的 元 素 ， 有 可 能 是 大 于 或 等 于 m 的 元 素 ， 也 有 可 能 是 小 于 或 
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等 于 m 的 元 素 。 令 了 为 小 于 或 等 于 m 的 元 素 集合 ，R 为 大 于 或 等 于 m 的 元 素 集合 。 容 易 看 
到 ， 有 下 面 的 关系 : 


IP| =3[Ln/5]/21> 了 mil 


因此 ， 有 
E; 3/n-4 
s-IRIsn- 引 mlsjsn- 引 上 -oan+12=07n412 (4.2.27) 
同 理 ， 有 : 
1RI >3[Lz/5|/2 1 >3Ln/5] 
因此 ， 也 有 : 


i=|P|< 0.7n+1.2 (4.2.28) 
式 (4.2.27) 和 式 〈4.2.28) 说 明 : 小 于 等 于 m 的 元 素 ， 或 者 大 于 等 于 m 的 元 素 ， 都 不 会 超 
过 0.7n+1.2。 因 此 ， 第 24~29 行 所 花费 的 时 间 为 f(0.7n+1.2)。 


以 递增 顺序 自 左 到 右 
排序 的 中 值 元 素 集合 


这 些 元 素 都 大 于 中 全 元 过 洒 合 的 中 全 


这 些 元 素 都 小 于 中 值 元 素 集合 的 中 值 递增 顺序 
图 4.9 数组 4 中 元 素 的 分 布 情况 
令 阔 值 m=38， 则 对 所 有 的 mn> mn， 都 有 0.7n+1.2< | 3n/14|。 令 算法 4.17 的 第 6-9 行 
花费 的 常数 时 间 为 c， 第 13、14 行 及 第 17~23 行 所 执行 的 线性 时 间 之 和 为 cm 。 于 是 ， 可 
以 列 出 如 下 的 递归 方程 : 
Pe n<38 
A tse pa De n>38 
由 定理 4.3 中 的 式 (4.2.13) ， 有 : 


f(n)=s < =20cn=QO(n) 
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由 此 得 出 ， 从 个 元 素 的 数组 中 提取 第 小 元 素 或 提取 中 值 元 素 ， 所 需 时 间 为 @(n)。 

由 上 面 的 分 析 ， 在 每 次 递归 调用 时 ， 所 分 配 的 3 个 子 数组 ， 每 一 个 的 大 小 都 小 于 原来 
的 3/4。 因 此 ， 随 着 递归 深度 的 增加 ， 每 个 数组 的 大 小 以 3/4 递减 。 假 定 递归 深度 为 ， 则 
算法 所 需要 的 工作 空间 8 为: 


因此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空间 为 O(n) 。 
4. 选择 算法 的 另 一 种 实现 方法 


实现 选择 算法 的 另 一 种 方法 是 : 取 n。 =64 ， 每 15 个 元 素 一 组 ， 用 类 似 的 方法 实现 选 
择 算法 。 其 步骤 如 下 : 
(1) 当 n< nm 时 ,直接 排序 数组 ,第 个 元 素 即 为 所 求 取 的 元 素 ; 否则 ， 转 步骤 (2) 。 
(2) 把 元 素 划分 为 p =| n/115 | 组 ， 每 组 15 个 元 素 ， 不 足 15 个 元 素 的 那 一 组 不 予 处 理 。 
(3) 对 每 组 进行 排序 ， 取 每 组 的 中 值 元 素 ， 构 成 一 个 规模 为 p 的 数组 M 。 
(4) 对 数组 M 递归 地 执行 算法 ， 得 到 一 个 中 值 的 中 值 元 素 m 。 
(5) 类 似 图 4.9，WW 部 分 的 元 素 都 比 m 小 : 革 部 分 的 元 素 都 比 m 大 ; 在 了 和 2Z 中 的 元 
素 ， 有 的 元 素 可 能 比 m 大 ， 有 的 元 素 可 能 比 m 小 。 但 可 以 通过 二 叉 检 索 , 每 组 作 3 次 比较 ， 
便 可 确定 比 m 小 的 元 素 个 数 ， 从 而 得 到 整个 数组 中 比 m 小 的 元 素 个 数 + 。 
(6) 若 >= 大 -1, 则 元 素 m 便 是 所 求 第 小 元 素 ; 若 >< 丰 -1, 则 第 天 小 元 素 不 可 能 在 刺 
部 分 出 现 ， 可 丢弃 WV 部 分 ; 否则， 第 天 小 元 素 不 可 能 在 工 部 分 出 现 ， 可 丢弃 工 部 分 。 问 题 
归结 为 在 其 余 3"14 的 元 素 中 寻找 第 五 小 元 素 。 其 中 ， 可 根据 丢弃 的 是 哪 一 部 分 而 简单 
计算 得 到 。 
(7) 根据 丢弃 的 是 玉 部 分 或 工 部 分 ， 而 调整 了 部 分 或 Z 部 分 的 元 素 ， 使 之 仍 为 每 组 
15 个 元 素 。 
(8) 继续 以 上 步 又， 直到 元 素 个 数 少 于 64 个 为 止 。 此 时 ， 可 通过 适当 的 排序 方法 ， 
取得 相应 元 素 。 
假定 把 比较 操作 作为 算法 的 基本 操作 ， 令 f(n) 为 算法 所 需 的 比较 次 数 ， 每 15 个 元 素 
一 组 都 已 经 排序 后 ， 算 法 所 需 的 比较 次 数 为 p(n) 。 因 为 可 用 42 次 比较 操作 完成 对 15 个 元 
素 的 排序 ， 因 此 算法 所 执行 的 元 素 比较 次 数 为 


70D=P0D0+42 天 (4.2.29) 
PD)=f(n115)+3 卫 + 时 -如 +p(3n/ (4.2.30) 
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其 中 ， (ny/15) 为 从 每 组 15 个 元 素 的 中 值 中 取 中 值 m 所 作 的 比较 次 数 ; 3. 广 为 确 定 图 4.9 


中 了 Y 和 Z 部 分 比 m 小 的 元 素 个 数 所 作 的 比较 次 数 ; P(3m/14) 为 丢弃 蕊 或 画 后 ， 从 余下 的 
3n/4 个 元 素 中 , 求 第 石 小 元 素 所 需 的 比较 次 数 ; 也- 世 为 舍弃 不 或 工 部 分 后 ， 对 了 或 Z 部 
分 进行 归并 调整 ,把 原来 的 两 行 有 序 组 合并 为 一 行 有 序 组 , 使 每 行 仍 为 15 个 元 素 的 有 序 组 
所 作 的 比较 次 数 。 

由 式 (4.2.29) 得 : 


fn/15)=p(n/15)+42:—— 


15.15 
把 上 式 代 入 式 (4.2.30) ， 得 : 
n 14n 


n 
= el 7 ， 
p(n)=p(n/15) pr pl(3n/4) 


整理 得 : 
p(n)=p(3n/4)+p(n/15)+0.62n 
由 定理 4.3 中 的 式 (4.2.13) ， 有 : 
0.62n 
1-3/14-1/15 
=3.3818n 


p(n)= 


代入 式 (4.2.29) ， 得 : 
f (nm)=3.3818n+42- 训 


=6.1818n 
=9(m) 
所 得 结果 仍然 是 线性 的 ， 而 且 常 数 因子 不 会 太 大 。 


42.7 ”残缺 棋盘 问题 


残缺 棋盘 是 一 个 有 2* x2* 个 方 格 的 棋盘 ， 其 中 有 一 个 方 格 残缺 。 图 4.10 表示 残缺 方 格 

位 置 不 同 的 3 个 2? x2? 棋 盘 , 残缺 的 方 格 用 阴影 表示 。 给 定 一 种 工 形 三 格 板 , 形状 如 图 4.11 
所 示 。 它 刚好 可 以 覆盖 棋盘 上 的 3 个 格子 。 要 求 用 这 样 的 工 形 三 格 板 来 覆盖 残缺 棋盘 ， 使 
得 除了 残缺 的 格子 外 ， 棋 盘 上 的 所 有 方 格 都 被 覆盖 ， 且 工 形 三 格 板 不 会 重 登 。 
图 4.12 表示 一 个 2* x2* 个 方 格 的 残缺 棋盘 , 用 分 治 法 来 覆盖 它 , 把 它 划分 为 4 个 区 域 ， 
每 个 区 域 是 一 个 2 x2 外 个 方 格 的 子 棋盘 ， 其 中 有 一 个 是 残缺 子 棋盘 。 用 一 个 工 形 三 格 板 
覆盖 在 其 余 3 个 非 残缺 子 棋盘 的 交界 处 ， 如 图 4.12 所 示 。 这 样 ， 就 把 覆盖 一 个 2* x2* 个 方 
格 的 残缺 棋盘 问题 ， 转换 为 覆盖 4 个 2 外 x2 外 个 方 格 的 残缺 子 棋盘 问题 。 对 每 一 个 子 棋盘 
继续 进行 这 样 的 处 理 ， 直 到 要 覆盖 的 子 棋盘 只 剩 下 2x2 个 方 格 的 残缺 子 棋盘 为 止 。 这 时 只 
要 用 一 个 工 形 三 格 板 覆 盖 3 个 非 残缺 方 格 即 可 。 
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(a) (b) Coy 


图 4.10 ”残缺 棋盘 的 例子 


上 蛋 外 证 


图 4.11 4 种 不 同方 向 的 工 形 三 格 板 


图 4.12 分 治 法 解 2te2# 个 方 格 的 残缺 棋盘 问题 
为 了 定位 残缺 方 格 和 子 棋盘 的 位 置 ， 定 义 下 面 的 变量 : 


int tr /* 子 棋盘 左上 角 方 格 所 在 行 号 */ 

TE . ex /* 子 棋盘 左上 角 方 格 所 在 列 号 */ 

int dry /* 残缺 方 格 所 在 行 号 */ 

int dc; /* 残缺 方 格 所 在 列 号 */ 

int size; /* 子 棋盘 行 、 列 数 */ 

LE /* 子 棋盘 每 个 象限 的 行 、 列 数 */ 
ET /* 用 于 履 盖子 棋盘 交界 处 的 格 板 编号 */ 


用 全 局 变量 tile 表示 用 于 覆盖 的 工 形 三 格 板 的 编号 ， 用 全 局 数组 B 表示 棋盘 上 每 个 方 
格 上 所 覆盖 的 工 形 三 格 板 的 编号 内 容 : 

int tile; /* 用 于 覆盖 的 工 形 三 格 板 的 编号 */ 

int Brn] [n];， ”/* 棋盘 上 每 个 方 格 上 所 覆盖 的 工 形 三 格 板 的 编号 , 其 中 , n=2* */ 
这 样 ，1 个 工 形 三 格 板 将 由 3 个 相同 编号 的 方 格 板 构成 。 开 始 时 ， 变 量 me 初 值 置 为 0。 于 
是 ， 覆 盖 一 个 2* x2* 残缺 棋盘 的 步骤 如 下 : 

(1) 如 果 棋 盘 行 列 数 sze=1， 算 法 结束 ， 直 接 返回 ， 否 则 ， 转 步骤 (2) 。 


~ 
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(2) 按 象 限 将 棋盘 分 割 为 4 个 子 棋盘 ， 即 子 棋盘 行列 数 s= size/2; 用 一 个 新 的 工 形 
三 格 板 来 覆盖 ， 即 iile =tile+1， 并 使 :=tile ， 子 棋盘 交界 处 的 方 格 将 用 编号 为 z 的 格 板 来 


覆盖 。 


(3) 分 别 按 下 面 的 步骤 处 理 4 个 象限 及 其 交界 处 的 方 格 : 
Q 如 果 残 缺 方 格 位 于 本 象限 ， 则 本 象限 是 一 个 残缺 棋盘 ， 递 归 调用 本 算法 来 覆盖 它 ; 
否则 ， 转 步 又 @。 
@ 按 下 面 的 规则 ， 用 编号 为 1 的 方 格 板 覆 盖 象 限 交界 处 的 方 格 : 
如 果 被 处 理 的 象限 是 左上 象限 ， 被 覆盖 的 方 格 位 于 该 象限 的 右 下 角 ; 
如 果 被 处 理 的 象限 是 右上 象限 ， 被 覆盖 的 方 格 位 于 该 象限 的 左下 角 ; 
如 果 被 处 理 的 象限 是 左下 象限 ， 被 覆盖 的 方 格 位 于 该 象限 的 右上 角 ; 
如 果 被 处 理 的 象限 是 右 下 象限 ， 被 覆盖 的 方 格 位 于 该 象限 的 左上 角 。 
然后 ， 把 本 象限 作为 一 个 残缺 棋盘 ， 递 归 调 用 本 算法 来 覆盖 它 。 
于 是 ， 实 现 残缺 棋盘 覆盖 问题 的 算法 可 描述 如 下 
算法 4.19 残缺 棋盘 覆盖 问题 
输入 : 子 棋盘 左上 角 所 在 行 、 列 号 tr、tc, 残缺 方 格 所 在 行 、 列 号 dr、dc, 子 棋盘 行列 数 size 
输出 ， 棋 盘 每 个 方 格 覆 盖 的 工 形 三 格 板 的 编号 


0. 
11. 
zs 
13. 
14. 
15- 
16. 
Te 
18. 
9 
20. 
2 
22. 
23。 
24. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
3 
8 
3 


. Void tileboard(int tr,int tc,int dr,int dc,int size) 
二 各 


int ty 二 区 
if (size==1) return; 


tile = tile + 1; t = tile; 
s = size/2; 
if ((dr<tr+s) && (dc<tc+s)) /* 处 理 左 上 象限 */ 


tileboard (tr, tc,dr,dc, s); /* 残缺 方 格 位 于 本 象限 , 覆盖 其 他 方 格 */ 
else { 
B[tr+s-1] [tc+s-1] = t; /* 否则 , 右 下 角 方 格 置 方 格 板 + */ 
tileboard (tr,tc,tr+s-1,tc+s-1, s); /* 覆盖 其 余 方 格 */ 
} 
if ((dr<tr+s) && (dc>=tc+s)) /* 处 理 右 上 象限 */ 
tileboard (tr,tc+ts,dr,dc,s);  /* 残缺 方 格 位 于 本 象限 ,覆盖 其 他 方 格 */ 
else { 
B[tr+s-1] [tc+s] = t; /* 否则 ,左下 角 方 格 置 方 格 板 七 */ 
tileboard (tr,tc+s,tr+s-l,tc+s,s); /* 覆盖 其 余 方 格 */ 
} 
if ((dr>=tr+s) && (dc<tc+s)) /* 处 理 左 下 象限 */ 
tileboard (tr+s,tc,dr,dc,s); ”/* 残缺 方 格 位 于 本 象限 , 覆盖 其 他 方 格 */ 
else { 
B[tr+s] [tc+s-1] = t; * 否则 ,右上 角 方 格 置 方 格 板 七 */ 
tileboard (tr+s,tc,tr+s,tc+s-1,s); /* 履 盖 其 余 方 格 */ 


二 
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2 if ((dr>=tr+s) && (dc>=tc+s)) /* 处 理 右 下 象限 */ 

26. tileboard (tr+s,tcts,dr,dc,s); /* 残缺 方 格 位 于 本 象限 ,覆盖 其 他 方 格 */ 
else { 

2 B[Itr+s] [tc+s] = t; /* 否则 ,左上 角 方 格 置 方 格 板 七 */ 

人 间 tileboard (tr+s,tc+s,tr+s,tc+s,s); /* 覆盖 其 余 方 格 */ 

30 . } 

3 


例 4.10 图 4.13 表示 算法 对 图 4.10 (a) 所 示 的 4x4 残 缺 棋 盘 的 执行 结果 ， 其 执行 
过 程 如 图 4.14 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 算法 在 执行 过 程 中 ， 堆 栈 中 变量 的 值 和 执行 时 发 生 
的 动作 。 


B[0] [0]=2 返回 


(10 行 ) (11 行 ) (17 行 ) (23 行 ) (26 行 ) 返 
B[0] [1]=2 B[1] [0]=2 回 
(16 行 ) (22 行 ) 


右上 象限 左下 象限 右 下 象限 
(第 1 层 调用 ) 


B[1] [1]=1 
(10 行 ) (11 行 ) 


左上 象限 


OoDPDPADP 


(第 0 层 调用 ) 


(a) 
图 4.14 算法 对 一 个 4x4 残缺 棋盘 的 执行 过 程 
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(第 2 层 调用 ) 


B[0] [2]=3 1 | 


(10 行 ) (11 行 ) 
B[0] [3]=3 
(16 行 ) 


并 
下 
学 
2 
1 
4 
0 


左上 象限 右上 象限 左下 象限 


(第 1 层 调用 ) 


局 


te 


(16 行 ) (17 行 ) 


右上 象限 


口中 PP wm 


(第 0 层 调用 ) 


(b) 


(第 2 层 调用 ) 


B[2] [0]=4 
(10 行 ) (11 行 ) (14 行 ) 
B[3] [0]=4 

(22 行 ) 


左上 象限 


右上 象限 左下 象限 
(第 1 层 调用 ) 


OoDPPADP 


(第 0 层 调用 ) 


《wy 
图 4.14 算法 对 一 个 4x4 残缺 棋盘 的 执行 过 程 〈 续 ) 
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(23 行 ) 


B[1] [3]=3 
(28 行 ) 


右 下 象限 


返回 


B[3] [1]=4 
(28 行 ) 


右 下 象限 


回 


(29 行 ) 


讽 
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(第 2 层 调 用 ) 8 
(8 行 ) (17 行 ) (23 行 ) (29 行 ) 
B[2] [31=5 BI[3] [2]=5 B[3] [3]=5 
(16 行 ) (22 行 ) (28 行 ) 


左上 象限 ”右上 象限 左下 象限 右 下 象限 
9 (第 1 层 调用 ) 


人 
2 
学 
2 
2 
2 


B[2] [2]=1 
(28 行 ) (29 行 ) 


右 下 象限 


口 口 D PP en 


(第 0 层 调用 ) 


(Cd) 
图 4.14 算法 对 一 个 4x4 残缺 棋盘 的 执行 过 程 ( 续 ) 
图 4.14 (a) 表明 在 第 0 层 调 用 时 处 理 左上 象限 的 过 程 : 因为 左上 象限 是 个 完整 的 子 棋 
盘 ， 所 以 算法 执行 到 第 10 行 时 ， 使 子 棋盘 交界 处 的 方 格 BDI =1。 在 第 11 行 递 归 调用 本 
算法 ， 进 入 第 1 层 调 用 ， 处 理子 棋盘 的 其 余 方 格 。 在 第 1 层 调 用 时 ， 又 把 子 棋盘 分 割 成 4 
个 象限 ， 每 处 理 一 个 象限 ， 都 进入 第 2 层 递 归 调用 。 但 进入 第 2 层 递 归 调用 时 ， 棋 盘 的 大 
小 为 1， 没 有 发 生 任何 动作 而 直接 返回 。 图 4.14 (b) ~ 图 4.14 (d) 分 别 表示 算法 在 第 0 层 
调用 时 处 理 右 上 象限 、 左 下 象限 、 右 下 象限 的 工作 过 程 。 
假定 棋盘 的 大 小 为 2 x22” ， 则 算法 的 时 间 复 杂 性 由 下 面 的 方程 确定 : 
证 
f(n)=4f(n-D)+e 
其 中 ，c 是 一 个 正常 数 。 解 这 个 方程 可 得 : 
f(m=5(4"-D 


覆盖 一 个 2” x2” 的 残缺 棋盘 需要 (4" -1)/3 个 工 形 三 格 板 , 因此 该 算法 是 一 个 渐 近 意义 下 的 


习 是 


1. 试 述 基于 归纳 的 递归 算法 的 思想 方法 。 
2. 设计 一 个 递归 算法 ， 求 解 汉 诺 塔 问题 。 
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3， 设 计 一 个 递归 算法 ， 计 算 斐 波 那 契 数列 。 
4. 用 分 治 法 重新 设计 二 又 检索 算法 。 
5. 用 递归 算法 重新 设计 选择 排序 算法 。 
6. 用 递归 算法 求解 如 下 问题 : 
7 四 =- 宇 二 
7. 用 递归 算法 求解 如 下 问题 ， 计 算 到 第 n 项 为 止 : 
x x x 
tT 


8. n 个 互 不 相同 的 整数 ， 按 递增 顺序 存放 于 数组 4 ， 车 存在 一 个 下 标 i, 0< i<n， 使 得 
4[ 直 ]=i， 设 计 一 个 算法 ， 以 O(logn) 时 间 找 到 这 个 下 标 。 

9. 若 数 组 4 中 有 一 半 以 上 的 元 素 相同 ， 设 计 一 个 递归 算法 ， 以 O(n) 时间 找到 这 个 
元 素 。 
10. 试用 循环 的 方法 实现 majority 算法 。 

11. 说 明 递归 算法 majority 对 下 面 数 组 的 工作 过 程 : 

ED 333 

(2) 5, 6, 4, 6,6,6,5 

(3 而 员 再 3 不 和 32 

12. 说 明 求 整数 5 的 划分 数 的 递归 算法 gq(5,5) 的 执行 过 程 。 

13. 试 述 分 治 法 的 设计 思想 。 

14. 为 什么 说 分 治 算法 中 的 组 合 步 确定 了 分 治 算法 的 实际 性 能 ? 

15. 证 明 式 (4.2.6) 。 

16. 求 对 某 个 非 负 常数 bp 、q ， 下 面 递归 方程 解 的 上 界 与 下 界 。 

d | | 

ro Lar2)r7([nr2])+bn wm>2 

17. 令 bp、q 和 ci 、c) 是 非 负 常 数 ， 证 明 下 面 递归 方程 。 

b n=1 
100={ fone en) n>2 
当 cli+c; =1 时 ，f(n)=Q(nlogn); 当 oj+cs <1 时 ，f(n)=Q(n)。 

18. 说 明 如 果 初 始 序列 已 经 是 按 递减 顺序 排列 的 ， 采 用 split 算法 把 序列 划分 成 两 个 子 
序列 ， 则 quick_sort( 4,0,n 一 1) 的 时 间 复 杂 性 是 @(n?) 。 

19. 设 数 组 中 元 素 的 值 及 顺序 为 27、13、31、18、45、16、17、53， 说 明 split 算法 对 
这 个 数组 进行 划分 的 工作 过 程 及 结果 。 

20. 令 f(n) 是 split 算法 在 划分 一 个 具有 个 元 素 的 数组 时 ， 所 执行 的 元 素 交 换 次 数 。 

(1) 在 什么 情况 下 ，f(n)=0? 

(2) 在 什么 情况 下 ，f(n) 最大? 最 大 为 多 少 ? 
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21. 说 明 quick sort 算法 对 下 面 数 组 元 素 进行 排序 的 工作 过 程 。 


22. 说 明 在 输入 数组 的 元 素 全 部 相同 的 情况 下 ，quick_sort 算法 的 工作 性 能 。 
23. 用 循环 迭代 的 方法 ， 重 新 编写 quick_sort 算法 。 
24. 下 面 的 排序 算法 中 ， 哪 一 个 算法 的 运行 时 间 不 仅 依赖 于 元 素 的 个 数 ， 也 依赖 于 元 
素 的 初始 排列 顺序 ? 
(1) select sort 
(2) insert sort 
(3) bubble sort 
(4) heap sort 
(5) merge sort 
(6) radix_ sort 
(7) quick sort 
25. 有 如 下 两 个 多 项 式 : 


p(x)=1+x—x +2x3 
g(x)=1-x+2x? = 
分 治 法 计算 这 两 个 多 项 式 的 乘积 。 
26. 设计 一 个 分 治 算法 ， 在 一 个 具有 n 个 元 素 的 数组 中 ， 寻 找 第 2 大 元 素 ， 并 推断 算 
法 的 时 间 复 杂 性 。 
27. 有 如 下 数据 : 35, 43, 2, 19, 28, 62, 36, 7, 5, 13, 25, 13, 32, 11, 1, 9, 12, 23, 37, 39, 58, 
43, 41, 51, 27, 8, 26, 34, 22, 15, 19, 54. 48, 30, 24, 6, 10。 说 明 用 选择 算法 求 取 第 16 大 元 素 的 
工作 过 程 。 
28. 设计 一 个 分 治 算法 ， 计 算 二 叉 树 的 高 度 。 
29， 证明 残缺 棋盘 覆盖 问题 算法 tleboard 的 时 间 复杂 性 是 J0D=3(4 -1 。 


在 多 种 程序 设计 语言 的 书籍 中 ， 都 广泛 介绍 了 递归 算法 的 设计 。 把 归纳 法 作为 一 种 递 
归 算 法 的 设计 技术 是 在 文献 [18] 中 出 现 的 。 在 文献 [3]、[8]、[9]、[10]、[17]、[19] 中 都 可 以 
看 到 递归 算法 的 设计 思想 及 分 治 法 设计 思想 的 介绍 及 讨论 。 排 列 问题 的 递归 算法 可 以 在 文 
献 [3]、[19] 中 看 到 。 可 在 文献 [3] 中 看 到 对 分 治 算法 进行 分 析 的 数学 方法 的 详细 描述 ， 也 可 
看 到 有 关 数 组 主 元 素 问 题 的 叙述 。 可 在 文献 [8]、[19] 中 看 到 整数 划分 问题 的 叙述 。 文 献 [1] 
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对 快速 排序 问题 进行 了 详细 的 讨论 ， 可 在 文献 [3]、[4]、[8]、[10]、[17]、[19]、[20] 中 看 到 
快速 排序 算法 的 有 关内 容 。 可 在 文献 [8]、[9] 中 看 到 多 项 式 乘 积分 治 算法 的 实现 及 其 复杂 性 
分 析 。 可 在 文献 [3]、[4]、[10]、[19]、[231] 中 看 到 平面 点 集 最 接近 点 对 问题 的 有 关内 容 。 可 
在 文献 3]、[ 和 、[10]、[13]、[17]、[19]、[22] 中 看 到 选择 问题 的 有 关内 容 。 可 在 文献 [4]、 
[19] 中 看 到 残缺 棋盘 问题 的 有 关 叙 述 。 
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在 实际 生活 中 ， 经 常 有 这 样 一 类 问题 ， 它 有 nn 个 输入 ， 它 的 解 由 这 个 输入 中 的 一 个 
子 集 组 成 ， 但 这 个 子 集 必须 满足 事先 给 定 的 某 些 条 件 。 有 时 ， 把 这 些 条 件 称 为 约束 条 件 ， 
把 满足 约束 条 件 的 解 称 为 问题 的 可 行 解 。 满 足 约束 条 件 的 解 可 能 不 止 一 个 ， 因 此 可 行 解 也 
不 是 唯一 的 。 为 了 衡量 可 行 解 的 优 务 ， 事 先 给 出 一 定 的 标准 ， 这 些 标准 通常 以 函数 的 形式 
给 出 ， 把 这 些 函 数 称 为 目标 函数 。 使 目标 函数 取 极 值 〈 极 大 或 极 小 ) 的 可 行 解 ， 称 为 最 优 
解 。 例 如 下 面 的 货币 兑付 问题 ， 就 是 这 样 的 一 个 问题 。 

例 5.1 货币 兑付 问题 。 

银行 出 纳 员 支付 一 定数 量 的 现金 ， 在 他 的 手中 有 各 种 面值 的 货币 ， 要 求 他 用 最 少 的 货 
币 张 数 来 支付 现金 。 

假定 出 纳 员 手中 有 7 张 面值 为 p; 的 货币 ，1< i<n， 用 集合 P={p1, p32,…, pn} 表示 这 
些 货币 。 如 果 出 纳 员 需 支付 的 现金 为 4， 那 么 他 必须 从 PP 中 选取 一 个 最 小 的 子 集 5 ， 使 得 

pieS 并 且 2pi=4 

如 果 用 向 量 宇 =(xi,x2,…,x) 表示 5 中 所 选取 的 货币 ， 使 得 : 


1 pies 
2 = 
0 EAAY 


那么 ， 出 纳 员 支 付 的 现金 必须 满足 : 
六 am=4 《50.1) 
1 

并 且 使 得 : 


nm 
d=min 》 xi (5.0.2) 


i=1 

最 小 。 把 向 量 祥 称 为 问题 的 解 向 量 。 因 为 有 n 个 不 同 的 对 象 ， 每 个 对 象 的 取 值 为 0 或 1， 
所 以 在 这 种 情况 下 ， 有 2” 个 不 同 的 向 量 ， 把 所 有 这 些 向 量 的 全 体 称 为 问题 的 解 空间 。 把 式 
(5.0.1) 称 为 问题 的 约束 方程 ， 把 式 〈5.0.2) 称 为 问题 的 目标 函数 ， 把 满足 约束 方程 的 向 
量 称 为 问题 的 可 行 解 ， 把 满足 目标 函数 的 可 行 解 称 为 问题 的 最 优 解 。 

这 一 类 问题 ， 就 是 要 在 问题 的 解 空间 中 ， 搜 索 满足 约束 方程 并 使 目标 函数 达 极 值 的 解 
向 量 。 对 这 一 类 问题 ， 可 根据 约束 方程 和 目标 函数 的 数学 模型 ， 采 用 诸如 动态 规划 等 方法 
来 求解 。 但 是 有 一 种 更 简单 、 更 有 效 的 方法 ， 就 是 贪 禁 法 。 
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5.1 贪 禁 法 概述 


在 上 述 的 货币 兑付 问题 中 ， 如 果 出 纳 员 手 中 有 10 元 、5 元 、1 元 、5 角 、2 角 、1 角 各 
10 张 ， 他 必须 付 给 客户 57 元 8 角 。 为 使 付出 的 货币 张 数 最 少 ， 他 拿 出 5 张 10 元 、1 张 5 
元 、2 张 1 元 、1 张 5 角 、1 张 2 角 、1 张 1 角 。 出 纳 员 的 这 种 货币 兑付 顺序 ， 尽 可 能 使 付 
出 的 钱 最 快 地 满足 支付 要 求 ， 并 尽 可 能 使 付出 的 货币 张 数 增加 最 慢 ， 正 体现 了 贪 禁 法 的 思 
想 方 法 。 


5.1.1 贪 楚 法 的 设计 思想 


贪 禁 法 通常 用 来 解决 具有 最 大 值 或 最 小 值 的 优化 问题 。 它 犹如 登山 一 样 ， 一 步 一 步 地 
向 前 推进 ， 从 某 一 个 初始 状态 出 发 ， 根 据 当 前 局 部 的 而 不 是 全 局 的 最 优 决策 ， 以 满足 约束 
方程 为 条 件 、 以 使 得 目标 函数 的 值 增加 最 快 或 最 慢 为 准则 ， 选 择 一 个 能 够 最 快 地 达到 要 求 
的 输入 元 素 ， 以 便 尽快 地 构成 问题 的 可 行 解 。 

贪 禁 法 的 设计 方法 描述 如 下 : 


greedy (A,n) 
{ 
solution = q; 
for (i=l;i<n;i++) { 
x = select(A); 
if (feasible(solution,x)) 
solution = union (solution, x); 
} 
return solution; 
} 


开始 时 ， 使 初始 的 解 向 量 solution 为 空 ; 然后 ， 使 用 select 按照 某 种 决策 标准 ， 从 4 中 
选择 一 个 输入 x ， 用 feasible 判断 : 解 向 量 solution 加 入 x 后 是 否 可 行 ， 如 果 可 行 ， 把 x 合 
并 到 解 向 量 solution 中 ， 并 把 它 从 4 中 删 去 ， 和 否则 ， 丢 弃 x ， 重 新 从 4 中 选择 另 一 个 输入 ， 
重复 上 述 步骤 ， 直 到 找到 一 个 满足 问题 的 解 。 

在 一 般 情 况 下 ， 贪 禁 法 由 一 个 迭代 的 循环 组 成 ， 在 每 一 轮 循 环 中 ， 通 过 少量 的 局 部 的 
计算 ， 试 图 去 寻求 一 个 局 部 的 最 优 解 ， 而 不 考虑 将 来 如 何 。 因 此 ， 它 是 一 步 一 步 地 建立 问 
题 的 解 的 。 每 一 步 的 工作 都 增加 了 部 分 解 的 规模 ， 每 一 步 的 选择 都 极 大 地 增长 了 它 所 希望 
实现 的 目标 函数 。 因 为 每 一 步 都 是 由 少量 的 工作 基于 少量 的 信息 组 成 的 ， 因 此 所 产生 的 算 
法 特别 有 效 。 但 是 ， 也 正 因为 这 样 ， 在 很 多 实例 中 ， 它 所 产生 的 局 部 的 最 优 解 可 以 转换 为 
全 局 的 最 优 解 ; 但 在 某 些 实例 中 ， 却 不 能 给 出 全 局 的 最 优 解 。 因 此 ， 在 设计 贪 禁 法 时 ， 困 
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难 在 于 证 明 所 设计 的 算法 就 是 真正 解 这 个 问题 的 最 优 算法 。 

适合 于 用 贪 禁 法 求解 的 问题 ， 一 般 具 有 下 面 两 个 重要 性 质 ， 即 贪 禁 选择 性 质 和 最 优 子 
结构 性 质 。 

所 谓 贪 禁 选 择 性 质 ， 是 指 所 求 问题 的 全 局 最 优 解 ， 可 以 通过 一 系列 局 部 最 优 的 选择 来 
达到 。 每 进行 一 次 选择 ， 就 得 到 一 个 局 部 的 解 ， 并 把 所 求解 的 问题 简化 为 一 个 规模 更 小 的 
类 似 子 问题 。 

例如 , 在 上 面 出 纳 员 货币 兑付 的 问题 中 , 用 集合 P={p1,p，,…, peo} 表示 出 纳 员 手中 的 
货币 ， 集 合 中 的 元 素 分 别 顺序 表示 出 纳 员 手中 的 10 张 10 元 、10 张 5 元 、10 张 1 元 、10 
张 5 角 、10 张 2 角 、10 张 1 角 的 货币 ; 用 向 量 X= (zz,…,xeo) 表示 出 纳 员 支付 给 客户 的 
货币 。 为 了 尽快 地 付 清 S7 元 8 角 ， 并 使 付出 的 货币 张 数 最 少 , 在 当前 状态 下 ,挑选 p, =10 
元 可 以 达到 这 个 目的 。 于 是 ， 在 第 1 步 ， 所 挑 出 的 货币 集合 是 5, ={p1}， 得 到 了 一 个 局 部 
解 五 =(1,0,…)， 并 把 问题 简化 为 在 集合 P ={p,,…, peo} 中 挑选 货币 、 付 出 47 元 8 角 给 客 
户 这 样 一 个 子 问题 。 在 以 后 的 步骤 中 ， 可 以 用 同样 的 方法 进行 挑选 ， 就 能 得 到 问题 的 全 局 
最 优 解 。 

所 谓 最 优 子 结构 ， 是 指 一 个 问题 的 最 优 解 中 包含 其 子 问题 的 最 优 解 。 在 上 述 货币 兑付 间 
题 中 ， 付 给 客户 的 货币 集合 的 最 优 解 是 S， ={pi;,P2;, Pp3: P4s Pps: Pi1s P21; P22, P31 P41: Ps1}o 
第 1 步 所 简化 了 的 子 问题 的 最 优 解 是 5, = {Pa,Pa,p4,ps,Ppn,pait,pza,pal,pa,psl}。 显 
然 ，S, 1 C5,， 并 且 S,1U{p}=S,。 所 以 ， 出 纳 员 付 钱 问 题 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 


5.1.2 贪 禁 法 的 例子 一 一 货 郎 担 问题 


例 5.2 以 第 1 章 所 叙述 的 货 郎 担 问题 为 例 , 假定 有 5 个 城市 , 费用 和 矩阵 如 图 5.1 所 示 。 
如 果 售货员 从 第 一 个 城市 出 发 ， 采 用 贪 禁 法 求解 ， 选 择 过程 如 图 5.2 所 示 。 


图 5.1 5 个 城市 的 费用 丐 阵 


于 总 是 选择 费用 最 少 的 路 线 前 进 ， 选 择 的 路 线 是 1 一 4 一 3 一 5 一 2 一 1， 总 费用 是 14。 
容易 看 到 ,采用 贪 禁 法 求解 时 , 只 选择 一 个 城市 作为 出 发 城市 , 所 需要 的 运行 时 间 是 O(n?)。 
如 果 n 个 城市 都 可 以 作为 出 发 城市 , 就 可 以 得 到 条 路 线 , 然后 再 从 n 条 路 线 中 选取 一 条 最 
短 的 路 线 ， 则 所 需 运 行 时 间 是 O(n*) 。 如 果 采 用 穷 举 法 ， 当 n> 20 时 ， 需 要 运行 数 千 万 年 
而 采用 贪 禁 法 ， 在 很 短 的 时 间 里 就 可 完成 。 与 穷 举 法 比较 起 来 ， 效 率 大 大 提高 ， 但 所 得 结 
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果 不 是 最 优 的 路 线 。 从 城市 1 出 发 的 最 优 路 线 是 1 一 2 一 5 一 4 一 3 一 1， 总 费用 只 有 13。 如 果 
把 城市 作为 图 的 顶点 ， 把 城市 之 间 的 道路 作为 顶点 之 间 的 边 ， 那 么 贪 禁 法 从 城市 1 出 发 ， 
所 选择 的 边 集 是 {@14,e4s,e3s,e52,en}， 最 优 解 的 边 集 是 {@1, ,es,es4,e43,e31}。 这 说 明 用 贪 
禁 法 来 求解 货 郎 担 问题 时 ， 不 具有 最 优 子 结构 性 质 ， 也 不 具有 贪 禁 选 择 性 质 。 因 为 贪 禁 法 
在 局 部 状态 下 ,选择 边 ej 作为 部 分 解 的 元 素 时 ， 它 并 没有 考虑 到 将 来 的 选择 是 否 仍 可 以 达 
到 最 优 。 因 此 ， 它 无 法 保证 边 ej 是 全 局 最 优 解 的 元 素 。 


5 2 人 
5 六 
未 3 
1 1 
2 2 人 3 
5 2 5 2 
3 5 
和 3 


图 5.2 货 郎 担 问题 的 求解 过 程 


5.2 背包 问题 


一 个 载重 量 为 M 的 背包 ， 及 nn 个 重量 为 w;、 价 值 为 p; 的 物体 ，1< i<n， 要 求 把 
th 且 使 背包 内 的 物体 价值 最 大 ， 这 类 问题 称 为 背包 问题 。 有 两 类 背包 问题 ， 
即 物体 可 以 分 割 的 背包 问题 及 物体 不 可 分 割 的 背包 问题 ， 把 后 者 称 为 0/1 背包 问题 。 在 这 
一 节 ， 讨 论 物体 可 以 分 割 的 背包 问题 。 


5.2.1 背包 问题 贪 禁 算 法 的 实现 
假设 ， 忆 是 物体 ;被 装 入 背包 的 部 分 ，0<xi< 1。 当 xi =0 时 ， 表 示 物 体 ; 没 被 装 入 背 


包 ; 当 x;=1 时 ， 表 示 物 体 i 被 全 部 装 入 背包 。 根 据 问题 的 要 求 ， 可 以 列 出 下 面 的 约束 方程 
和 目标 函数 : 


Dru 汪 LSIY 


a mex yp (5.2.27 
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于 是 ， 问 题 归 结 为 寻找 一 个 满足 约束 方程 (5.2.1) ， 并 使 目标 函数 (5.2.2) 达到 最 大 的 解 
向 量 久 = (Wy, ) 。 

为 使 式 〈5.2.2) 的 值 增加 最 快 ， 一 种 方法 是 优先 选择 p; 最 大 的 物体 装 入 背包 ， 这 样 当 
最 后 一 个 物体 装 不 下 时 ， 选 择 一 个 适当 的 x; <1 的 物体 装 入 ， 把 背包 装 满 。 但是， 使 用 这 种 
方法 ， 不 一 定 能 够 达到 最 佳 的 目的 。 如 果 所 选择 的 物体 重量 很 大 ， 使 得 背包 载重 量 的 消耗 
速度 太 快 ， 以 致 后 续 能 够 装 入 背包 的 物体 迅速 减少 ， 从 而 使 得 继续 装 入 背包 的 物体 在 满足 
了 约束 方程 的 要 求 以 后 ， 无 法 达到 目标 函数 的 要 求 。 因 此 ， 最 好 是 选择 既 使 目标 函数 的 值 
增加 最 快 ， 又 使 背包 载重 量 的 消耗 较 慢 的 物体 装 入 背包 。 达 到 这 个 目的 的 一 种 方法 是 优先 
选择 价值 重量 比 最 大 的 物体 装 入 背包 。 基 于 上 述 考虑 ， 定 义 下 面 的 数据 结构 : 


typedef struct { 


float p; /* 物体 的 价值 */ 
float ww; /* 物体 的 重量 */ 
float vv; /* 物体 的 价值 重量 比 */ 
} OBJECT; 
OBJECT instance[n]; /* n 个 物体 的 信息 */ 
float x[n]; /* n 个 物体 装 入 背包 的 分 量 */ 


于 是 ， 贪 禁 法 求解 背包 问题 的 算法 便 可 描述 如 下 


算法 5.1 贪 禁 法 求解 背包 问题 
输入 : 背包 载重 量 M, 存放 物体 的 价值 p、 重 量 w 信息 的 数组 instance[] ,物体 的 个 数 n 
输出 : n 个 物体 被 装 入 背包 的 分 量 x[] , 背包 中 物体 的 总 价值 


1. float knapsack greedy (float M, OBJECT instance[],float x[],int n) 
史 。 才 

| int 42 

4. float mp = 0; 

5. for (i=0;i<n;it+) { /* 计算 物体 的 价值 重量 比 */ 

6 instance[i].v = instance[i].p/instance[i] .w; 

7 x = :08 /* 解 向 量 赋 初 值 */ 

8 } 

9. merge_sort (instance,n); /* 按 关 键 值 v 的 递减 顺序 排列 物体 */ 
LO m= M; /* 背包 的 剩余 载重 量 */ 

二 和 for (i=0;i<n;i++) { 

La if (instance[i] .w<=m) { /* 优先 装 入 价值 重量 比 大 的 物体 */ 
3。 X[il = 1; m -= instance[i].w; 

14. p += instance[i].p; 

15. } 

16. else { /* 最 后 一 个 物体 的 装 入 分 量 */ 

了 了 < x[i] = m/instance[i] .w; 

Eg p += x[i] * instance[i].p; 

9 break; 
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2 } 

Ek } 

人 return p; 
236 全 


5.2.2 ”背包 问题 贪 禁 算 法 的 分 析 


算法 5.1 的 运行 时 间 估 计 如 下 : 算法 5.1 的 第 5~8 行 , 计算 个 物体 的 价值 重量 比 并 为 
解 向 量 赋 初 值 ， 需 要 @(z) 时 间 ; 第 9 行 对 n 个 物体 的 价值 重量 比 按 递减 顺序 排列 ， 需 要 
Qe(nlogn) 时 间 ; 第 11~21 行 对 每 个 物体 判断 可 装 入 背包 的 分 量 ， 需 要 B@(n) 时 间 。 因 此 ， 
整个 算法 的 运行 时 间 由 第 9 行 决定 ， 为 6(nlogn)。 此 外 ， 该 算法 需要 B@(n) 工作 空间 ， 用 
来 存放 物体 的 价值 重量 比 。 

该 算法 可 以 正确 地 得 到 最 优 解 ， 有 下 面 的 定理 : 

定理 5.1 当 物 体 的 价值 重量 比 按 递减 顺序 排列 后 ， 算 法 knapsack_greedy 可 求 得 背包 
问题 的 最 优 解 。 

证 明 设 解 向 量 X= (x,xy,…,x)， 分 两 种 情况 : 

(1) 若 在 解 向 量 革 中 ，x; =1i=1~7 ， 物 体 已 全 部 装 入 ， 则 工 就 是 最 优 解 。 

(2) 若 在 解 向 量 和 中 ， 存 在 j,，1<j<n， 使 得 x* =x2 =…=xj4=1,，0<xj<1， 
xjn =…=xn =0， 由 算法 的 实现 ， 有 : 


n 
Di =Mi=M (5:2.3) 
总 ! 


假定 ， 算 法 的 最 优 解 是 Y=(y1,y,,…,y,)， 并 且 满 足 : 
=M3 = (5.2.4) 
若 于 了， 必 存 在 k，1<k<n， 对 1<i<k 有 x =y;， 对 k 有 xk 关 y。 这 时 有 两 种 情况 : 
@ 车 x <y， 因为 六 <1, 必 有 x <1。 因此, 根据 算法 的 执行 , 有 xk =…=x, =0。 


所 以 ，M <M;，， 与 式 (5.2.3) 、 式 (5.2.4) 矛盾 。 因 此 ， 只 有 =Y。 
@ 若 xi >yk， 有 : 


M= Ds Si 2 


i1 i=1 
所 以 ，yin,…,y 不 会 全 为 0。 因此 ， 可 以 令 y+Ayk = 区 ， 并 使 ya 加 都 相应 减少 ， 
从 而 得 到 一 个 新 的 解 Z=(,z3,…,z,) ， 使 得 当 1< i<k 时 有 ;=y=x;; 当 1=k 时 有 
yk <2k 二 Xk; 当 k<i<sn 时 有 sz;<y;， 并 且 满 足 : 
(Sk PE WE 2 pi-2i) wi =0 


i=k+1 


沪 


AS9 
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> EG PW en a) We 0 一 5 
大 
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若 S>0， 则 Z 是 一 个 新 的 最 优 解 ， 车 5=0， 则 Z 与 了 同 为 最 优 解 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 
用 Z 取代 Y， 并 且 对 所 有 的 1<i<k， 都 有 z, =x;， 而 对 k+1<i<n， 有 2) xx。 

对 向 量 Z 重复 上 述 步骤 O、@,， 最 终 必 有 : 对 所 有 的 1<i<n, 都 有 zi; = 立 。 因 此 ， 开 
是 最 优 解 。 


5.3 单 源 最 短路 径 问题 


给 定 有 向 赋 权 图 G=(V,E)， 图 中 每 一 条 边 都 具有 非 负 长 度 , 其 中 有 一 个 顶点 4 称 为 源 
顶点 。 所 谓 单 源 最 短路 径 问题 ， 是 确定 由 源 顶 点 zx 到 其 他 所 有 顶点 的 距离 。 在 这 里 ,顶点 
到 顶点 x 的 距离 ， 定 义 为 由 u 到 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 这 个 问题 可 以 用 狄 斯 奎 诺 (Dijkstra) 
算法 来 实现 ， 它 是 基于 贪 禁 法 的 。 


5.3.1 解 最 短路 径 的 狄 斯 奎 诺 算 法 


假定 (u,v) 是 E 中 的 边 ，c ,是 边 的 长 度 。 如 果 把 顶点 集合 VY 划 分 为 两 个 集合 S 和 7 : 
5 中 所 包含 的 顶点 , 它们 到 w 的 最 短路 径 的 距离 已 经 确定 ; 了 中 所 包含 的 项 点， 它们 到 zx 的 


最 短路 径 的 距离 尚未 确定 。 同 时 ， 把 源 顶 点 4 到 了 中 顶点 x 的 当前 搜索 状态 下 的 距离 qd,、， 
定义 为 从 出 发 , 经 过 8$ 中 的 顶点 , 但 不 经 过 7 中 其 他 顶点 , 而 直接 到 达 7 中 的 顶点 x 的 最 


短路 径 的 长 度 。 显 然 ，q, , 不 一 定 就 是 顶点 u 到 x 的 真正 的 最 短路 径 长 度 。 狄 斯 奎 诺 算法 
的 思想 方法 是 : 开始 时 ，S ={u}，T=V-{u}。 对 7T 中 的 所 有 顶点 x， 如 果 w 到 x 存在 边 ， 
置 q ,=cx; 否则 ， 置 d=%。 然 后 ， 对 7T 中 的 所 有 顶点 x， 寻 找 4 ,最 小 的 顶点 !， 即 


dut =min{dux |xeT} (S31 
则 qj 就 确定 是 顶点 1 到 顶点 4 的 最 短路 径 长 度 。 同 时 ， 顶 点 1 也 是 集合 T 中 的 所 有 项 点 中 
距离 u 最近 的 项 点。 把 项 点 + 从 7 中 删 去 ， 把 它 并 入 S 。 然 后 ， 对 7 中 与 + 相 邻 接 的 所 有 项 

点 x， 用 下 面 的 公式 更 新 qd, 的 值 : 
dux =min {dux, ut +crx} (5.3.2) 

继续 上 面 的 步骤 ， 一 直到 7 为 空 。 
由 此 ， 如 果 令 p(x) 是 从 顶点 w 到 顶点 x 的 最 短路 径 中 x 的 前 一 顶点， 那么 狄 斯 奎 诺 算 

法 可 以 用 下 面 的 步骤 来 描述 : 


(1) 置 S={z}， T=V-{u}。 
(2) VxeT，, 若 (wu,x)eE, 则 qd,x=csx， P(X)=u; 否则 ds=m，P(Cz)=-1。 
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(3) 寻找 + eT ， 使 得 4d, =min{q, ,|xe7T}， 则 4 就 是 1 到 w 的 距离 。 

(4 B=SUt Ter -ty 

(5) 若 T=p ， 算 法 结束 ; 否则 ， 转 步骤 (6) 。 

(6) 对 与 ! 相 邻接 的 所 有 顶点 x， 若 四。> di+cxr， 则 令 dx=dqur+ctr，P(r)=1， 
转 步 骤 (3) 。 

例 5.3 在 图 5.3 所 示 的 有 向 赋 权 图 中 ， 求 顶点 a 到 其 他 所 有 顶点 的 距离 。 用 邻接 表 来 
存放 顶点 之 间 的 距离 ， 如 图 5.4 所 示 。 对 图 5.3 所 示 有 向 赋 权 图 执行 狄 斯 奎 诺 算法 时 ， 每 
一 轮 循 环 的 执行 过 程 如 表 5.1 所 示 ， 从 顶点 a 到 其 他 所 有 顶点 的 路 径 如 图 5.5 所 示 。 


图 5.3 顶点 a 到 其 他 所 有 顶点 的 最 短 距离 的 有 向 赋 权 图 
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图 5.4 图 5.3 所 示 赋 权 图 的 邻接 表 
表 5.1 狄 斯 奎 诺 算法 的 执行 过 程 
S dap dat t 

1 a 1 1 b 
4 ab 3 
3 abc 4 da 
4 a,b,cd 6 
5 abcodf 
6 ab,cdfe 8 e 
了 a,b,cdfg,e 9 万 
8 a,b,cd fg,eh 
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图 5.5 各 个 顶点 到 顶点 a 的 路 径 


5.3.2 ” 狄 斯 奎 诺 算法 的 实现 


为 简单 起 见 ， 在 有 向 赋 权 图 G=(V,E) 中 ， 顶 点 用 数字 编号 ， 令 顶点 集合 为 
让 ={0,1,…,n 一 1} ; 把 边 集 E 中 边 (i,j) 的 长 度 存 放 在 图 的 邻接 表 中 ; 用 布尔 数组 s 来 表示 5 
中 的 顶点 ，s 国 为 真 ， 表 示 顶 点 z 在 8 中 ， 否 则 ， 不 在 Ss 中 ;用 数组 元 素 4 中 表示 项 点 i 到 
源 顶 点 的 距离 ， 用 数组 元 素 p 鼎 来 存放 顶点 i 到 源 顶 点 的 最 短路 径 上 前 方 顶点 的 编号 ， 并 
假设 源 顶 点 由 变量 x 给 定 。 图 的 邻接 表 的 数据 结构 定义 如 下 
struct adj list { /* 邻接 表 结 点 的 数据 结构 */ 
int V_num; /* 邻接 顶点 的 编号 */ 
float len; /* 邻接 顶点 与 该 项 点 的 距离 */ 
struct adj list *next; /* 下 一 个 邻接 项 点 */ 


}; 
typedef struct adj list NODE; 


则 狄 斯 奎 诺 算法 的 描述 如 下 : 


算法 5.2 ” 狄 斯 奎 诺 算法 
输入 : 有 向 图 的 邻接 表 头 结 点 node [] , 顶点 个 数 n, 源 顶 点 了 


1. #define MAX FLOAT NUM % /* 最 大 的 浮 点 

2. void dijkstra (NODE node[],int n,int u,float dl[],int p[]) 
3. { 

4 float temp; 

Sy nt 下 生计 

6 BOOL *s = new BOOL[n]; 

2 NODE *pnode; 

8 for (i=0;i<n;i++) { /* 初始 化 */ 

全 d[i] = MAX FLOAT NUM;  s[il = FALSE;  p[il = -1; 
10. } 
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11. if (!(pnode = node [ul .next)) /* 源 项 点 与 其 他 项 点 不 相 邻 接 */ 


2 return; 

1 while (pnode) { /* 预 置 与 源 顶 点 相 邻 接 的 顶点 距离 */ 

3 d[pnode->v num] = pnode->len; 

Es p[lpnode->v num] = u; 

基本 pnode = pnode->next; 

Es } 

18. d[u] = 0; srul = TRUE; /* 开始 时 ,集合 S 仅 包 含 顶点 u */ 

19s for (i=l;i<n;i++) { 

20. temp = MAX FLOAT NUM; t= u; 

Ls for (j=0;j<n;j++) /* 在 T 中 寻找 距离 u 最 近 的 顶点 七 */ 

pp if (!s[j]&gd[j]<temp) { 

23。 t= j; temp = d[j]; 

24. } 

5 if (t==u) break; /* 找 不 到 ,跳出 循环 */ 

26. s[t] = TRUE; /* 否则 ,把 上 并 入 集合 s */ 

2 pnode = node[t] .next; /* 更 新 与 t 相 邻接 的 顶点 到 的 距离 */ 

26s while (pnode) { 

29s if (!s [pnode->v_num]&&d[pnode->v num]>d[t]+pnode->len) { 

30. d[pnode->v num] = d[t] + pnode->len; 

-5 p[lpnode->v num] = t; 

32, } 

FE pnode = pnode->next; 

EE } 

355 } 

36. delete 3 

5 

开始 时 ， 有 向 图 邻接 表 的 头 结 点 存放 在 数组 node[] 中 ， 因 此 与 顶点 i 相关 联 的 所 有 出 
边 的 长 度 ， 以 及 与 顶点 i 相 邻 接 的 所 有 顶点 编号 ， 都 存放 在 node[i] 所 指向 的 链表 中 。 算 法 
分 为 两 个 阶段 进行 : 初始 化 阶段 和 选择 具有 最 短 距离 的 顶点 阶段 。 在 初始 化 阶段 ， 算 法 的 
第 8~10 行 把 源 项 点 到 所 有 其 他 顶点 的 距离 都 置 为 无 限 大 , 把 集合 5S 置 为 空 , 把 所 有 顶点 到 
源 顶 点 最 短路 径 上 的 前 方 顶点 的 编号 都 置 为 -1， 第 11、12 行 判断 源 项 点 是 否 有 邻接 项 点 ， 
如 果 没有 ， 表 明 源 顶点 与 其 他 项 点 均 不 可 达 ， 则 结束 算法 ， 否 则 ， 第 13~17 行 预 置 源 顶点 


到 邻接 顶点 的 距离 ， 此 时 ， 只 有 这 些 邻 接 顶 点 x 到 源 顶 点 的 距离 d[x] 被 赋值 ， 而 其 他 顶点 
到 源 顶 点 的 距离 都 还 是 无 限 大 ， 第 18 行 把 源 项 点 x 并 入 集合 S$， 结束 初始 化 阶段 。 


循环 。 第 20~24 行 ， 在 7 中 寻找 距离 最近 的 顶点 +:， 如 果 找 不 到 ， 则 顶点 w 到 了 中 的 顶点 
不 可 达 ， 算 法 结束 ， 否 则 ， 它 就 是 所 要 找 的 项 点， 把 它 并 入 5S; 第 27~34 行 更 新 与 ! 相 邻 
接 的 顶点 到 w 的 距离 ， 然 后 进入 新 的 一 轮 循环 。 最 后 ， 或 者 个 顶点 均 处 理 完毕 ， 或 者 有 
若干 个 顶点 不 可 达 。 
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5.3.3 狄 斯 奎 诺 算法 的 分 析 


算法 5.2 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 第 8~10 行 花费 B@(n) 时 间 。 第 13~17 行 花 费 O(z) 时 
间 。 第 19~35 行 是 个 二 重 循环 ， 外 部 循环 的 循环 体 最 多 执行 2-1 轮 。 第 21~24 行 的 内 循环 
中 ， 在 了 中 寻找 距离 :最 近 的 顶点 !， 最 多 花费 O(z) 时 间 ; 第 27-34 行 更 新 与 ! 相 邻接 的 
顶点 到 v 的 距离 ， 最 多 花费 O(z) 时 间 ; 这 两 个 内 循环 最 多 需要 执行 2-1 轮 ， 因 此 第 19~35 
行 需 花费 O(n? ) 时 间 。 所 以 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 为 O(n? ) 。 此 外 ， 该 算法 需要 @(z) 工作 
空间 。 

下 面 证 明 算 法 的 正确 性 。 首 先 ， 式 (5.3.1) 中 ,集合 {qd .|xe7} 中 顶点 x 到 顶点 x 的 


路 径 长 度 qd ， 仅 表示 在 当前 搜索 过 程 中 ， 探 测 到 的 顶点 4 经 3 中 的 顶点， 但 不 经 7 中 的 
顶点 ， 到 达 x 的 最 短路 径 长 度 ， 它 不 一 定 就 是 项 点 4 到 顶点 x 的 最 短路 径 长 度 。 因 为 从 4 到 
x 的 最 短 通路 中 ， 可 能 含有 7 中 除 顶 点 x 之 外 的 其 他 顶点 。 例如， 图 5.6 中 ,在 当前 搜索 过 
程 中 ， 从 4 经 v 到 达 1 的 路 径 长 度 4,j 为 8， 从 uw 经 到达 x 的 路 径 长 度 d, ,为 12。 当 确定 了 
1 到达 1 的 最 短路 径 长 度 ， 且 把 :并 入 S 后 ， 就 不 能 还 是 认为 4 就 是 yx 到 x 的 最 短路 径 长 
度 了 。 因 为 存在 从 1 到 x 长 度 为 2 的 路 径 ， 这 时 4 经 :到 达 x 的 路 径 长 度 只 有 10。 因 此 ， 原 
来 的 q 还 必须 经 式 (5.3.2) 进行 修正 ， 才 能 重新 成 为 v 经 8 中 的 顶点， 但 不 经 7 中 的 顶 


图 5.6 说 明 顶 点 距离 的 例子 
定理 5.2 设 G=(V,E) 是 有 向 赋 权 图 ，ScyV，ueS，T=V-S，qd,x 是 从 u 出 发 ， 


经 8 中 项 点， 但 不 经 了 中 其 他 项 点 ， 而 直接 到 达 了 中 的 顶点 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 若 ts7， 
du =min{fduxlze7}， 则 qu 就 是 顶点 x 到 顶点 :的 最 短路 径 长 度 。 


证 明 用 归纳 法 证 明 : 
(1) 当 S={、7=F-{ 时 ， 令 x 是 了 中 与 x 相 邻接 的 顶点 ，cux 是 边 (w x) 的 长 
度 。 由 狄 斯 奎 诺 算法 , 所 有 与 zx 相 邻接 的 顶点 x,， 有 qd , = cux， 不 与 顶点 zx 相 邻接 的 顶点 x， 
有 dx=o。 显 然 ，d* 是 当前 搜索 过 程 中 ， 顶 点 wx 经 8 中 的 顶点 ， 但 不 经 了 中 的 顶点 到 达 


Se 
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cut， 是 所 有 与 相关 联 的 边 中 长 度 最 短 的 ， 因此， 可 直接 得 到 q,, = cur 就 是 顶点 zx 到 顶点 
1 的 最 短路 径 长 度 。 

(2) 当 S 中 有 《kk<n) 个 顶点 ，T 中 有 nk 个 顶点 时 ， 令 x 是 T 中 的 项 点， 由 狄 斯 
奎 诺 算法 ，4q,; 是 经 8 中 的 项 点 ， 但 不 经 7 中 其 他 顶点 ， 直 接 到 达 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 
顶点 ! 满足 dy =min {qx |xeT}。 如果 q,j 不 是 顶点 w 到 顶点 1 的 最 短路 径 长 度 , 那么 必 存 
在 一 条 从 wu 到 1 的 路 径 ， 其 长 度 小 于 qu; ， 则 该 路 径 必 包含 有 7- fi} 中 的 顶点 。 设 x 就 是 这 
样 的 顶点 ， 则 ds <duw ， 与 di =min fdux|xe7} 相 矛盾 。 所 以 ，du， 就 是 顶点 zx 到 顶点 1 
的 最 短路 径 的 长 度 。 

这 样 , 只 要 证 明 式 (5.3.2) 中 所 得 到 的 4, ,是 经 过 S U {t} 中 的 顶点 , 但 不 经 过 7 一 {7} 
中 其 他 顶点 ， 直 接 到 达 x 的 最 短路 径 的 长 度 ， 那 么 经 过 式 (5.3.2) 处 理 过 后 的 4d， 、 ， 再 经 
过 式 (5.3.1) 的 处 理 ， 所 得 到 的 新 的 qd, ,将 是 顶点 w 到 新 的 顶点 + 的 距离 。 这 样 ， 也 就 证 明 
了 算法 的 正确 性 。 下 面 的 定理 ， 证 明了 式 (5.3.2) 的 正确 性 。 

定理 5.3 设 G=(V,E) 是 有 向 赋 权 图 ，ScV， wes， 
dit =min{dix |xeT}; 令 5=SU {tf}，T=7T-{t}， 则 对 任意 的 xe 

di =min {duxsdut +crx} 

证 明 源 顶 点 w 到 了 中 顶点 x 的 最 短路 径 长 度 d, ,定义 为 从 w 出 发 , 经 过 5 中 的 顶点 ， 
但 不 经 过 7 中 其 他 顶点 , 而 直接 到 达 了 中 的 顶点 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 从 w 到 x， 但 不 经 过 
中 的 项 点 的 最 短路 径 ， 有 下 面 两 种 情况 : 

(1) 顶点 x 与 顶点 1 不 相 邻 接 ， 该 路 径 上 的 顶点 ， 除 了 x 以 外 都 在 $ 中 ， 则 上 式 右边 
中 的 qd 本 身 就 是 经 过 5 、 不 经 过 T ， 直 接 到 达 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 因 此 ， 式 (5.3.2) 
成 立 。 

(2) 顶点 x 与 顶点 + 相 邻 接 ， 在 把 1 纳入 5 后 ， 经 式 (5.3.2) 得 到 的 qd,, 就 是 经 过 5 、 
不 经 过 7 ， 直 接 到 达 x 的 最 短路 径 的 长 度 。 因 此 ， 式 〈5.3.2) 仍 成 立 。 

综 上 所 述 ， 狄 斯 奎 诺 算法 是 正确 的 。 


SsS, teT, 


过 三 天 二 
TT， 有 : 


5.4 最 小 花费 生成 树 问 题 


在 实际 生活 中 ， 图 的 最 小 花费 生成 树 问题 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 用 图 的 顶点 代表 城 
市 ， 顶 点 与 顶点 之 间 的 边 代表 城市 之 间 的 道路 或 通信 线路 ， 用 边 的 权 代表 道路 的 长 度 或 通 
信 线 路 的 费用 ， 则 最 小 花费 生成 树 问题 ， 就 表示 城市 之 间 最 短 的 道路 或 费用 最 少 的 通信 线 
路 问题 。 

5.4.1 最 小 花费 生成 树 概述 


定义 5.1 设 图 G=(V,E) 和 图 G'=(V',E'), 若 G'cG 且 V'=V, 则 称 G' 是 G 的 生成 
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例如 ， 图 5.7 (a) 是 一 个 无 向 完全 图 , 图 5.7 (b) ~ 图 5.7 (e) 是 它 的 几 个 生成 子 图 。 

定义 52 若 无 向 图 G 的 生成 子 图 7 是 树 , 则 称 了 是 G 的 生成 树 或 支撑 树 。 生 成 树 7 中 
的 边 称 为 树枝 。 

例如 ， 图 5.7 (b) 不 是 图 $.7 (a) 的 生成 树 ， 而 图 5.7 (c) 、 图 5.7 (d) 、 图 5.7 (e) 
都 是 图 5.7 (a) 的 生成 树 。 

若 连 通 图 G=(V,E)，7T 是 G 的 生成 树 ， 则 生成 树 T 有 如 下 性 质 : 

性 质 5.1 了 是 不 含 简单 回路 的 连通 图 。 

性 质 5.2 了 中 的 每 一 对 顶点 zx 和， 恰好 有 一 条 从 x 到 v 的 基本 通路 。 

性 质 5.3 车 T=<V,E’>, |V|=n, |E|=m， 则 m=n 一 1]。 

性 质 5.4 在 7 中 的 任何 两 个 不 相 邻 接 的 顶点 之 间 增 加 一 条 边 ， 则 得 到 7 中 唯一 的 一 
条 基本 回路 。 
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图 5.7 无 向 完全 图 及 其 生成 子 图 


定义 5.3 若 图 G=(V,E. 玉 ) 是 赋 权 图 ，7 是 G 的 生成 树 , 则 7 的 每 个 树枝 上 的 权 之 和 
称 为 7 的 权 ; G 中 权 最 小 的 生成 树 ， 称 为 G 的 最 小 花费 生成 树 或 最 小 生成 树 。 

在 下 面 的 讨论 中 ， 假 定 图 都 是 连通 的 。 如 果 图 不 连通 ， 可 以 把 算法 应 用 于 图 的 每 一 
连通 分 支 。 


5.4.2 ”元 和 鲁 斯 卡尔 算法 


求 最 小 花费 生成 树 的 算法 有 很 多 ， 其 中 克 鲁 斯 卡尔 Kruskal) 算法 和 普 里 姆 (Prim) 
算法 ， 是 使 用 贪 禁 法 策略 设计 的 典型 算法 。 
。 克 重 斯 卡尔 算法 的 思 


克 和 鲁 斯 卡尔 算法 俗称 避 环 法 。 其 思想 方法 如 下 : 开始 时 ， 把 图 的 所 有 顶点 都 作为 孤立 
顶点 ， 每 一 个 顶点 都 构成 一 棵 只 有 根 结 点 的 树 ， 由 这 些 树 构成 一 个 森林 7 。 然 后 ， 把 所 有 
的 边 按 权 的 非 降 顺 序 排序 ， 构 成 边 集 的 一 个 非 降序 列 。 从 边 集 中 取出 权 最 小 的 一 条 边 ， 如 
果 把 这 条 边 加 入 森林 了 中， 不 会 使 7 构成 回路 ， 就 把 它 加 入 森林 中 《或 者 把 森林 中 某 两 棵 
树 连接 成 一 棵 树 ) ;， 否则， 就 放弃 它 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 把 它 从 边 集中 删 去 。 重 复 这 个 
过 程 ， 直 到 把 2-1 条 边 都 放 到 森林 以 后 ， 结 束 这 个 过 程 。 这 时 ， 该 森林 中 所 有 的 树 就 被 连 
接 成 一 棵 树 7 ， 它 就 是 所 要 求 取 的 图 的 最 小 花费 生成 树 。 


站 
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在 把 边 e 加 入 7 中 时 ， 如 果 与 边 e 相 关联 的 顶点 u 和 v 分 别 在 两 棵 树 上 ， 随 着 边 e 的 加 
入 ， 将 使 这 两 棵 树 合并 成 一 棵 树 ， 如 果 与 边 e 相 关联 的 顶点 w 和 v 都 在 同一 棵 树 上 ， 则 新 加 
入 的 边 e， 将 把 这 两 个 结 点 连接 起 来 ,使 原来 的 树 构 成 回路 。 为 了 判断 把 边 。 加 入 了 中 是 否 
会 构成 回路 ， 可 以 使 用 第 3 章 所 叙述 的 find(w)、find(v) 操 作 及 union(w,v ) 操 作 。 前 两 个 操 
作 寻 找 x 和 v 所 在 树 的 根 结 点 ， 如 果 find(xz)、find(v) 操 作 表 明 w 和 vw 的 根 结 点 不 相同 ， 则 
继续 执行 的 union(x,v) 操 作 ， 将 把 边 e 加 入 中 ， 并 使 和 ~* 所 在 的 两 棵 树 合并 成 一 棵 树 ; 
如 果 find(w)、find(v) 操 作 表 明 w 和 v 的 根 结 点 相同 ， 则 w 和 vwv 同 在 一 棵 树 上 ， 这 时 就 不 再 
执行 union(x,v) 操 作 ， 并 丢弃 边 e 。 

于 是 ， 对 无 向 连通 赋 权 图 G=(V,E,) ， 求 该 图 的 最 小 花费 生成 树 的 克 鲁 斯 卡尔 算法 
的 步骤 可 叙述 如 下 : 

(1) 按 权 的 非 降 顺 序 排序 E 中 的 边 。 

(2) 令 最 小 花费 生成 树 的 边 集 为 7， 了 初始 化 为 T= gp。 

(3) 把 每 个 顶点 都 初始 化 为 树 的 根 结 点 

(4) 令 e=(u,v) 是 E 中 权 最 小 的 边 ，E=E-t{e}。 

(5) 如 果 find(w 产 find(v)， 则 执行 union(w,v) 操 作 ，T=T U {e}。 

(6) 如 果 |T|<n-1， 转 步骤 (4) ; 否则， 算法 结束 。 

例 5.4 图 5.8 表示 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 执行 过 程 。 图 5.8(a) 表示 一 个 无 向 赋 权 图 ; 第 
1、2 两 步 ， 分 别 把 权 为 1 和 2 的 边 加 入 中， 如 图 5.8 (b) 、 图 5.8 (c) 所 示 ; 第 3 步 ， 
权 为 3 的 边 与 了 中 的 边 构成 回路 ， 被 丢弃 ;第 4、5 步 ， 把 权 为 4 和 5 的 边 加 入 了 了 中， 如 
图 5.8 (d) 、 图 5.8 (e) 所 示 ; 第 6、7、8 步 ， 权 为 6、7、8 的 边 与 7 中 的 边 构 成 回路 ， 
被 丢弃 ; 第 9 步 ， 把 权 为 9 的 边 加 入 7 中， 如 图 5.8(f) 所 示 ; 至 此 , 已 有 5 条 边 被 加 入 了 
中 ， 而 顶点 个 数 是 6 个 ， 所 以 算法 结束 。 


图 5.8 ”Kmskal 算法 的 执行 过 程 


~ 


假定 无 向 赋 权 图 G=(V,E,WF) 有 nn 个 顶点 ，m 条 边 。 为 简单 起 见 ， 顶 点 用 数字 编号 。 
定义 下 面 的 数据 结构 ， 
typedef struct { /* 边 的 数据 结构 */ 
float key; /* 边 的 权 */ 
int us; /* 与 边关 联 的 顶点 编号 */ 
int /* 与 边关 联 的 顶点 编号 */ 
} EDGE; 
struct node { /* 顶点 的 数据 结构 */ 
struct node *p; /* 指向 父亲 结 点 */ 
int rank; /* 结 点 的 秩 */ 
int u; /* 顶点 编号 */ 


] 7 

typedef struct node NODE; 
EDGE E[m+1],T[n]; 

NODE VI[n]; 


其 中 ， 用 数组 E 来 存放 边 集 ， 以 便 构成 一 个 最 小 堆 ， 用 数组 VV 来 存放 顶点 集合 ， 以 便 
进行 find 和 union 操作 ， 方 便 地 判断 所 加 入 的 边 是 否 会 构成 回路 ;用 数组 了 来 存放 所 产生 
的 最 小 花费 生成 树 的 边 。 对 find 和 union 操作 及 堆 的 操作 进行 一 些 必要 的 修改 ， 使 之 适应 
上 述 的 数据 结构 ， 则 克 鲁 斯 卡尔 算法 可 描述 如 下 

算法 5.3 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 

输入 : 存放 n 个 顶点 的 数组 V[] ,存放 m 条 边 的 数组 E[], 顶点 个 数 n, 边 的 数目 m 

输出 :存放 最 小 花费 生成 树 的 边 集 的 数组 T[] 


1. void kruskal (NODE VI[],EDGE E[],EDGE TI[],int n,int m) 

Fk 

3 Ln 生 区 

4 EDGE e7 

Ss NODE *u,*V; 

6 make_heap (E,m); /* 用 边 集 构 成 最 小 堆 */ 

7 for (i=0;i<n;i++) { /* 每 个 顶点 都 作为 树 的 根 结 点 , 构成 森林 */ 
8 V[il.rank = 0; V[il.p = NULL; 

3。 } 

10. i=j=0; 

as while ((i<n-l)gg(m>0)) { 

12. e = delete min(E,m); /* 从 最 小 堆 中 取 下 权 最 小 的 边 */ 

13。 u = find(gVv[e.u]); /* 检索 与 边 相 邻接 的 顶点 所 在 树 的 根 结 点 */ 
14. Vv = find(gv[le.v]); 

LS if (ul=v) { /* 两 个 根 结 点 不 在 同一 棵 树 上 */ 

16. union (u,v); /* 连接 它们 */ 

和 5 T[j++] = ez /* 把 边 加 入 最 小 花费 生成 树 */ 

18. Hz 


~ 
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第 6 行 把 数组 E 按 边 的 权 构成 一 个 最 小 堆 。 第 7、8 行 把 每 个 顶点 都 作为 树 的 根 结 点 ， 
构成 森林 。 第 11~20 行 执行 一 个 循环 ， 从 最 小 堆 中 取 下 权 最 小 的 边 。， 并 使 边 数 m 减 1; 用 
find 操作 取得 与 边 相 关联 的 两 个 顶点 所 在 树 的 根 结 点 ， 如 果 这 两 个 根 结 点 不 是 同一 棵 树 的 
根 结 点 ， 就 用 union 操作 ， 把 这 两 棵 树 合并 成 一 棵 树 ， 把 边 e 加 入 最 小 花费 生成 树 了 中 。 这 
个 循环 一 直 执 行 ， 直 到 产生 nm-1 条 边 的 最 小 花费 生成 树 或 者 m 条 边 已 全 部 处 理 完毕 。 


3.， 克 重 斯 卡尔 算法 的 分 析 


算法 的 第 6 行 用 m 条 边 构成 最 小 堆 ， 需 花费 O(mlogm) 时 间 。 第 7、8 行 初始 化 > 个 根 
结 点 ， 需 花费 @(n) 时 间 。 第 11~20 行 的 循环 最 多 执行 m 次 。 在 循环 体 中 ,第 12 行 从 最 小 
堆 中 删 去 权 最 小 的 边 ， 每 一 次 执行 需 花费 O(logm) 时 间 ， 共 花费 O(mlogm) 时 间 ; 循环 体 
中 的 find 操作 至 多 执行 2m 次 ， 由 定理 3.1， 总 花费 至 多 为 O(mlog* n)。 因 此 ， 算 法 的 运 
行 时 间 由 第 6 行 和 第 11~20 行 的 循环 所 决定 ， 所 花费 的 时 间 为 O(mlogm) 。 如 果 所 处 理 的 
图 是 一 个 完全 图 ， 那 么 将 有 m=n(n-1)/2， 这 时 用 顶点 个 数 来 衡量 ， 所 花费 的 时 间 为 
O(n? logn); 如 果 所 处 理 的 图 是 一 个 平面 图 ， 那么 将 有 m=0O(n)， 这 时 ， 所 花费 的 时 间 为 
O(nlogn)。 此 外 ， 算 法 用 来 存放 最 小 花费 生成 树 的 边 集 所 需要 的 空间 为 6(n) ， 其 余 需 要 
的 工作 单元 为 @(1) 。 

算法 的 正确 性 由 下 面 的 定理 给 出 。 

定理 5.4 克 鲁 斯 卡尔 算法 正确 地 得 到 无 向 赋 权 图 的 最 小 花费 生成 树 。 

证 明 设 G 是 无 向 连通 图 ， 7 是 G 的 最 小 花费 生成 树 的 边 集 ，7 是 由 克 鲁 斯 卡尔 算法 
所 产生 的 生成 树 边 集 ， 则 G 中 的 顶点 既是 7* 中 的 顶点 ， 也 是 了 中 的 顶点 。 若 G 的 顶点 数 为 
n， 则 | 7T*|=| 工 |=n-1。 下 面 用 归纳 法 证 明 T= 7”。 

(1) 设 e 是 G 中 权 最 小 的 边 ,根据 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 ， 有 e, eT7 。 此 时 , 若 ea g7", 但 
因为 7 是 G 的 最 小 花费 生成 树 ， 所 以 和 el 关联 的 顶点 必 是 7* 中 两 个 不 相 邻 接 的 项 点， 根 
据 生成 树 的 性 质 54， 把 ea 加 入 T ， 将 使 六 构成 唯一 的 一 条 回路 。 假 定 这 条 回路 是 
@1,em,…,eak， 且 el 是 这 条 回路 中 权 最 小 的 边 。 令 7T”=7T'Ut{e}-{ew} ，ew 是 回路 
el,ea ea 中 除 e 外 的 任意 一 条 边 ， 则 边 集 7” 仍然 是 G 的 生成 树 ， 且 T” 的 权 小 于 或 等 
于 六 的 权 。 如 果 T” 的 权 小 于 六 的 权 ， 则 与 六 是 G 的 最 小 花费 生成 树 的 边 集 相 矛盾 ， 所 
以 el eT7”; 如 果 7” 的 权 等 于 7* 的 权 , 则 7” 也 是 G 的 最 小 花费 生成 树 的 边 集 , 上 且 esT7”。 
这 时 ， 可 用 新 的 六 来 标记 7”。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 有 el eT”。 

(2) 车 es, 是 G 中 权 第 2 小 的 边 ， 同 理 可 证 e, eT ， Ber s 

(3) 设 a,…,e: 是 7 中 前 面条 权 最 小 的 边 ， 且 它们 都 属于 T， 也 属于 7* 。 令 er 是 
了 中 第 +1 条 权 最 小 的 边 ， 且 ej eT，, 但 ep, #7T*。 同样 ， 和 ej, 关联 的 顶点 也 是 7* 中 两 
个 不 相 邻接 的 顶点 。 把 era 加 入 T”， 将 使 六 构成 唯一 的 一 条 回路 。 假 定 这 条 回路 是 
eka ea em ， 则 在 em ,…,eom 中 ， 必 有 一 条 边 eu eT*， 但 eo; #7T; 否则 ， 了 将 存在 回 
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路 。 因 为 e1,…,erw 是 7 中 前 面 t+1 条 权 最 小 的 边 ， 并 且 e1,…,ek,， 都 属于 7 ， 根 据 克 鲁 斯 
卡尔 算法 , 在 T 和 7" 中, 除 e1,…,erwy 外 , 不 存在 权 大 于 ei 且 小 于 ex 的 其 他 边 , 所 以 eu 的 
权 大 于 或 等 于 ei 的 权 。 令 7”=T*U {er} 一 {ew}， 则 7T” 仍然 是 G 的 生成 树 ， 且 7” 的 权 
小 于 或 等 于 7 的 权 。 同 上 面 理由 ,， 必 有 ekn eT*。 

综 上 所 述 ， 有 7=T”。 所 以 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 正确 地 得 到 无 向 赋 权 图 的 最 小 花费 生 
成 树 。 


5.4.3 ” 普 里 姆 算法 


普 里 姆 算法 也 是 采用 贪 禁 策略 进行 设计 的 一 种 算法 ， 但 它 和 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 方法 
完全 不 同 ， 有 点 类 似 于 求 最 短路 径 的 狄 斯 奎 诺 算法 。 在 这 里 ， 也 假定 图 G 是 连通 的 。 


1， 普 里 姆 算法 的 思想 方法 


令 G=(V,E,WW)， 为 简单 起 见 , 令 顶 点 集 为 ={0,1,…,n-1}。 用 二 维 数组 c 来 存放 边 
集 E 中 边 的 权 , 若 与 顶点 i,j 相 关联 的 边 为 6;)， 则 6 的 权 为 eli][j]。 假 定 7 是 最 小 花费 生 
成 树 的 边 集 。 该 算法 维护 两 个 顶点 集合 S 和 NN 。 开 始 时 ， 令 7T=p，S={0}，N=F-S。 
然后 ， 进 行 贪 禁 选择 ， 选 取 ieS ,jeN， 并 且 cfi][ 四 最 小 的 i 和 j; 并 使 $=5SU {7}， 
N=N-{j}，T=7T U {ei}。 重 复 上 述 步骤 ， 直 到 N 为 空 ， 或 找到 nm-1 条 边 为 止 。 此 时 ， 
了 中 的 边 集 就 是 所 要 求 取 的 G 中 的 最 小 花费 生成 树 。 由 此 ， 普 里 姆 算法 的 步骤 可 描述 如 下 : 

(1) 7T=p，S={0}，N=F-S。 

(2) 如 果 N 为 空 ， 算 法 结束 ;否则 ， 转 步骤 (3) 。 

(3) 寻找 使 ieS，jeN， 并 且 cli][ 四 最 小 的 i 和 |。 

(4) S=SU {用 ，N=N-{j}，7T=7 U {ej}， 转 步骤 (2) 。 

例 5.5 图 5.9 表示 普 里 姆 算法 的 执行 过 程 。 虚线 一 侧 表示 顶点 集合 S， 另 一 侧 表示 
顶点 集合 N ， 细 线 表示 与 顶点 关联 的 边 ， 粗 线 表 示 所 产生 的 最 小 花费 生成 树 的 边 。 开 始 时 
如 图 5.9 (a) 所 示 ， 此 时 S={0}，N ={1,2,3.4,5} ,在 集合 NN 中 ， 有 3 个 顶点 1,2,3 与 集合 8 
邻接 ， 边 eoi 的 权 最 小 ; 在 图 5.9 (b) 中 ， 把 顶点 1 并 入 集合 8S ， 把 边 e01 并 入 7 ， 此 时 顶 
点 2,3,4,5 都 与 集合 S 邻接 ， 而 边 a ,的 权 最 小 ; 在 图 5.9(c) 中 ， 把 顶点 2 并 入 集合 S， 把 
边 @ ,并 入 7 ， 此 时 顶点 3, 4, 5 与 集合 5 邻接 ， 而 边 e,; 的 权 最 小 ; 在 图 5.9(d) 中 ， 把 顶 
点 3 并 入 集合 S$ ， 把 边 e,3 并 入 T， 此 时 剩 下 顶点 4,5 与 集合 8 邻接 ， 而 边 es 的 权 最 小 ; 
在 图 5.9 (e) 中 ,把 顶点 5 并 入 集合 S$， 把 边 e;s 并 入 T ， 此 时 剩 下 最 后 一 个 顶点 4 与 集合 
5 邻接 ， 而 边 e14 的 权 最 小 : 在 图 5.9(f) 中 ， 把 顶点 4 并 入 集合 8 ， 把 边 a4 并 入 7 ， 最 
后 所 产生 的 最 小 花费 生成 树 如 图 5.9 〈f) 中 的 粗 线 所 示 。 


2. 普 里 姆 算法 的 实现 


同样 , 在 有 向 赋 权 图 G=(V,E, 矿 ) 中 , 顶点 用 数字 编号 , 令 顶 点 集合 为 ={0,1,…,n 一 1}; 
用 邻接 矩阵 c[i][j] 来 表示 图 G=(V,E, WV) 中 顶点 i 和 j 之 间 的 邻接 关系 及 边 6; 的 权 ; 如 
果 i 和 j 之 间 不 相 邻 接 ， 则 把 c[i][j] 置 为 MAX FLOAT_NUM ; 用 布尔 数组 s 来 表示 S 中 


al 
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的 顶点 ，s 国 为 真 ， 表 示 顶 点 ;在 8 中， 否则 不 在 8 中; 用 5.4.2 节 中 所 叙述 的 数据 结构 类 
型 EDGE 的 数组 T[n] 来 存放 所 产生 的 最 小 花费 生成 树 的 边 集 。 


图 5.9 普 里 姆 算法 的 执行 过 程 
为 了 有 效 地 寻找 使 ie S ,jeN，, 并且 di][ 四 最 小 的 i 和 ,考虑 下 面 的 事实 : 如 果 边 @;) 


和 转移 到 集合 S 的 候选 者 。 如 果 j 是 一 个 边界 点 , 那么 在 5 中 至 少 有 一 个 顶点 i 和 jj 相 邻 接 。 
为 简单 起 见 ， 把 s 中 与 j 相 邻 接 并 且 权 c[i][j] 最 小 的 项 点 i ， 简 称 为 顶点 j 的 近邻 。 用 数 
组 neig[j] 来 存放 顶点 j 的 近邻 ;用 数组 w[ 朋 来 存放 j 及 其 近邻 相关 联 的 边 的 权 。 把 这 两 个 
数组 称 为 近邻 信息 表 。 这 样 ， 便 有 如 下 的 数据 结构 : 


float crn] [n]; /* 图 的 邻接 矩阵 */ 

BOOL s[n]; /* 集合 s 中 的 点 集 */ 

EDGE TIn]; /* 最 小 花费 生成 树 的 边 集 */ 

int neig[n]; /* 顶点 了 的 近邻 */ 

float  w[n]; /* 顶点 j 与 近邻 相关 联 的 边 的 权 */ 


为 简明 起 见 ， 假 定 二 维 数 组 可 以 直接 通过 参数 传递 ， 并 可 在 函数 中 直接 引用 。 于 是 ， 
普 里 姆 算法 描述 如 下 : 


算法 5.4 普 里 姆 算法 

输入 : 无 向 连通 赋 权 图 的 邻接 矩阵 c[] [] , 顶点 个 数 n 

输出 : 图 的 最 小 花费 生成 树 T[] ,了 中 边 的 数目 

- #define MAX FLOAT NUM = 

. void prim(float cfj [] ,int n,EDGE T[],int &k) 
人 


1 
4 
3 
类 int 37s 

BOOL *s = new BOOL[n]; 

6 int *neig = new int[n]; 

学 float min,*w = new float[n]; 

8 s[0] = TRUE; /二 8 = {0 */ 
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8 for (i=1l;i<n;i+t+) { /* 初始 化 集合 N 中 各 顶点 的 初始 状态 */ 
10. wril = c[0] [il]; /* 顶点 i 与 近邻 的 关联 边 的 权 */ 
11; neig[i] = 0; /* 顶点 工 的 近邻 */ 

EE s[i] = FALSE; /* N= {1,2,°",n-1} */ 
Ls } 

¥E 抱 : 二 0 /* 最 小 生成 树 的 边 集 T 为 空 */ 
Es for (i=l;i<n;i++) { 

16. u= 0; 

Ts min = MAX FLOAT NUM; 

18. for (j=1;j<n;j++) /* 在 N 中 检索 与 s 最 接近 的 顶点 u */ 
19; if (!s[j]&g&w[j]<min) { 

20s u=j; min = w[j]; 

Ds } 

22; if (u==0) break; /* 图 非 连通 , 退出 循环 */ 

3 T[k] .u = neig[u]; /* 登记 最 小 生成 树 的 边 */ 
24. T[K] .Vv = u; 

2 T[k++] .key = wl[u]; 

26. s[u] = TRUE; /*Ss= SsUtu} */ 

27; for (j=1;j<n;j++) { /* 更 新 N 中 顶点 的 近邻 信息 */ 
28 . if (!s[jlggc[u]l [j]<w[j]) { 

29. w[j] = cru] [jl]; 

30. neig[j] = u; 

hs } 

32; } 

335 } 

34。 delete s; delete w; delete neig; 

35 六 


为 简化 说 明 起 见 ， 该 算法 所 处 理 的 顶点 集合 为 六 = {0.1,…,m-1} 。 用 布尔 数组 s 来 表示 
顶点 集合 , 则 数组 的 相应 元 素 表 示 对 应 编号 的 顶点 。 数 组 元 素 为 真 , 表示 对 应 顶点 在 集合 8 
中 ; 否则 ， 对 应 顶点 在 集合 Y 中 。 算 法 的 第 8~14 行 是 初始 化 部 分 : 第 8 行 设置 集合 5 的 初 
始 元 素 8={0}; 第 9~13 行 设置 N 中 所 有 顶点 的 近邻 信息 ， 初 始 化 近邻 信息 表 : 把 集合 入 
中 所 有 顶点 i 的 近邻 都 置 为 顶点 0， 与 近邻 相关 联 的 边 的 权 都 置 为 cf0][i] ， 这 样 在 以 后 的 处 
理 中 ， 只 要 检索 近邻 的 信息 ， 就 可 以 找到 使 ieS ，jeN， 并 且 c[i][ 四 最 小 的 i 和 Jj; 第 14 
行 设置 最 小 花费 生成 树 边 集 的 初始 存放 位 置 。 

第 15~33 行 是 算法 的 第 2 部 分 ,也 是 核心 部 分 。 这 是 一 个 循环 , 循环 体 共 执 行 n-1 次 ， 
每 一 次 产生 一 条 最 小 花费 生成 树 的 边 ， 并 把 集合 NN 中 的 一 个 顶点 并 入 集合 S 。 第 16、17 
行为 在 NN 中 检索 与 8 最 接近 的 顶点 做 准备 。 第 18~21 行进 行 检索 ， 这 时 只 要 检索 近邻 信息 
表 ， 从 集合 W 中 找 出 使 权 w[ 用 最 小 的 j 即 可 。 第 22 行进 一 步 判 断 是 否 找到 这 样 的 jy ， 如 果 
找 不 到 ， 则 集合 入 中 所 有 的 w[7]， 其 值 都 为 MAX FLOAT_NUM ,说明 中 的 所 有 顶点 
与 $ 中 的 顶点 不 连通 ， 于 是 结束 算法 ， 如果 找到 ， 它 与 它 的 近邻 所 关联 的 边 就 是 最 小 花费 
生成 树 中 的 一 条 边 ， 第 23~25 行 把 这 条 边 的 信息 登记 在 最 小 花费 生成 树 的 边 集 了 中 。 第 26 
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行 把 该 顶点 并 入 集合 8 。 第 27~32 行 更 新 入 中 顶点 的 近邻 信息 ， 转 到 循环 的 开始 部 分 ， 继 
续 下 一 轮 的 循环 。 
3， 首 里 姆 算法 的 分 析 


该 算法 的 时 间 复杂 性 估算 如 下 : 第 8~14 行 初始 化 近邻 信息 表 和 顶点 集 ， 花 费 @(n) 时 
间 。 第 15~33 行 的 循环 体 共 执 行 n-1 次 , 第 16、17 及 第 22~26 行 , 每 一 轮 循环 花费 @(1) 时 
间 ， 共 执行 n-1 次 ， 总 花费 B@(n) 时 间 ; 第 18~20 行 ， 在 入 中 检索 与 5 最 接近 的 顶点 ， 用 
一 个 内 部 循环 来 完成 ， 循 环 体 需 执行 n-1 次 ， 因 此 ， 共 花费 @(n? ) 时 间 ; 第 27~32 行 更 新 
近邻 信息 表 ， 也 用 一 个 内 部 循环 来 完成 , 循环 体 需 执 行 n-1 次 ,， 因此， 共 花 费 @(n? ) 时 间 。 
由 此 得 出 ， 该 算法 的 时 间 复 杂 性 是 @(n? ) 。 同 时 ， 从 算法 中 可 以 看 到 ， 用 于 工作 单元 的 空 
间 为 @(n)。 

算法 的 正确 性 由 下 面 的 定理 给 出 。 

定理 5.5 ”在 无 向 赋 权 图 中 寻找 最 小 花费 生成 树 的 普 里 姆 算法 是 正确 的 。 

证 明 ”假设 由 普 里 姆 算法 所 产生 的 最 小 花费 生成 树 的 边 集 是 7， 无 向 赋 权 图 G 的 最 小 
花费 生成 树 的 边 集 是 7* ， 下 面 用 归纳 法 证 明 T=7” 。 

(1) 开始 时 ，7T =g ， 上 述 论点 为 真 ; 

(2) 假定 算法 在 第 14 行 之 前 把 边 e=(i,j) 加 入 到 7 之 前 , 论点 为 真 G=(S,T) 是 G 
的 最 小 花费 生成 树 的 子 树 。 按 照 普 里 姆 算法 , 选择 把 e=(i,j) 加 入 T 时 , 满足 ieSs， jeN， 
并 且 使 ci][ 有 ] 最 小 的 i 和 作为 边 e 的 关联 顶点 ， 并 令 S'=S U {j}，7'’=TU {e}， 
G'=(S',7T')。 此 时 ， 有 : 

@ G' 是 树 。 因 为 e 只 和 s 中 的 一 个 顶点 关联 , 加 入 e 后 不 会 使 G' 构 成 回路 , 并 且 G' 仍 

@ G' 是 G 的 最 小 花费 生成 树 的 子 树 。 因 为 ,如果 ee7T*， 这 个 结论 成 立 ， 如 果 ee7"， 
那么 与 e 关 联 的 顶点 必 是 7" 中 两 个 不 相 邻 接 的 顶点 。 根据 生成 树 的 性 质 5.4，7"* U {e} 将 包 
含 一 条 回路 。e 是 这 条 回路 中 的 一 条 边 ， 并 且 e=(i,j)，ieS，jeN， 则 回路 中 必 存 在 另 
一 条 边 e=(x,y)，xeS，yeN， 如 图 5.10 所 示 。 按 照 普 里 姆 算法 的 选择 ，e 的 权 小 于 或 
等 于 e' 的 权 。 令 7T”=7T"* Ut{e}--{e}， 则 7” 的 权 小 于 或 等 于 7* 的 权 。 如 果 7T” 的 权 小 于 7* 
的 权 ， 则 与 7" 是 最 小 花费 生成 树 的 边 集 相 巴 盾 ， 所 以 ee7"; 车 e 的 权 等 于 e' 的 权 ， 则 7” 
的 权 等 于 7* 的 权 ， 这 时 用 新 的 六 来 标记 7”。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 有 ee7”。 


图 5.10 在 最 小 花费 生成 树 中 增加 一 条 边 的 情况 
综 上 所 述 ，7 =7" ， 普 里 姆 算法 所 产生 的 生成 树 是 G 的 最 小 花费 生成 树 。 
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5.5 ” 霍 夫 曼 编 码 问题 


在 字符 编码 中 ， 通 常 采用 固定 长 度 的 二 进 制 代码 编码 。 例 如 最 常见 的 ASCI 码 ， 一 个 
字符 用 8 位 二 进 制 位 表示 。 但 是 ， 在 各 种 文件 中 ， 每 个 字符 出 现 的 频率 不 同 。 据 统计 ， 在 
英文 文件 中 ，e 出 现 的 频率 最 高 ,， 而 z 出 现 的 频率 很 低 。 如 果 在 编码 时 用 较 短 的 二 进 制 代码 
编码 频率 较 高 的 字符 ， 而 频率 低 的 字符 采用 较 长 的 代码 编码 ， 就 有 可 能 压缩 文件 的 长 度 。 
这 就 提出 了 字符 的 最 佳 编 码 问 题 。 霍 夫 曼 (Huffman ) 编码 就 是 利用 文件 中 字符 出 现 的 不 同 
频率 ， 设 计 不 同 长 度 的 字符 代码 ， 以 达到 压缩 文件 长 度 的 目的 ， 它 在 数据 压缩 技术 中 曾 起 
到 很 大 作用 。 


5.5.1 前缀 码 和 最 优 二 又 树 


因为 不 同 字符 采用 不 同 长 度 的 编码 ， 如 果 一 个 字符 的 编码 是 另 一 个 字符 编码 中 的 一 部 

分 ， 在 译 码 过 程 中 就 可 能 产生 二 义 性 。 例 如 ， 如 果 字 符 a, b, c, qd, e 编 码 为 : 
a b © d e 
01 011 110 111 11 

那么 字符 串 abcq 的 码 文 是 01 011 110 111。 但 在 译 码 时 ， 它 将 被 当成 01 01 111 01 11 而 被 
翻译 成 aadae 。 这 就 提出 了 前 级 码 的 概念 。 

定义 5.4 假设 aiazas…an 是 长 度 为 ”的 字符 串 ， 称 aazas …ak (k=1,2,…,n-1) 
为 字符 串 mazas …an 的 长 度 为 的 前 级 。 

定义 5.5 ”假设 字符 串 集 合 4={51,52,…,sm}， 若 对 任意 的 s; e 4，sj e 4, izj，s; 和 
sj 不 互 为 前 级 ， 则 称 4 为 前 缀 码 。 特 别 地 ， 若 s，(i=12,…, m ) 中 只 出 现 0 和 1 两 种 符 
号 ， 则 称 4 为 三 元 前 级 码 。 

一 个 具有 n 个 字符 编码 的 二 元 前 绥 码 ， 可 以 表示 成 一 棵 有 n 片 叶子 的 二 叉 树 ， 每 片 叶 
子 代表 一 个 字符 ， 而 把 字符 的 编码 看 成 是 从 根 结 点 沿 着 表示 该 字符 的 叶子 的 路 径 上 的 边 的 
编码 。 假 定 : 左 子 树 方向 路 径 上 的 边 编码 为 0， 右 子 树 方向 路 径 上 的 边 编码 为 1。 例如 ， 字 
符 a, b, Cc, ef 编码 为 : 

a b 六 d e 并 
0 100 101 111 1100 1101 

其 对 应 的 二 叉 树 如 图 5.11 所 示 。 

如 果 有 一 个 码 文 10001100101111， 在 译 码 时 ， 可 从 根 结 点 开始 ， 沿 着 码 文 所 标示 的 路 
径 向 下 搜索 ， 直 到 叶子 结 点 ， 便 可 得 到 所 编码 的 字符 ， 然 后 再 从 根 结 点 开始 ， 继 续 搜索 下 
一 个 字符 。 按 照 这 种 方法 ， 上 面 的 码 文 将 被 解析 为 100 0 1100 101 111， 而 被 翻译 成 baecd 。 
由 此 可 见 ， 一 个 二 元 前 缀 码 对 应 于 一 棵 二 叉 树 ， 反 之 亦 然 。 在 对 字符 cj, c,,…,c 进行 
编码 时 ， 令 p; 为 文件 中 字符 c; 出 现 的 频率 ，1(ci ) 为 对 应 二 叉 树 了 中 对 应 于 c; 的 叶子 结 点 
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到 根 结 点 的 路 径 长 度 (叶子 结 点 到 根 结 点 路 径 上 边 的 数目 ) ， 使 素 (7) = Sp -1(ci) 最 小 的 
i=l 
二 又 树 7 ， 其 相应 的 前 组 码 便 是 一 个 最 佳 编码 。 因 此 有 下 面 的 定义 : 


图 5.11 二 元 前 级 码 与 对 应 的 二 叉 树 


定义 5.6 若 二 又 树 7 的 每 个 分 支 都 有 2 个 儿子 结 点 ， 称 了 是 二 又 正则 树 。 
定义 5.7 车 二 叉 正则 树 T 及 片 叶子 c;， 分 别 带 权 p， 〈i=12,…,m) ， 则 称 
W(T)= p10,) (5.5.1) 


i=1 
为 树 7T 的 权 。 在 带 权 pi; 的 n 片 叶子 ci 的 所 有 二 叉 正则 树 中 ， 使 式 (5.5.1) 最 小 的 树 了 7 ， 称 
为 带 权 p; 的 最 优 二 叉 树 。 

最 优 二 又 树 也 称 霍 夫 曼 树 ， 它 有 如 下 定理 : 

定理 5.6 带 权 pi1<p2<…<p 的 最 优 二 叉 树 中 , 必 有 二 叉 树 7 ,使 得 带 权 pl 和 p; 的 
两 片 叶子 是 兄弟 。 

证 明 设 是 带 权 pi<p2<… <pr 的 最 优 二 叉 树 ，c, 和 c, 是 Z 中 路 径 最 长 的 两 片 叶 
子 ， 且 cx 和 ec 是 兄弟 。 如 图 5.12 a》 所 示 ， 它 们 分 别 带 权 Ps 和 p,， 有 : 

Px>pis py>pis I(ci)> 1(c), I(cy)> 1(c), i=1,2 

把 带 权 的 叶子 c, 、c2 分 别 与 带 权 的 cv 和 ec， 及 权 互 换 ， 得 到 新 树 T， 如 图 5.12 (b) 所 示 。 
则 有 : 

W(T)-W(T)= pI(c)+ pl(cy)+ pc)+py (ce) -pl(c) -pyl(cy) -Pla)- pal(c) 
=I(cx)(p1—Ppx)+l(cy)(p2—py)+i(ci)(px —pi)+i(c2)(py -Pp2) 
=l(ci)(p1 -px)+l(cy)(p2 -py) -I(c)(p1 -pr)-I(c2)(p2 -py) 
=(p1-Ppx)(l(ex)-I(c)+(p2 -py)(1(cy)-1(c)) 


<0 


是 最 优 二 又 树 ， 所 以 7 也 是 最 优 二 又 树 ， 且 cl 和 ec 是 兄弟 。 


(a) (b) 
图 5.12 在 二 叉 树 中 交换 两 片 叶子 


定理 5.7 是 带 权 pi+ps, p3,…, pn 的 最 优 二 叉 树 , p1<p2<p3<…<pn。 在 也 中 ， 
使 带 权 pi +p; 的 叶子 产生 两 片 带 权 分 别 为 p, 和 p, 的 叶子 , 则 得 到 带 权 为 pj, p;,…, pn 的 最 
优 二 叉 树 7 。 

证 明 荆 是 带 权 pi+ps, ps, …, pn 的 最 优 二 又 树 , 了 是 由 中 带 权 pi+ ps 的 叶子 产生 
两 片 带 权 分 别 为 p, 和 p, 的 叶子 得 到 的 带 权 为 pi,p;,…, pp 的 二 叉 树 ， 令 1(pi+p;) 为 带 权 
Pi+ pz 的 叶子 到 根 结 点 路 径 的 长 度 ，71(pi) 和 171(p, ) 分 别 为 带 权 为 pl 和 p, 的 叶子 到 根 结 点 
路 径 的 长 度 ， 则 有 : 

1(p1)=1(p2)=1(p1+p2)+1 
所 以 有 : 
W(T)=W(T)+p1+p2 

设 7' 是 带 权 pi,p;,…, pn 的 最 优 二 又 树 ， 据 定理 5.6 可 得 : 带 权 为 pl 和 p; 的 叶子 cl 和 

cs 是 兄弟 。 在 7' 中 删 去 cl 和 c,， 使 其 父亲 结 点 的 权 为 p, + p,， 得 到 树 T' 。 同 样 有 : 
W(T')=W(T)+ pi+p2 

因为 ZT 是 最 优 二 叉 树 ， 所 以 : 
W(T)=W(T) 
而 WT)-W(T)=W(T)+p +p (WD)+ p+p;) 
=W(T)-W(T) 
<0 
因为 7' 是 最 优 二 叉 树 ， 所 以 7 是 最 优 二 叉 树 。 

按照 定理 5.6 和 定理 5.7， 如 果 知 道 个 字符 在 文件 中 出 现 的 频率 ， 就 可 以 据 此 设计 出 
相应 的 最 优 二 又 树 。 

例 5.6 在 字符 集 {a, b, c, de. f, g, hn} 中 ，8 个 字符 在 文件 中 出 现 频率 的 百分比 分 别 
为 3,4,5,8,9,15,20,36 ， 构 造 最 优 二 叉 树 的 过 程 如 图 5.13 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 ， 字 符 集 
{a, b, c, 4,e, f, g; h} 中 字符 的 霍 夫 曼 编码 分 别 为 : 10010、10011、1000、000、001、101、 
Ofs 1 
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H= {5.7.8.9.15.20.36} 


H= {12,15,17,20,36} 


12 
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H= {27,36,37} 
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H= {8.9.12.15.20.36} 


H= {17.20.27.36} 


H= {37,63} 


图 5.13 ”生成 最 优 二 又 树 的 例子 
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5.5.2 霍 夫 曼 编码 的 实现 


假定 个 符号 的 字符 集 C={c1,c,,…,cn}， 每 一 个 符号 在 文件 中 出 现 的 频率 分 别 为 
Pi;P2,…, pn。 在 构造 最 优 二 又 树 时 ， 首 先 把 代表 符号 的 个 叶子 结 点 作为 结 点 带 权 的 村 
树 来 处 理 ， 由 它们 构成 一 个 森林 。 然 后 ， 在 这 个 森林 中 找 出 根 结 点 权 最 小 的 两 棵 树 ， 将 其 
合并 成 一 棵 树 ， 原 来 的 两 棵 树 的 根 结 点 成 为 新 树 的 左 、 右 儿子 结 点 ， 而 新 树 根 结 点 的 权 为 
原来 两 棵 树 根 结 点 的 权 之 和 。 用 新 树 根 结 点 的 左 、 右 儿子 指针 来 表明 根 结 点 与 儿子 结 点 的 
边 。 在 儿子 结 点 中 ， 用 值 为 0 或 1 的 标记 变量 dex 来 表明 该 儿子 结 点 是 左 儿 子 结 点 ， 还 是 
右 儿 子 结 点 ， 同 时 也 表明 该 儿子 结 点 与 父亲 结 点 的 边 的 霍 夫 曼 码 值 。 

为 了 对 结 点 进行 操作 ， 定 义 下 面 的 数据 结构 ， 以 便 用 该 结构 类 型 的 数组 了 来 存放 最 优 
二 叉 树 的 结 点 及 结 点 之 间 的 联系 。 


struct node { 


Type Le /* 叶子 结 点 所 代表 的 符号 */ 
float p; /* 结 点 的 权 */ 
int lchild; /* 内 部 结 点 的 左 儿子 结 点 指针 */ 
int rchild; /* 内 部 结 点 的 右 儿子 结 点 指针 */ 
int parent; /* 内 部 结 点 的 父亲 结 点 指针 */ 
int index; /* 该 结 点 对 应 的 霍 夫 曼 码 的 码 值 */ 

) 

struct node T[2*n]; /* 存放 二 叉 树 的 结 点 */ 

struct node H[n+1]; /* 存放 二 叉 树 中 相关 结 点 的 堆 */ 


为 了 方便 地 找 出 根 结 点 权 最 小 的 两 棵 树 ， 对 二 叉 树 中 的 结 点 ， 用 同样 的 数据 结构 另外 
构造 一 个 最 小 堆 互 ， 堆 中 元 素 用 成 员 变量 index 来 表明 该 元 素 在 树 中 的 位 置 。 
由 此 ， 可 以 用 下 面 的 步骤 来 构造 字符 集 C 的 最 优 二 又 树 : 

(1) 把 字符 集 C 中 n 个 符号 的 ci; 及 p; 分 别 复制 到 数组 7T[0]~7[n 一 !]， 作 为 二 又 树 7 
的 n 个 叶子 结 点 ， 叶 子 结 点 的 左 、 右 儿子 指针 及 父亲 指针 初始 化 为 -1。 

(2) 把 字符 集 C 中 个 符号 的 ci 及 p; 复 制 到 数组 HI[1]~ HI[n], 五 中 元 素 的 index 变量 
指向 该 元 素 在 了 中 的 下 标 ， 以 五 中 元 素 的 变量 p 作为 关键 字 ， 把 互 构 造 为 最 小 堆 。 

(3) 令 i=0。 

(4) 从 堆 五 中 取出 两 个 权 最 小 的 元 素 赋值 于 x 和 y 。 

(5) 构造 新 的 结 点 u, 令 up=xp+y.p， uindex=n+i。 

(6) 把 结 点 4 插入 堆 五 中 。 

(7) 用 结 点 & 生成 了 中 的 新 结 点 工 [za+ 计 。T [n+ 的 左 、 右 儿子 指针 分 别 指向 xindex 和 
yindex 所 指向 的 了 中 的 结 点 ， 父 亲 指 针 置 为 -1。 

(8) 中 相应 于 x 和 y 的 结 点 的 父亲 指针 指向 n+i， 成 员 变 量 index 分 别 置 为 0 和 1。 

(9) i=i+1; 若 i=n， 算 法 结束 ， 否 则 转 步 骤 (4) 。 
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于 是 ， 霍 夫 曼 算法 的 实现 可 描述 如 下 : 


算法 5.5 霍 夫 曼 算法 
输入 : 字符 集 C[] , 频率 表 p[] ;字符 个 数 n 
输出 ， Huffman 树 的 结 点 表 T[] 


10 . 
5 
2 
13: 
14. 
3 
16- 


26. 


六 
2 
3 
4 
本 
6 
了 
8 
和 


} 


. template <class Type> 
. void Huffman(Type C[],float p[],int n,struct node T[]) 


struct node H[n+1], x, y, u; 


int im = n; /* mm 为 堆 日 的 初始 元 素 个 数 */ 
for (i=0;i<n;i++) { /* 初始 化 树 的 叶子 结 点 和 数组 H */ 


T[i].c = H[i].c = C[i]; 
T[i].p = H[i].p = pl[lil; 
T[i] .lchild = TI[i].rchild = T[i] .parent = -17 


H[il.index = i; /* 堆 中 的 元 素 对 应 于 树 中 元 素 的 结 点 号 */ 
} 
make heap (H,n) 7 /* 构造 堆 日 */ 
for (i=0;i<n-l;i++) { 
x = delete min(H,m); /* 取 堆 中 最 小 的 两 个 元 素 , 并 从 堆 中 删 去 */ 
Y = delete min(H,m); 
UP = Xp + yp; /* 构造 一 个 新 的 结 点 */ 
u.index = n+ i; 
insert (H,m,u); /* 新 结 点 插入 堆 中 */ 


TIn+i]l .lchild = x.index; /* 新 结 点 的 左 、 右 儿子 指针 */ 


T[n+i] .rchild = y.index; 


T[n+i] .parent = -1; /* 新 结 点 的 父亲 结 点 指针 置 为 空 */ 
T[x.index] .index = 0; /* 左 儿子 结 点 的 霍 夫 曼 码 值 */ 
T[y.index] .index = 1; /* 右 儿 子 结 点 的 霍 夫 曼 码 值 */ 
T[x.index] .parent = T[y.index] .parent = n+ i; 

} /* 左 、 右 儿子 结 点 的 父亲 指针 指向 新 结 点 */ 


算法 使 用 一 个 有 27p-1 个 元 素 的 数组 了 来 存放 最 优 二 叉 树 的 结 点 表 及 其 关联 的 边 ， 
7[0]~ 了 TIz- 了 存放 个 叶子 结 点 ，7[m]~ 7T[22-2] 存 放 树 的 内 部 结 点 。 内 部 结 点 的 成 员 变量 
lchild 存放 其 左 儿子 结 点 指针 ，rcjail 存放 其 右 儿 子 结 点 指针 ， 用 左 、 右 儿子 结 点 指针 来 表 
明 与 左 、 右 儿子 结 点 关联 的 边 ， 儿子 结 点 的 成 员 变量 parent 存放 其 父亲 结 点 指针 ， 用 它 来 
表明 与 父亲 结 点 关联 的 边 ; 左 儿 子 结 点 的 成 员 变 量 imdex 置 为 0， 表明 它 是 左 分 支 结 点 ， 右 
儿子 结 点 的 成 员 变 量 index 置 为 1， 表明 它 是 右 分 支 结 点 ， 用 左 、 右 儿子 结 点 的 index 来 表明 
儿子 结 点 到 父亲 结 点 路 径 上 边 的 编码 。 符 号 编码 时 ， 沿 着 叶子 结 点 搜索 到 根 结 点 ， 路 径 中 
的 inder 就 组 成 了 该 叶子 结 点 符号 的 霍 夫 曼 编码 。 堆 中 元 素 的 成 员 变量 imdex 则 存放 该 结 点 
在 数组 了 中 的 下 标 ， 使 堆 中 的 元 素 与 结 点 表 中 的 结 点 相对 应 。 
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从 定理 5.6 与 定理 5.7 可 知 ， 霍 夫 曼 算法 所 构造 的 树 是 最 优 二 又 树 。 

下 面 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 。 算 法 的 第 6~11 行 执行 初始 化 工作 ， 花 费 @(m) 时 间 。 第 
12 行 构造 一 个 有 个 元 素 的 堆 ， 花费 @(n) 时 间 。 第 13~25 行 的 循环 体 共 执 行 n-1 次 , 循环 
体 中 的 第 14、15、18 行 对 堆 的 操作 , 每 个 操作 需 O(logn) 时 间 , 因此 这 个 循环 共 需 O(nlogn) 
时 间 。 所 以 ， 霍 夫 曼 算法 的 时 间 复 杂 性 是 O(nlogn) 。 


习 题 
1. 用 俩 禁 法 解 例 5.2 的 货 郎 担 问 题 ， 分 别 从 5 个 城市 出 发 ， 然 后 从 中 选取 一 条 费用 最 


短 的 路 线 ， 验 证 这 种 算法 不 能 得 到 最 优 解 。 

2. 求 如 下 背包 问题 的 最 优 解 n=7，M =15， 价值 P={10,5,15,7,6,18,3}， 重 量 为 
w={2,3,5,7,1,4,1}。 

3. 用 狄 斯 奎 诺 算 法 求解 图 5.14 所 示 的 单 源 最 短路 径 问 题 。 


图 5.14 有 向 赋 权 图 的 最 短路 径 问题 


4. 把 第 3 题 的 图 改 为 无 向 赋 权 图 ,用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 该 图 的 最 小 花费 生成 树 ， 画 出 
最 小 花费 生成 树 的 生成 过 程 。 

5. 把 第 3 题 的 图 改 为 无 向 赋 权 图 ， 用 普 里 姆 算法 求 该 图 的 最 小 花费 生成 树 ， 画 出 最 小 
花费 生成 树 的 生成 过 程 。 

6. 求 图 5.15 所 示 网 络 中 各 点 距 4 点 的 最 短路 径 问题 。 


入 ”和 
图 5.15 ”网络 中 各 点 距 4 点 的 最 短路 径 
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7. 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 5.15 的 最 小 花费 生成 树 ， 画 出 最 小 花费 生成 树 的 生成 过 程 。 

8. 用 普 里 姆 算法 求 图 5.15 的 最 小 花费 生成 树 ， 画 出 最 小 花费 生成 树 的 生成 过 程 。 

9. 在 算法 5.2 中 ， 改 变数 组 4 的 数据 结构 ， 使 它 包 含 顶点 信息 ， 使 用 最 小 堆 数据 结构 
来 维护 它 ， 重 新 编写 算法 5.2 并 估计 改写 后 的 算法 的 时 间 复 杂 性 。 

10. 在 算法 5.4 中 , 改 用 最 小 堆 数 据 结构 来 维护 邻接 点 集合 ,重新 编写 算法 5.4 并 估计 
改写 后 算法 的 时 间 复 杂 性 。 

11. 有 n 个 程序 {pi ,ps,…, pn}， 长 度 分 别 为 {11 ,1,,…,1,}。 如 果 把 这 些 程序 按 序 存放 


在 长 度 为 的 磁带 中 ， 则 读 取 程序 p， 所 需 时 间 为 = 六 人 ， 其 中 1<i<n。 假 定 这 些 程序 


k=1 


被 访问 的 概率 相同 ， 设 计 一 个 算法 ， 确 定 程序 在 磁带 中 的 存放 次 序 ， 使 得 程序 的 平均 读 取 
时 间 7- | 窒 4 ]/n 最 小 ， 关 分 析 算 法 的 正确 性 和 时 间 复杂 性 ， 
天 =1 


12. 在 第 11 题 中 ， 如 果 > ,< 工 ， 则 所 有 程序 都 能 放 到 磁带 上 ; 如果 > > 工 ， 则 只 
能 存放 部 分 程序 。 要 求 找 出 能 存放 在 磁带 中 的 程序 的 最 大 子 集 P ,其 中 最 大 子 集 P 定义 为 P 
中 所 包含 的 程序 个 数 最 多 。 

(1) 假设 11<12< …<1,， 设 计 一 个 求 最 大 子 集 P 的 算法 ， 把 结果 存放 在 布尔 数组 
s 中， 使 得 车 p; eP， 则 s[i]=TRUE ， 否 则 s[i]=FALSE 。 

(2) 证 明 所 设计 算法 能 否 得 到 最 优 解 。 


(3) 设 P 是 按 上 述 方法 所 得 到 的 子 集 ， 则 磁带 的 利用 率 Et]/: 是 多 少 ? 
pieP 


(4) 假定 要 求 使 磁带 的 利用 率 最 大 ， 并 且 有 1 > 1,> … > 1,， 设 计 一 个 算法 来 达到 这 
个 目标 ;证 明 算法 能 否 得 到 最 优 解 。 

13. 假定 用 面值 为 2 角 5 分 、1 角 、5 分 、1 分 的 硬币 来 支付 分 钱 。 设 计 一 个 算法 ， 
使 付出 硬币 的 枚 数 最 少 。 

14. 在 第 13 题 中 ， 假 定 硬币 的 币值 是 1,2,4,8,16,… ,2* ， 上 为 正 整数 。 如 果 所 支付 的 
钱 n<2*H， 设 计 一 个 O(logn) 的 算法 来 解 这 个 问题 。 

15. 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ，G 的 顶点 覆盖 集 8 是 G 的 一 个 子 集 , 使 得 8cV ,并 
且 E 中 的 每 一 条 边 至 少 和 5 中 的 一 个 顶点 相关 联 。 考虑 下 面 寻找 G 的 顶点 覆盖 算法 : 首先 ， 
按 顶 点 度 的 递减 顺序 排列 V 中 的 顶点 ， 接 着 执行 下 面 的 步 又， 直到 所 有 的 边 全 被 覆盖 一 一 
挑 出 度 最 高 的 顶点 ， 且 至 少 和 其 余 图 中 的 一 条 边 相 关联 , 把 这 个 顶点 加 入 到 顶点 覆盖 集中 
并 删 去 和 这 个 顶点 相关 联 的 所 有 的 边 。 设 计 这 个 算法 ， 并 说 明 该 算法 不 总 能 得 到 最 小 顶点 
覆盖 集 。 

16. 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ，G 中 的 团 C 是 G 的 一 个 完全 子 图 。 如 果 在 G 中 ,不 
存在 另 一 个 其 顶点 个 数 多 于 C 的 顶点 个 数 的 团 C" ,就 称 C 为 G 的 最 大 团 。 开 始 时 , 令 C=G， 
然后 反复 地 从 C 中 删 去 与 其 他 项 点 不 相 邻接 的 顶点 ， 直 到 C 是 一 个 团 。 设 计 这 个 算法 ， 并 
说 明 该 算法 不 总 能 得 到 G 的 最 大 团 。 
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17. 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 。 图 的 着 色 问 题 是 : 给 V 中 的 每 一 个 顶点 赋予 一 种 颜 
色 ， 使 得 每 一 对 邻接 项 点 不 会 具有 相同 颜色 。G 的 着 色 问 题 是 确定 为 G 着 色 所 需要 的 最 少 
颜色 数 。 考 虑 下 面 的 方法 ， 令 颜色 为 1,2,3,… ， 首 先 用 颜色 1 为 尽 可 能 多 的 顶点 着 色 ， 然 
后 用 颜色 2 为 尽 可 能 多 的 顶点 着 色 ， 如 此 等 等 。 设 计 这 个 算法 ， 说 明 该 算法 不 总 能 用 最 少 
的 颜色 数 为 图 着 色 。 

18. 设 字 符 集 4= {a, b, c, 4d, e, f, g, h} ， 在 文件 中 出 现 频 率 的 百分比 分 别 是 43,23,16， 
8,5,2,2,1， 求 该 字符 集 的 霍 夫 曼 编码 。 


参考 文献 


大 部 分 算法 设计 与 分 析 的 书籍 都 介绍 了 贪 禁 法 的 设计 技术 。 在 文献 [4]、[9]、[17]、 [19] 
中 可 看 到 贪 禁 法 的 设计 思想 的 介绍 。 可 在 文献 [8]、[17] 中 看 到 用 贪 禁 法 解 背包 问题 的 算法 
及 其 证 明 。 贪 禁 法 解 最 短路 径 的 狄 斯 奎 诺 算法 是 在 文献 [23] 中 发 表 的 ,文献 [24] 用 堆 实 现 了 
该 算法 ， 在 文献 [3]、[4]、[10]、017]、[19] 中 都 可 看 到 该 算法 的 实现 及 证 明 的 有 关内 容 。 克 
鲁 斯 卡尔 算法 是 在 文献 [25] 中 发 表 的 , 普 里 姆 算法 是 在 文献 [26] 中 发 表 的 , 可 在 文献 [3]、[4]、 
[10]、[17]、[19] 中 看 到 这 两 个 算法 的 有 关内 容 。 霍 夫 曼 算法 是 在 文献 [56] 中 发 表 的 ， 可 在 
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前 面 叙 述 的 求 取 问 题 的 最 优 解 中 ， 贪 禁 法 把 问题 划分 为 若干 步 ， 每 一 步 仅 在 当前 状态 
下 进行 局 部 的 选择 。 这 种 选择 ， 依 赖 于 过 去 所 做 的 选择 ， 却 不 管 以 后 所 要 做 的 选择 。 在 
很 多 情况 下 ， 它 可 以 得 到 全 局 最 优 解 ， 而 这 是 在 确定 当前 所 做 的 选择 是 正确 的 情况 下 进 
行 的 。 在 某 些 情况 下 ， 它 不 能 得 到 全 局 最 优 解 。 例 如 ， 在 5.1.2 节 所 叙述 的 用 贪 禁 法 解 货 郎 
担 问题 中 ， 选 择 边 es 作为 部 分 解 的 元 素 时 ， 它 没有 考虑 在 此 选择 的 基础 上 ， 将 来 的 选择 是 
和 否 仍 可 以 达到 最 优 。 因 此 ， 它 无 法 保证 边 es 是 全 局 最 优 解 的 元 素 。 所 以 ， 使 用 贪 禁 法 设计 
算法 时 ， 必 须 对 算法 的 正确 性 进行 证 明 。 本 章 将 叙述 解 最 优 问题 的 另 一 种 方法 ， 即 动态 规划 。 


6.1 动态 规划 的 思想 方法 


动态 规划 方法 对 问题 进行 全 面 的 规划 处 理 ， 从 而 弥补 了 贪 禁 法 在 这 方面 的 不 足 。 下 
叙述 动态 规划 的 最 优 决策 原理 ， 并 以 货 郎 担 问题 为 例 说 明 动态 规划 的 思想 方法 。 在 后 面 的 
几 节 里 ， 将 叙述 几 个 用 动态 规划 方法 求解 的 问题 。 


6.1.1 动态 规划 的 最 优 决 策 原理 


对 于 具有 7 个 输入 的 最 优 解 问题 ， 它 们 的 活动 过 程 往往 划分 为 若干 个 阶段 ， 每 一 阶段 
的 决策 依赖 于 前 一 阶段 的 状态 ， 由 决策 所 采取 的 动作 使 状态 发 生 转 移 ， 成 为 下 一 阶段 的 决 
策 依 据 。 如 图 6.1 所 示 ， 8$o 是 初始 状态 ， 依 据 此 状态 作出 决策 五 ， 按 照 总 所 采取 的 动作 ， 
使 状态 转换 为 8， 经 过 一 系列 的 决策 和 状态 转移 ， 到 达 最 终 状 态 S, 。 于 是 ， 一 个 决策 序列 
就 在 不 断 变化 的 状态 中 产生 了 。 


P Pp Pn 
Sp SS 


So 
图 6.1 动态 规划 的 决策 过 程 


20 世纪 50 年 代 ， 贝 尔 曼 (Richard Bellman) 等 人 根据 这 类 问题 的 多 阶段 决策 特性 ， 提 
出 了 解决 这 类 问题 的 最 优 性 原理 。 这 个 原理 指出 : 无 论 过 程 的 初始 状态 和 初始 决策 是 什么 ， 
其 余 的 决策 都 必须 相对 于 初始 决策 所 产生 的 状态 ， 构 成 一 个 最 优 决策 序列 。 

由 于 每 一 阶段 的 决策 ， 仅 与 前 一 阶段 所 产生 的 状态 有 关 ， 而 与 如 何 达到 这 种 状态 的 方 
式 无 关 。 因 此 ， 可 以 把 每 一 阶段 作为 一 个 子 问题 来 处 理 。 决 策 过程 的 每 一 阶段 ， 都 可 能 
多 种 决策 可 以 选取 ， 其 中 ， 只 有 一 个 决策 对 全 局 是 最 优 的 。 为 了 说 明 问题 起 见 ， 假 定 对 一 
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种 状态 可 以 做 出 多 种 决策 ， 而 每 一 种 决策 可 以 产生 一 种 新 的 状态 。 在 这 种 假定 下 ,根据 最 优 性 
原理 ， 对 初始 状态 S。，R ={pu, Pi2,…, Pin} 是 可 能 的 决策 值 集合 ， 由 它们 所 产生 的 状态 
8 ={Si4512,…,S1s}。 其 中 ，Sik 是 对 应 于 决策 pi 所 产生 的 状态 。 但 此 时 尚 无 法 判定 哪 一 
个 决策 是 最 优 的 ， 于 是 把 这 些 决 策 值 集合 作为 这 一 阶段 的 子 问 题 的 解 保存 起 来 。 
依 此 类 推 ， 在 状态 集合 5S, 上 作出 的 决策 值 集合 己 ， 产 生 了 状态 5, 集合 。 最 后 ， 对 状态 
Sy = {ra m2 ha 三 {Pn11 Po Pn.21,**» Pn,2k, i 是 
可 能 的 决策 值 集合 。 其中，{p,,,… ps } 是 由 状态 5,4 做 出 的 个 可 能 的 决策 , {p21… pa} 
是 由 状态 5,1 作出 的 名 个 可 能 的 决策 {p444,…, pans 是 由 状态 S14 作出 的 个 
可 能 的 决策 。 由 P, 所 产生 的 状态 5S, = {5S%11.…, Snik ,Saab Sn ss Sn 1s Sn ko 
5 是 最 终 状态 集合 , 其 中 只 有 一 个 状态 是 最 优 的 。 假定 这 个 状态 是 5,。， 它 是 由 决策 pk 所 
产生 的 。 其 中 ， 下 标语 是 下 标 11,…,1 和 ,21,…,2 如 ，…,rm11,…,rmahirl 中 的 某 一 个 下 标 。 由 此 ， 
可 以 确定 mk 是 最 优 决策 。 同 样 ， 假 定 mk 是 依据 状态 Sam- 作出 的 ， 由 此 回溯 ， 使 状态 
到 达 Sa 的 决策 Pi,， 是 最 优 决策 。 这 种 回溯 一 直 进 行 到 pj ， 从 而 得 到 一 个 最 优 决策 
序列 和 pik, Pak，…, Pn} ， 而 这 个 决策 序列 导致 了 状态 转移 序列 {50514 ,S24 -Snk } 。 
根据 最 优 性 原理 ， 上 述 决策 序列 是 依据 初始 状态 Se 和 初始 决策 pi 所 产生 的 状态 而 构成 的 
一 个 最 优 决 策 序列 。 由 这 个 决策 序列 ， 导 致 了 由 初始 状态 So 到 最 优 状 态 Swx 的 转移 。 

在 上 述 的 决策 过 程 中 ， 有 一 个 赖 以 决策 的 策略 或 目标 ， 把 这 种 策略 或 目标 称 为 动态 规 
划 函 数 。 它 由 问题 的 性 质 和 特点 所 确定 ， 并 应 用 于 每 一 阶段 的 决策 。 因 此 ， 整 个 决策 过 程 ， 
可 以 递归 地 进行 ,或 用 循环 迭代 的 方法 进行 。 这 样 ， 动 态 规划 函数 可 以 递归 地 定义 ， 也 可 
以 用 递 推 公式 来 表达 。 

上 面 非 形式 地 叙述 了 动态 规划 的 决策 过 程 。 在 上 述 的 决策 过 程 中 可 以 看 到 ， 最 优 决 策 
是 在 最 后 阶段 形成 的 ， 然 后 向 前 倒 推 ， 直 到 初始 阶段 ， 而 决策 的 具体 结果 及 所 产生 的 状态 
转移 ， 却 是 由 初始 阶段 开始 进行 计算 的 ， 然 后 向 后 递归 或 迭代 ， 直 到 最 终结 果 。 
上 面 的 叙述 是 在 这 样 的 假定 下 进行 的 : 一 种 状态 可 以 做 出 多 种 决策 ， 而 每 一 种 决策 可 
以 产生 一 种 新 的 状态 。 但 是 ， 动 态 规划 的 设计 方法 并 非 完全 如 此 。 对 于 不 同 的 具体 问题 ， 
可 能 有 不 同 的 表现 形式 和 解决 方式 ， 但 是 其 基本 方法 是 一 致 的 。 


6.1.2 ”动态 规划 实例 一 一 货 郎 担 问题 


例 6.1 货 郎 担 问题 。 

如 果 对 任意 数目 的 n 个 城市 ， 分 别 用 1~n 的 数字 编号 ， 则 这 个 问题 归结 为 在 赋 权 图 
G=<V,E > 中 ,寻找 一 条 路 径 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 问题 。 其 中 ，V= {1,2,…,n} 表示 城市 顶 
点 ; 边 (i,j)eE 表示 城市 i 到 城市 j 的 距离 ，i,j=1,2,…,n。 这 样 ， 可 以 用 图 的 邻接 矩阵 
C 来 表示 各 个 城市 之 间 的 距离 ， 把 这 个 和 矩阵 称 为 费用 矩阵。 如 果 (i,j)eE， 则 cy >0; 和 否 


则 ， Cy =oo。 


Se 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


令 q (i7) 表 示 从 顶点 i 出发， 经 这 中 各 个 顶点 一 次 ， 最 终 回 到 初始 出 发 点 的 最 短路 径 
的 长 度 。 开 始 时 ， 矿 =V-{i}。 于 是 ， 可 以 定义 下 面 的 动态 规划 函数 : 


d(iV-{i)=d(iV)=min{cn +d (kV-{k})} (6.1.1) 
key 
qd(kg)=cs kzi (6.1.2) 


下 面 用 4 个 城市 的 例子 ， 来 说 明 动态 规划 方法 解 货 郎 担 问 题 的 工作 过 程 。 假 定 4 个 城 
市 的 费用 矩阵 是 : 


GE 后 泛 


meCuw8 
~1] 上 8 wm 
wm 8 bc 
8 Dw 


根据 式 〈6.1.1) ， 由 城市 1 出 发 ， 经 城市 2、3、4， 然 后 返回 1 的 最 短路 径 长 度 为 
d(1{12.3.4))=min{ca +d (2,{3,4}),c13 +d (3,{2,4}), cu +qd (4,{2,3})} 
这 是 最 后 一 个 阶段 的 决策 , 它 必须 依据 4 (2,{3,4}),q (3,{2,4}),q (4,{2,3}) 的 计算 结果 。 于 
是 ， 有 : 


qd (2,{3,4})=min{c23 +q (3,{4}) ,ca +d (4,{3})} 
qd (3,{2,4})=min{c3 +qd (2,{4}) ,ca +d (4,{2})} 
qd (4,{2,3})=min{cs, +qd (2,{3}) ,ca +q (3,{2})} 
这 一 阶段 的 决策 ， 又 必须 依据 下 面 的 计算 结果 : 
qd (3,{4}),qd (4.{3}),4 (2,{4}), da (4,{2}),q(2,{3}),q(3,{2}) 
再 向 前 倒 推 ， 有 : 
d(3,{4})=caa +d(4,9)=c3+c4 =2+3=5 
d(4.{3})=c4s +d(3,9)=c4+c3 =5+6=11 
qd(2,{4})=cxm +d(4,9) =cxm t+c4 =3+3=6 
qd(4,{2}))=cw +d(2,9) =c4 +cr =7+5=12 
d(2,{3})=c23 +d(3,9) =c23 +csl=2+6=8 
qd(3,{2})=c3, +d(2,9) =c3, +c2 =4+5=9 
有 了 这 些 结果 ， 再 向 后 计算 ， 有 : 
qd(2,{3,4}))=min{2+5,3+11}=7 路 径 顺 序 是 : 2,3,4.,1 
d(3,{2.4))=min{4+6,2+12}=10 路 径 顺序 是 : 3.2.4.1 
qd (4,{2,3})=min{7+8,5+9}=14 路 径 顺 序 是 : 4,3,2,1 
最 后 : 
qd (1,{2,3,4})=min{3+7,6+10,7+14}=10 路 径 顺序 是 : 1,2,3,4.1 
这 个 结果 就 是 从 城市 1 出 发 ， 经 其 他 各 个 城市 后 返回 城市 1 的 最 短路 径 。 其 求解 过 程 如 
6.2 所 示 ， 是 一 种 自 下 而 上 的 计算 过 程 。 用 同样 的 方法 可 以 分 别 计算 从 城市 2、3、4 出 
发 ， 经 其 他 各 个 城市 后 分 别 返回 城市 2、3、4 的 最 短路 径 。 然 后 ， 从 中 选取 一 条 最 短路 径 ， 


“176。 
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即 为 4 城市 货 郎 担 问题 的 解 。 


qd(1.{2,3.4}) 


d(2.{3.4}) dG3.24)) d(4.{2.3}) 


A 全 八 


dG.{4}) d4.3D) dQ.{4) da42D) sa2.3) dG,2) 
dd4.9) dl3,9) dd40) dQ2.9) d3.g) dQ2.9) 
图 6.2 货 郎 担 问题 求解 过 程 


令 Ni 是 计算 式 (6.1.1) 时 (从 顶点 i 出 发 ,返回 顶点 i ) 所 需要 计算 的 形式 为 4 (kV-{k)) 
的 个 数 。 开 始 计算 q (i,V-{ 让 ) 时 ,集合 V-{i} 中 有 nn--1 个 城市 。 以 后 , 在 计算 qa (kV-{k}) 
时 ， 集 合 琅 - {K} 的 城市 数目 ， 在 不 同 的 决策 阶段 分 别 为 n-2,…,0。 在 整个 计算 中 ， 需 要 
计算 大 小 为 的 不 同城 市 集合 的 个 数 为 Ci，j=0,1,…,n -1。 因 此， 总 个 数 为 : 


当 严 -{k} 集合 中 的 城市 个 数 为 7 时 ,为 了 计算 q(k, 玉 -{k}) ,需要 进行 j 次 加 法 运算 和 jj-1 
次 比较 运算 。 因 此 ， 从 i 城市 出 发 ， 经 其 他 城市 再 回 到 i ， 和 


nl nl 


于 三 本 各 < -ct 


由 二 项 式 定理 : 


(x+y)” -Dlr 
/=0 
令 x=y=1， 可 得 : 
(i 
则 用 动态 规划 方法 求解 货 郎 担 问题 ， 总 的 花费 7 为: 


T= <n 2" =0(n’2") 


与 穷 举 法 比较 起 来 ， 用 动态 规划 方法 求解 货 郎 担 问题 ， 是 把 原来 的 排列 问题 转换 为 组 
合 问题 ， 从 而 降低 了 算法 的 时 间 复 杂 性 。 但 从 上 面 的 结果 看 到 ， 它 仍然 需要 指数 时 间 。 


0.2 多 段 图 的 最 短路 径 问 所 


闸 
碎 


用 动态 规划 方法 求解 货 郎 担 问题 仍然 需要 指数 时 间 ， 但 是 有 大 量 问 题 可 以 用 动态 


全 全 天 下 人 
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规划 方法 ， 以 低 于 多 项 式 的 时 间 来 求解 。 这 一 节 叙 述 用 动态 规划 方法 求解 多 段 图 的 最 短路 
径 问 题 。 


6.2.1 多 段 图 的 决策 过 程 


定义 6.1 给 定 有 向 连通 赋 权 图 G= (及 忆 , 丽 ) ,如 果 把 顶点 集合 亚 划 分 成 天 个 不 相交 的 
子 集 所 ，1<i<k，k>2， 使 得 E 中 的 任何 一 条 边 (u,v)， 必 有 ueV，veVim，m1， 则 
称 这 样 的 图 为 多 段 图 。 令 | 玉 |=|i|=1， 称 s eV 为 源 点 ，te 克 为 收 点 。 

多 段 图 的 最 短路 径 问 题 ， 是 求 从 源 点 s 到 达 收 点 + 的 最 小 花费 的 通路 。 根 据 多 段 图 的 上 
个 不 相交 的 子 集 厂 ， 把 多 段 图 划分 为 上 段 ， 每 一 段 包含 顶点 的 一 个 子 集 。 为 了 便于 进行 决 
策 ， 把 顶点 集合 玉 中 的 所 有 了 顶点， 按照 段 的 顺序 进行 编号 。 这 样 ， 首 先 对 顶点 * 进行 编号 ， 
然后 对 顶点 集 友 进行 编号 。 根 据 多 段 图 的 定义 ， 顶 点 集 友 中 的 顶点 互 不 邻接 ， 因 此 它们 之 


顶点 s 的 编号 为 0， 则 收 点 + 的 编号 为 n-1， 并 且 ， 对 EE 中 的 任何 一 条 边 (w,v)， 顶 点 4 的 
编号 小 于 顶点 v 的 编号 。 

决策 的 第 1 阶段 ， 是 确定 图 中 第 -1 段 的 所 有 项 点 到 达 收 点 + 的 花费 最 小 的 通路 。 把 
这 些 信息 保存 起 来 ， 以 便 在 最 后 形成 最 优 决策 时 使 用 。 于 是 ， 用 数组 元 素 cost[i] 来 存放 项 
点 i 到达 收 点 1 的 最 小 花费 ， 用 数组 元 素 path[ 门 来 存放 顶点 i 到达 收 点 1 的 最 小 花费 通路 上 
的 前 方 顶 点 编号 。 

决策 的 第 2 阶段 ， 是 确定 图 中 第 -2 段 的 所 有 顶点 到 达 收 点 1 的 花费 最 小 的 通路 。 这 
时 ， 利 用 第 1 阶段 所 形成 的 信息 来 进行 决策 ， 并 把 决策 的 结果 存放 在 数组 cost 和 path 的 相 
应 元 素 中 。 如 此 依次 进行 ， 直 到 最 后 确定 源 点 s 到 达 收 点 + 的 花费 最 小 的 通路 。 

然后 ， 从 源 点 s 的 path 信息 中 ， 确 定 其 前 方 顶点 编号 w， 从 vw 的 path 信息 中 ,确定 v 
的 前 方 顶点 编号 wm ， 如 此 递 推 直到 收 点 +。 于 是 ， 从 源 点 s 到 收 点 1， 形成 了 一 个 最 优 决 
策 序列 。 

对 E 中 的 边 (u,v)， 用 ci 表示 边 的 权 。 如果 顶点 u 和 v 之 间 不 存在 关联 边 , 则 cmw =o 。 
于 是 ， 可 以 列 出 如 下 的 动态 规划 函数 : 


cost[i]=min{c; + cost[j]} (6.2:1) 
icjJ<n 
Path[i]= 使 cj +cost[7] 最 小 的 i<j<n (6.2.2) 
用 数组 route[n] 来 存放 从 源 点 s 出 发 ， 到 达 收 点 1 的 最 短 通 路 上 的 顶点 编号 ， 那么 ， 动 


态 规划 方法 求解 多 段 图 的 最 短路 径 的 步骤 可 叙述 如 下 : 

(1) 对 所 有 的 i, 0< i<n, 把 cost[i] 初始化 为 最 大 值 ，path[i] 初 始 化 为 -1; cost[n 一 1] 
初始 化 为 0。 

(2) 邻 i=n-2。 

(3) 根据 式 (6.2.1) 和 式 (6.2.2) ,计算 cost[i] 和 path[i]。 

(4) i=i-1， 若 i>=0， 转 步 邓 (3) ; 否则 ， 转 步骤 (5) 。 

(5) 令 i=0，route[i]=0。 
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(6) 如 果 route[i]=n-1， 算 法 结束 ; 否则 ， 转 步骤 (7) 。 
(7) i=i+1，route[i]= path[route[i-1]]; 转 步 又 (6) 。 
例 6.2 求解 图 6.3 所 示 的 最 短路 径 问 题 。 


图 6.3 动态 规划 方法 求解 多 段 图 的 例子 


在 图 6.3 中 ,顶点 编号 已 按照 多 段 图 的 分 段 顺序 编号 。 用 动态 规划 方法 求解 图 6.3 所 示 
多 段 图 的 过 程 如 下 : 
i=8: cost[8]=cs, +cost[9]=3+0=3 


path[8]=9 

i=7:; cost[7]=coe +cost[9]=7+0=7 
path[7]=9 

i=6: cost[6]=min{ce, +cost[7],ces +cost[8]}=min{6+7,5+3}=8 
path[6]=8 

i=5: cost[5]=min{cs, +cost[7],css +cost[8]}=min{8+7,6+3}=9 
path[5]=8 

i=4: cost[4]=min{cs +cost[7],css +cost[8]}=min{5+7,6+3}=9 
path[4]=8 

i=3: cost[3]=min{css +cost[5],c;e +cost[6]}=min{4+9,7+8}=13 
path[3]=5 


i=2: cost[2]=min{c,; +cost[3],cs +cost[4],cs +cost[S],cxs + cost[6]} 
=min{l+13,6+9,7+9,8+8}=14 
path[2]=3 
i=1: cost[1]]=min{fcs +cost[4].cs +cost[5]}=min{9+9,8+9}=17 
path[1]=5 
i=0: cost[0]=min{co, +cost[1],co, +cost[2].co + cost[3]} 
=min{4+17.1+14.3+13}=15 
path[0]=2 
route[0]=0 
route[1]= path[route[0]]= path[0]=2 
route[2]= path[route[1]]= path[2]=3 
route[3]= path[route[2]]= path[3]=5 
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route[4]= path[route[3]]= path[5]=8 
route[5]= path[route[4]]= path[8]=9 
最 后 ， 得 到 最 短 的 路 径 为 0, 2, 3, 5, 8, 9， 费 用 是 15。 


6.2.2 多 段 图 动态 规划 算法 的 实现 


定义 图 的 邻接 表 的 数据 结构 如 下 : 

struct NODE { /* 邻接 表 结 点 的 数据 结构 */ 
int V_num; /* 邻接 顶点 的 编号 */ 
Type len; /* 邻接 顶点 与 该 顶点 的 费用 */ 


struct NODE *next; /* 下 一 个 邻接 顶点 */ 
] 7 


用 下 面 的 数据 结构 来 存放 有 关 信 息 : 


struct NODE node[n];  /* 多 段 图 邻接 表 头 结 点 */ 


Type cost[n]; /* 在 阶段 决策 中 ,各 个 顶点 到 收 点 的 最 小 费用 */ 
int route[n]; /* 从 源 点 到 收 点 的 最 短路 径 上 的 顶点 编号 */ 
int path[n]; /* 在 阶段 决策 中 , 各 个 顶点 到 收 点 的 最 短路 径 上 的 前 方 项 点 编号 */ 


于 是 ， 多 段 图 最 短路 径 问 题 的 动态 规划 算法 可 以 描述 如 下 


算法 6.1 多 段 图 的 动态 规划 算法 
输入 ;多 段 图 邻接 表 头 结 点 node [] , 顶点 个 数 n 
输出 ;最 短路 径 费用 ,最短 路径 上 的 顶点 编号 顺序 route[] 


1. template <class Type> 

2. #define MAX VALUE OF TYPE max value of Type 

3. #define ZERO VALUE OF TYPE zero value of Type 

4. Type fgraph (struct NODE node[],int route[],int n) 

5 

6, int i; 

注 。 struct NODE *pnode; 

8. int *path = new int[n]; 

9. Type min cost,*cost = new Typel[n]; 

10. for (i=0;i<n;i++) { 

下 让 Cost[i] = MAX VALUE OF TYPE; path[i] = -1; rouet[i] = 0; 
12 } 

下 号 cost[n-1] = ZERO VALUE OF TYPE; 

14. for (i=n-2;i>=0;i--) { 

Ly pnode = node[i]->next; 

bP while (pnode!=NULL) { 

Es if (pnode->len+cost[pnode->v num]<cost[i]) { 
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了。 cost[i] = pnode->len + cost [pnode->v_num]; 
和 path[il = pnode->v_ num; 

20s } 

2 pnode = pnode->next; 

22. } 

23s } 

24. i=0; 

25 while ((route[i]!=n-1)&& (path[i]!=-1)) { 
26s 了 + 十 7 

2 route[i] = path[route[i-1]]; 

2 } 

29' min cost = cost[0]; 

30. delete path; delete cost; 

Ls return min cost; 

-pA 


该 算法 主要 由 3 部 分 组 成 。 第 1 部 分 是 初始 化 ， 由 第 10~13 行 组 成 ， 对 所 有 的 i，0<i<n， 
把 cost[ 亲 初始 化 为 最 大 值 ， patp[ 订 初始 化 为 -1，cost[m -1 初始 化 为 0。 第 2 部 分 是 分 段 
决策 ， 根 据 式 (6.2.1) ， 分 别 计算 各 个 顶点 到 收 点 的 最 短 费 用 ， 并 确定 各 个 顶点 到 收 点 的 
最 小 花费 路 径 的 前 方 顶 点 。 这 一 部 分 由 第 14~23 行 组 成 。 因 为 顶点 按 多 段 图 的 不 相交 子 集 
顺序 预先 编号 ， 顺 序号 大 的 顶点 首先 计算 ， 并 进行 局 部 的 最 优 决 策 ， 这 就 保证 了 在 对 每 个 


顶点 进行 计算 和 决策 时 ， 其 到 收 点 路 径 上 的 所 有 前 方 项 点 都 已 计算 和 决策 完毕 ， 所 以 ， 可 
以 直接 利用 其 前 方 顶点 的 信息 。 第 3 部 分 由 第 24~28 行 组 成 ， 进 行 全 局 的 最 优 决策 。 首 先 


从 源 点 开始 ， 递 推 地 确定 其 前 方 项 点 ， 直 到 收 点 为 止 。 或 者 ， 直 到 其 前 方 顶点 的 编号 为 -1。 
如 果 出 现 后 面 这 种 情况 ， 说 明 图 不 是 连通 图 。 

算法 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 第 10~13 行 的 初始 化 部 分 ， 时 间 花 费 由 for 循环 决定 ， 
该 循环 的 循环 体 执行 次， 所 以 花费 8@(z) 时 间 。 第 14-23 行 的 局 部 决策 部 分 ， 由 一 个 与 套 
的 循环 语句 组 成 。 外 部 的 for 循环 的 循环 体 执 行 2-1 次 ， 内 部 的 while 循环 对 所 有 顶点 的 出 
边 进行 计算 ， 并 且 在 所 有 循环 中 ， 每 条 出 边 只 计算 一 次 。 因 此 ， 在 这 一 部 分 ， 除 了 每 个 项 
点 处 理 一 次 外 ， 每 条 边 也 处 理 一 次 。 假 定 图 的 边 数 为 m， 则 这 部 分 的 总 花费 时 间 为 
@(n+m)。 第 24~28 行 形成 最 优 决策 序列 ， 由 while 循环 组 成 ， 若 多 段 图 分 为 上 段 ， 则 该 
循环 体 执行 次 ， 所 以 花费 B@(E) 时 间 。 因 此 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 为 @(n+m)。 

从 第 6-9 行 可 以 看 到 ， 算 法 的 空间 复杂 性 是 @(n)。 


6.3 资源 分 配 问题 


资源 分 配 问 题 是 考虑 如 何 把 有 限 的 资源 分 配给 若干 个 工程 的 问题 。 给 每 项 工程 投入 的 
资源 不 同 ， 所 获得 的 利润 也 不 同 。 假设 资源 总 数 为 +， 工 程 个 数 为 x， 求 获得 最 大 利润 的 分 
配方 案 。 
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6.3.1 资源 分 配 的 决策 过 程 


把 资源 + 划分 为 m 等 份 , 每 份 资源 为 r/m, m 为 整数 ,假定 , 利润 函数 为 G(x) ,1<i<n， 
0<x<m， 表 示 把 x 份 资源 分 配给 第 i 个 工程 所 得 到 的 利润 ， 则 分 配 m 份 资源 给 所 有 工程 ， 
所 得 到 的 利润 总 额 为 : 


Gop 
i=1 i=l 


于 是 ， 问 题 转换 为 把 m 份 资源 分 配给 个 工程 ， 使 得 G(m) 最 大 的 问题 。 其 中 ，x; 为 整数 。 

首先 ， 把 各 个 工程 按 顺 序 编号 ， 然 后 按 下 述 方法 来 划分 阶段 : 第 1 阶段 ， 分 别 把 
x=0,1,2,…,m 份 资源 分 配给 第 1 个 工程 ， 确 定 第 1 个 工程 在 各 种 不 同 份额 的 资源 下 ， 能 
够 得 到 的 最 大 利润 ， 第 2 阶段 ， 分 别 把 x=0,1,2,…,m 份 资源 分 配给 第 1、2 两 个 工程 ， 确 
定 在 各 种 不 同 份额 的 资源 下 ， 这 两 个 工程 能 够 得 到 的 最 大 利润 ， 以 及 在 此 利润 下 ， 第 2 个 
工程 的 最 优 分 配 份额 ; 依 此 类 推 ， 在 第 个 阶段 ,分别 把 x=0,1,2,…,m 份 资源 分 配给 所 有 
7 个 工程 ， 确 定 能 够 得 到 的 最 大 利润 ， 以 及 在 此 利润 下 ， 第 ”个 工程 的 最 优 分 配 份额 。 考 
虑 到 把 m 份 资源 全 部 投入 给 所 有 n 个 工程 ， 不 一 定 能 够 得 到 最 大 利润 ， 因 此 必须 在 各 个 阶 
段 的 局 部 决策 中 ， 对 不 同 的 分 配 份额 计算 能 够 得 到 的 最 大 利润 ， 然 后 取 其 中 之 最 大 者 ， 作 
为 各 个 阶段 能 够 取得 的 最 大 利润 。 在 全 局 决策 中 ， 再 取 各 个 阶段 的 最 大 利润 中 之 最 大 者 ， 
以 及 在 该 最 大 利润 下 的 分 配方 案 ， 即 为 整个 资源 分 配 的 最 优 决策 。 

为 此 ， 令 fi(x) 表 示 把 x 份 资源 分 配给 前 i 个 工程 时 ， 所 得 到 的 最 大 利润 ， qi;(x) 表示 
使 (x) 最 大 时 ， 分 配给 第 i 个 工程 的 资源 份额 。 于 是 ， 在 第 1 阶段 ， 只 把 x 份 资源 分 配给 
第 1 个 工程 ， 有 : 


ea 6 (63.1) 


di(x}=¥ 
在 第 2 阶段 ， 只 把 x 份 资源 分 配给 前 面 两 个 工程 ， 有 : 
= maxfGG+ fe -2) 
ee 
一 般 地 ， 在 第 i 阶段 ， 把 x 份 资源 分 配给 前 面 i 个 工程 ， 有 : 


0<x<m,0<z<x 


f(x¥)=max{G(z)+ f(x—2z)} 
= <x<m,0<z<x (6.3.2) 
dq;(x) = 使 f(x) 达 最 大 的 z 
令 第 i 阶段 的 最 大 利润 为 8; ， 则 : 
gi =max {fi (1),, fi (m)} (633) 
设 gi 是 使 g; 达 最 大 时 ， 分 配给 前 面 i 个 工程 的 资源 份额 ， 则 : 
4 = 使 f(x) 达 最 大 的 x (6.3.4) 


在 每 个 阶段 ， 把 所 得 到 的 所 有 局 部 决策 值 f;(x),d;(x) ,gi, 9; 保存 起 来 。 最后， 在 第 阶段 
结束 之 后 ， 令 全 局 的 最 大 利润 为 optg ， 则 : 
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opig =max{g1,.…, gn} (6.3.5) 
在 全 局 最 大 利润 下 ， 所 分 配 工程 项 目的 最 大 编号 〈 即 所 分 配 工程 项 目的 最 大 数目 ) 为 ， 则 : 
= 使 g; 最 大 的 i (6.3.6) 

分 配给 前 面 ¢ 个 工程 的 最 优 份 额 为 : 
optx; = 与 最 大 的 g, 相对 应 的 9， (6.3.7) 


分 配给 第 个 工程 的 最 优 份额 为 : 
optqt = dy (optxx ) 
分 配给 其 余 k-1 个 工程 的 剩余 的 最 优 份额 为 : 
Opixk-1 = opixk —dk( optixk ) 
由 此 回 滴 ， 得 到 分 配给 前 面 各 个 工程 的 最 优 份额 的 递 推 关系 式 : 
optqi = di( optxi ) 

i = optx; — opitgq; 
由 上 面 的 决策 过 程 ， 可 以 把 求解 资源 分 配 问题 划分 为 下 面 4 个 步骤 : 

(1) 按 式 (6.3.1) 、 式 (6.3.2) ， 对 各 个 阶段 i 、 各 个 不 同 份额 x 的 资源 ,计算 f(x) 
及 di(x)。 

(2) 按 式 (6.3.3) 、 式 (6.3.4) ， 计 算 各 个 阶段 局 部 的 最 大 利润 gs; ， 获 得 此 最 大 利 
润 的 分 配 份额 q; 。 

(3) 按 式 (6.3.5) 、 式 (6.3.6) 和 式 (6.3.7) ， 计 算 全 局 的 最 大 利润 optg 、 总 的 最 优 
分 配 份额 op 及 编号 最 大 的 工程 项 目 上 。 

(4) 按 式 (6.3.8) 递 推 计算 各 个 工程 的 最 优 分 配 份额 。 

例 6.3 有 8 个 份额 的 资源 ， 分 配给 3 个 工程 ， 其 利润 函数 如 下 : 


互 


i=k,k—l1,-…,1 (6.3.8) 


. I 2 3 0 

G(x @ 4 26 40 45 50 3 532 53 

Gr) 0 5 15 40 60 70 73 74 75 

Gxy 0 5 15 40 80 90 95 98 100 
求 资源 的 最 优 分 配方 案 。 


解 第 1 步 ， 求 各 个 阶段 不 同 分 配 份额 时 的 最 大 利润 ， 及 各 个 工程 在 此 利润 下 的 分 配 
份额 。 首 先 ， 在 第 1 阶段 ， 把 8 份 资源 只 分 配给 第 1 个 工程 。 由 式 (6.3.1) ， 有 : 
x UE 
A(sj0 4 26 .40 4 50 5 2 53 
0 


其 次 ， 把 8 份 资源 分 配给 前 面 两 个 工程 。 当 x=0 时 ， 显 然 有 : 
/2(0)=0, qd.(0)=0 
当 x=1 时 ， 由 式 (6.3.2) ， 有 : 
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/7(1)=max(Gs(0)+ /1(1),Gs(1)+ /1(0))=max(4,5)=5 


ds(1)=1 
当 x=2 时 ， 有 : 
f2(2)=max (Gs(0)+ 1(2),G(D)+ (1),G.(2)+ 11(0))=max(26,9,15)=26 
qd;(2)=0 
类 似 地 ， 计 算 x=3,4,…,8 时 的 广 (x) 及 qd,(x) 的 值 ， 有 : 
x EE 0 


f(x) 0 5 26 40 60 70 86 100 110 
(x) 和 0 生生 村 和 


同样 ， 计 算出 s(x) 及 qs(x) 的 值 ， 有 : 


x 了 
f(x) 0 5 26 40 80 90 106 120 140 
d(x) 0 1 0 0 4 5 4 4 4 


第 2 步 ， 按 式 (6.3.3) 、 式 (6.3.4) ， 求 各 个 阶段 的 最 大 利润 ， 及 在 此 利润 下 的 分 配 


BE gx=110  g3=140 
q1=8 gq2=8 93 =8 
第 3 步 ， 按 式 (6.3.5) 、 式 (6.3.6) 和 式 (6.3.7) ， 计 算 全 局 的 最 大 利润 optg 、 最 大 
的 工程 数目 ， 以 及 总 的 最 优 分 配 份额 ， 有 : 
opitg =140 k=3 opixs =8 
第 4 步 ， 按 式 (6.3.8) 计算 各 个 工程 的 最 优 分 配 份额 ， 有 : 
opiqs = ds(optx3)=d3(8)=4 optx; = optxs —optq3 =8—4=4 
oplg =d(optxs )=d,(4)=4 opix=optx,—optgy =4—4=0 
oplgl =di(opir1 )=41(0)=0 
最 后 的 决策 结果 : 分 配给 第 2、3 工程 各 4 个 份额 ， 可 得 最 大 利润 140。 


6.3.2 ”资源 分 配 算法 的 实现 


首先 ， 定 义 算法 所 需要 的 数据 结构 。 下 面 的 数据 用 于 算法 的 输入 : 


int m; /* 可 分 配 的 资源 份额 */ 
inE i /* 工程 项 目 个 数 */ 
Type G[n] [m+1]; /* 各 项 工程 分 配 不 同 份额 资源 时 可 得 到 的 利润 表 */ 


. 184 。 


第 6 章 动态 规划 


下 面 的 数据 用 于 算法 的 输出 : 

Type optg; /* 最 优 分 配 时 所 得 到 的 总 利润 */ 

int optq[ln]; /* 最 优 分 配 时 各 项 工程 所 得 到 的 份额 */ 

下 面 的 数据 用 于 算法 的 工作 单元 : 

Type fl[n] [m+1]; /* 前 i 项 工程 分 配 不 同 份额 资源 时 可 得 到 的 最 大 利润 */ 
int d[n] [m+1]; /* 使 f[i] [x] 最 大 时 ,第 i 项 工程 分 配 的 份额 */ 
Type gln]; /* 只 分 配给 前 i 项 工程 时 , 可 得 到 的 最 大 利润 */ 

int qln]; /* 只 分 配给 前 i 项 工程 时 ,第 i 项 工程 最 优 分 配 份额 */ 
int optx; /* 最 优 分 配 时 的 资源 最 优 分 配 份 额 */ 

int 7 /* 最 优 分 配 时 的 工程 项 目的 最 大 编号 */ 


于 是 ， 资 源 分 配 算法 可 描述 如 下 : 


算法 6.2 资源 分 配 算法 
输入 : 工程 项 目 个 数 n, 可 分 配 的 资源 份额 m, 各 项 工程 分 配 不 同 份额 资源 时 可 得 到 的 利润 表 G[] [] 
输出 :最 优 分 配 时 所 得 到 的 总 利润 optg， 最 优 分 配 时 各 项 工程 所 得 到 的 份额 optq[] 


1. template <class Type> 

2. Type alloc res(int n,int m,Type G[] [],int optq[]) 
ke 

4. int Optxek, irxr2s 

i int *q = new int[n]; /* 分 配 工作 单元 */ 
6 int (*d) [m+1] = new int[n] [m+1]; 

7 Type (*f) [m+1] = new Type[n] [m+1]; 

8 Type *g = new Type[n]; 

9 


- for (x=0;x<=m;x++) { /* 第 1 个 工程 的 份额 利润 表 */ 
10. £[0] [x] = GI[O] [x]; dl[0] [x] = x; 
Ls } 
12s for (i=l;i<n;i++) { /* 前 守 个 工程 的 份额 利润 表 */ 
35 f[il[0] = G[il[0] + f£[i-1] [0]; 
14. d[i][0] = 0; 
15 for (X=17X<=m7X++) { 
3 到， £[i] [x] = £[i] [0]; d[i][x] = 0; 
ET for (z=0;z<=x;Z++) { 
18. EE (FELLERI<GULI LZ2ITEI 1] Fx-=2Z1》 4 
195 £1) {xl = GEA]L2] + £4=1] [x=2]? 
20. d[i][x] = 2z; 
和 } 
2 } 
23. } 
24. # 
25 for (i=0;i<n;i++) { /* 前 二 个 工程 的 最 大 利润 和 最 优 分 配 份 额 */ 
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26. glil = £1 [0]: q[li] = 0; 

生 for (x=1;x<=m;x++) { 

28. if (g[i]<f[i]l[x]) { 

29 g[il = f£[il][x]; ql[li] = x; 

3 } 

31s } 

i 

Is optg = g[0]; optx = q[0]; k= 0; 

34. for (i=1;i<n;i++) { /* 全 局 的 最 大 利润 和 最 优 分 配 份 额 */ 
35. if (optg<g[i]) { /* 最 大 数目 的 工程 项 目 及 其 编号 */ 
36. optg = g[i]; optx = q[i]l; k= i; 

31s } 

38. } 

39. if (k<n-1) { /* 最 大 编号 之 后 的 工程 项 目 不 分 配 份额 */ 
40 . for (1i=k+1;i<nzi++) 

al: optq[i] = 0; 

42. for (i=k;i>=0;i--) { /* 给 最 大 编号 之 前 的 工程 项 目 分 配 份额 */ 
43 . optq[i] = dl[i] [optx]; 

44. optx = optx - optq[i]; 

45. } 

46. delete q; delete d; /* 释放 工作 单元 */ 

Ts delete f; delete g; 

48. return optg; /* 返回 最 大 利润 */ 

49. } 


这 个 算法 按 上 述 4 个 步骤 划分 为 4 个 部 分 进行 工作 。 第 1 部 分 包含 第 9~24 行 , 计算 各 
个 阶段 在 各 种 不 同 份额 下 的 最 大 利润 。 第 9~11 行 执行 式 (6.3.1) ， 得 到 第 1 阶段 的 份额 利 
润 表 ; 第 12~24 行 执行 式 (6.3.2) ,得 到 以 后 各 个 阶段 的 份额 利润 表 。 第 2 部 分 由 第 25~32 
行 组 成 ， 按 式 (6.3.3) 和 式 (6.3.4) ， 计 算 各 个 阶段 的 最 大 利润 g; ， 及 该 阶段 的 最 优 分 配 
份额 9 。 第 3 部 分 由 第 33~38 行 组 成 , 计算 全 局 的 最 大 利润 optg 、 最 优 的 资源 分 配 份额 optx 
及 在 最 优 分 配 下 的 最 大 工程 项 目 数 目 ， 即 在 最 优 分 配 下 的 最 后 一 个 工程 的 编号 。 第 4 部 分 
由 第 39~45 行 组 成 。 其 中 ， 第 39~41 行进 行 判断 ， 如 果 在 最 优 分 配 下 的 最 后 一 个 工程 的 编 
号 小 于 -1， 则 该 工程 之 后 的 工程 项 目 不 分 配 份额 第 42~45 行 按 递 推 关系 式 〈6.3.8) ， 
从 最 优 分 配 下 的 最 后 一 个 工程 开始 ， 计 算 该 工程 及 其 前 面 各 个 工程 的 最 优 分 配 份额 。 

第 9~11 行 执行 一 个 循环 ， 花 费 e@(m) 时 间 ; 第 12~24 行 执行 一 个 三 重 循环 ， 外 部 for 
循环 的 循环 体 执行 2-1 次 ， 外 循环 每 执行 一 轮 ， 使 中 间 for 循环 的 循环 体 执行 到 次 ， 中 间 
循环 体 每 执行 一 轮 ， 使 内 部 for 循环 的 循环 体 执行 次 数 由 2 递增 到 m+1 次 ， 因 此 ， 这 个 三 
重 循环 共 花费 (z-1)m(m+1)12=@(nm2); 第 25-32 行 花费 @(nm) 时间; 第 33-38 行 花 
费 @(n) 时 间 ; 第 39~45 行 花费 @(n) 时 间 。 由 此 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 是 @(nm?)。 

从 第 4-8 行 可 以 看 到 ， 算 法 的 空间 复杂 性 是 @(nm)。 
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6.4 设备 更 新 问题 


设备 每 年 的 运转 都 可 为 公司 创造 利润 收入 ， 但 设备 的 性 能 随 使 用 年 限 的 增加 而 变 坏 ， 
导致 收入 减少 ， 维 修 费 增加 ， 利 润 下 降 。 而 设备 的 更 新 ， 需 付出 一 笔 经 费 ， 但 可 增加 利润 
收入 。 设 备 的 更 新 问题 ， 便 是 确定 设备 的 最 优 更 新 策略 ， 使 得 在 一 个 确定 期 限 里 ， 为 公司 
创造 最 大 的 利润 。 


6.4.1 设备 更 新 间 题 的 决策 过 程 


假定 设备 更 新 问题 的 有 关 数 据 如 表 6.1 所 示 。 其 中 ，I= 0 一 列 ， 表 明 现 有 设备 的 有 关 
数据 ; I= 1 一 列 ， 表 示 第 1 年 购买 的 设备 的 有 关 数 据 ; 其 余 类 推 。 使 用 年 限 中 的 第 0 列 ， 
表示 当年 的 有 关 数 据 ; 第 1 列表 示 使 用 一 年 后 的 有 关 数 据 ， 其 余 类 推 。 利 润 、 维 修 费用 、 
更 新 费用 等 行 分 别 表示 : 在 第 i 年 购买 的 设备 使 用 了 j 年 后 ， 可 以 创造 的 利润 、 必 须 付出 的 
维修 费用 以 及 进行 更 新 时 需要 付出 的 费用 。 


表 6.1 设备 更 新 的 有 关 数 据 


Pr 
EEE 


下 面 是 为 求解 设备 更 新 问题 而 引入 的 一 些 变量 和 函数 : 
@ xn (1): 第 年 购买 的 设备 使 用 了 1 年 后 ， 在 第 i=k+t 年 所 创造 的 利润 。 
@ mx (1): 第 年 购买 的 设备 使 用 了 1 年 后 ， 在 第 i=k+t 年 所 付出 的 维修 费用 。 
@ ui (1): 第 年 购买 的 设备 使 用 了 1 年 后 ， 在 第 i=k+t 年 进行 更 新 的 费用 。 
@ buy;(1): 使 用 了 1 年 的 设备 ， 在 第 i 年 被 更 新 ， 在 第 i 年 及 其 以 后 的 年 份 里 所 创造 
的 总 利润 〈 在 今后 的 年 份 里 ， 设 备 还 可 能 被 更 新 ) 。 
remi(t) : 使 用 了 + 年 的 设备 ,第 i 年 继续 使 用 ,在 第 i 年 及 其 以 后 的 年 份 里 所 创造 
的 总 利润 (在 今后 的 年 份 里 ， 设 备 还 可 能 被 更 新 )。 
@ fi;(1): 使 用 了 + 年 的 设备 ， 在 第 i 年 及 其 以 后 的 年 份 里 所 创造 的 总 利润 。 
@ x (1): 对 使 用 了 年 的 设备 , 在 第 i 年 所 作出 的 更 新 设备 或 保留 继续 使 用 的 决策 。 
@ pp;: 以 现 有 设备 为 基础 ， 在 第 i 年 作出 的 更 新 设备 或 保留 继续 使 用 的 最 优 决策 。 
假定 现 有 设备 已 de 则 设备 更 新 问题 表示 为 在 今后 n 年 里 ， 使 得 有 (D) 最 
大 的 最 优 决 策 p; ，i=1,2,…… 
如 果 对 使 用 了 + a 年 的 设备 ， 第 i 年 决定 更 新 ， 则 利润 函数 如 下 : 
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ee t<i 
buyi(1)= ; 
na(O)=m(0 uO) +fall) le 

式 (6.4.1) 的 第 1 式 表 明 : 若 1<i (该 设备 在 第 i-t 年 购买 ) ， 则 从 第 i 年 起 可 得 到 的 
利润 为 : 第 i 年 购买 的 设备 在 当年 取得 的 利润 (0) ， 减 去 第 ;年 购买 的 设备 在 当年 的 维修 
费用 m; (0)， 再 减 去 更 新 在 第 i-t 年 购买 的 且 已 使 用 了 1 年 的 设备 的 费用 ui, (D ， 再 加 上 新 
设备 从 第 2 年 起 《该 设备 使 用 了 1 年 ) 可 得 到 的 利润 fi,1 (1) 。 

式 (6.4.1) 的 第 2 式 表明 : 若 1=i (从 现在 起 到 第 i 年 从 未 更 新 过 设备 ) ， 则 从 第 i 年 
起 可 得 到 的 利润 为 :第 i 年 购买 的 设备 在 当年 取得 的 利润 (0) ， 减 去 第 ;年 购买 的 设备 在 
当年 的 维修 费用 m; (0)， 再 减 去 更 新 当前 正在 使 用 的 且 已 使 用 了 + 年 的 设备 的 费用 uo (1) ， 
再 加 上 新 设备 从 第 2 年 起 (该 设备 使 用 了 1 年 ) 可 得 到 的 利润 fi,1 (1) 。 

如 果 对 使 用 了 +t (1=1, 2,…,n-1) 年 的 设备 ， 第 i 年 决定 保留 继续 使 用 ， 则 有 利润 函数 
如 下 : 


(6.4.1) 


Tis (tf)—mi (ft)+ fin (t+1) LL 
no (t)—mo (1)+ fin (t+1) t=i 
式 (6.4.2) 的 第 1 式 表 明 : 若 1<i (该 设备 在 第 i-t 年 购买 ) ， 则 从 第 i 年 起 可 得 到 的 
利润 为 :在 第 i-t 年 购买 的 ， 己 使 用 了 1 年 的 设备 在 第 i 年 可 取得 的 利润 i;_, (1)， 减 去 该 设 
备 在 第 i 年 的 维修 费用 mi_, (1)， 再 加 上 该 设备 从 第 i+1 年 起 (这 时 该 设备 使 用 了 t+1 年 ) 可 
得 到 的 利润 fi,1 (t+1) 。 
式 (6.4.2) 的 第 2 式 表明 : 若 t>i (从 现在 起 到 第 ;年 从 未 更 新 过 设备 ) ， 则 设备 的 使 
用 年 限 超过 了 i 年 ， 从 第 i 年 起 可 得 到 的 利润 为 ， 当 前 正在 使 用 的 且 已 使 用 了 1 年 的 设备 在 
第 i 年 可 得 到 的 利润 no (1)， 减 去 该 设备 在 第 i 年 的 维修 费用 mo (1)， 再 加 上 该 设备 从 第 i+1 
年 起 (这 时 该 设备 使 用 了 +t+1 年 ) 可 得 到 的 利润 fi, (t+1) 。 
于 是 ， 可 以 定义 如 下 的 规划 函数 : 
fi(1)=max (buyi(t),remi(t)) (6.4.3) 
TRUE buyi(t)zrem;(t) 
A buy,(t) <rem(t) 
假定 所 要 决策 的 年 限 为 n 年 ， 对 所 有 的 +:， 令 
fun(t)=0 (6.4.5) 
按 下 述 方法 划分 阶段 :把 n 年 划分 为 个 阶段 。 首 先 ， 在 第 n 阶段， 设备 的 使 用 年 限 1 
可 能 为 1,2,…,n -1,n-1+D， 由 此 ， 按 上 述 公式 ， 对 所 有 的 1 计算 万 (1) ， 并 确定 x, (1) ; 
在 第 2-1 阶 段 ， 设 备 的 使 用 年 限 * 可 能 为 1,2,…,n 一 2,n-2+D， 对 这 些 :， 利 用 上 述 公 式 
和 (zt) 的 值 ， 计 算 六; (1)， 并 确定 x,_1 (1); 依 此 类 推 ， 直 到 第 1 阶段 ， 设 备 的 使 用 年 
限 1 只 能 为 D， 计算 f(t)， 并 确定 x (1) 。 
第 1 年 是 买 是 留 的 决策 ， 已 由 xi (7) 作出。 如 果 是 买 ， 则 第 2 年 的 决策 ， 应 由 x, (1) 作 
出 ; 如 果 是 留 ， 则 应 由 x (t+1) 作出 。 由 此 ， 可 以 得 到 决策 序列 的 递 推 公式 : 
pr=(t) (6.4.6) 


remt)-| (6.4.2) 


(6.4.4) 
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1 (1) =TRUE 
-| (1) (6.4.7) 


t+1 x(t)=FALSE 
此 ， 可 用 下 面 的 步骤 来 实现 设备 更 新 算法 : 
(1) 对 所 有 的 1 (t=12.…:mn-D， 令 三 ,CD=0。 
(2) 按 式 (6.4.1) 、 式 (6.4.2) 、 式 (6.4.3) 、 式 (6.4.4)， 对 i=n,…,1, 1=1…,i, 
计算 f(t) 和 x; (1) 的 值 ， 则 0) 为 最 优 利润 。 
(3) 令 1=1，pi=x(1)， 按 式 (6.4.6) 、 式 (6.4.7) ， 对 i=2,…,n， 计算 p;， 则 p; 
为 最 优 决 策 序列 。 
例 6.4 设备 已 使 用 2 年 ， 按 照 表 6.1 所 示 数 据 ， 确 定 5 年 内 的 设备 更 新 决策 ， 及 在 此 
决策 下 的 最 大 利润 。 
假定 用 数组 JI 和 xti][#] 分 别 存 放 f(t) 和 x;(t) 的 值 ， 按 照 上 面 所 述 步 又， 计算 
万 (和 xi (1)。 首 先 ， 对 所 有 的 1:，1t=12,…， 令 fs(t)=0， 计 算 第 5 年 的 决策 数据 。 
buys(l)=7s(0)—ms(0)—us(l)+f6(1)=20-1-22+0=-3 
rems(1)=r4(1)—ma(l)+ /fs(2)=18-1+0=17 
fs(1)= max (buys(1), rems(1))=17 


buys(2)=rs(0)—ms(0)—us(2)+f6(1)=20-1-24+0=-5 
rems(2)=73(2)—m3(2)+f6(3)=16-2+0=14 
fs(2)= max (buys(2), rems (2))=14 


buys(3)=rs(0)—ms(0)—u,(3)+fs(1)=20-1-25+0=-6 
rems(3) = (3)—m,(3)+fs(4)=14-2+0=12 
fs(3)= max (buys(3), rems(3))=12 


buys(4)=rs(0)—ms(0)—u(4)+f6(1)=20-1-26+0=—7 
rems(4)=n(4)—m(4)+.f6(5)=12-3+0=9 
fs(4)=max (buys(4), rems(4))=9 


buys(4+2)=71(0)—ms(0)—uo(4+2)+ .fs(1)=20-1-29+0=-10 
rems(4+2)=n(4+2)—mo(4+2)+ fs(4+2)=9—5+0=4 
fs(4+2)=max (buys(4+2), rems(4+2))=4 


类 似 地 ， 计 算 第 4、3、2、1 等 年 数据 ， 得 到 表 6.2。 由 此 得 到 ，5 年 中 的 更 新 策略 为 


留 、 买 、 留 、 留 、 留 ，5 年 内 可 得 总 利润 41。 决 策 过 程 如 图 6.4 所 示 ， 其 中 粗 线 表示 最 优 


表 6.2 例 6.4 中 各 年 限 可 得 利润 及 决策 
norar| 
DPI ”| pp | | 
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续 表 


3][2+D]=20 5 


J[4][1]=30 > A4][2]=25 > 


JL4[3]-20 > AAB+D]=10 > 


AS]II=17 > | 7GIDPF14 > 


[5][3]=12 > J[S][4]=9 > 


JS][4HD]=4 + 


图 6.4 设备 更 新 的 决策 过 程 


6.4.2 设备 更 新 算法 的 实现 


首先 ， 定 义 算法 所 需要 的 数据 结构 。 下 面 的 数据 用 于 算法 的 输入 : 


int n; 
int D; 
Type r[n] [n+D]; 
Type m[n] [n+D]; 
Type uln] [n+D]; 


/* 决策 年 限 */ 

* 设备 当前 的 使 用 年 限 */ 

/* 使 用 了 + 年 后 的 设备 ,在 第 i 年 所 创造 的 利润 */ 
/* 使 用 了 + 年 后 的 设备 ,在 第 i 年 的 维修 费用 */ 
/* 使 用 了 + 年 后 的 设备 ,在 第 i 年 的 更 新 费用 */ 


hw 


下 面 的 数据 用 于 算法 的 输出 : 


BOOL pln]; 


下 面 的 数据 用 于 算法 的 工作 


Type fl[ln] [n]; 
Bool x[n] [n]; 


/* 每 年 的 最 优 决策 */ 


单元 : 


/* 使 用 了 + 年 后 的 设备 ,在 第 i 年 及 其 以 后 所 创造 的 利润 */ 
/* 使 用 了 + 年 后 的 设备 ,在 第 i 年 的 更 新 决策 */ 


于 是 ， 设 备 更 新 算法 可 描述 如 下 : 


算法 6.3 设备 更 新 算法 


输入 : 决策 年 限 n, 设备 已 使 用 年 限 D, 设备 利润 表 =[] [] ,维修 费用 表 m[] [] ,更 新 费用 表 ur] [] 
输出 ;最 优 利 润 optg, 及 最 优 更 新 方案 p[] 
1. template <class Type> 
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. Type update dev (int n,int D,Type r[][],Type m[][{], 


Type u[][],BooL p[]) 


int. Lb es /* 分 配 工作 空间 */ 

Type optg, rem; 

Type (*f) [n+1] = new TYpe [n+2] [n+1]; 

BOOL (*x) [n+1] = new BOOL[n+1] [n+1]; 

for (i=1;i<=n;i++) /* 第 n+l 年 的 利润 初始 化 为 0 */ 
f[n+1] [i] = ZERO VALUE OF TYPE; 

for (i=n;i>0;i--) { /* 第 1~n 年 各 种 设备 使 用 年 限 的 利润 */ 

for (t=1;t<=i;t++) { 


iE (EE /* 买 , 可 得 到 的 利润 */ 
£t4T[Itl = tTE0] = mtilt0F = wtit] tt + £1i#11 (13 
else 


£[i][t] = r[i][0] - m[i] [0] - u[0] [t-1+D] + f[i+1] [1]; 
x[i][t] = TRUE; 


LE (LEY /* 留 ,可 得 到 的 利润 */ 

rem = r[i-t][t] - m[i-t]l[t] + f[i+l] [t+1]; 
else 

rem = r[0] [t-1+D] - m[0] [t-1+D] + f[i+1] [t+1]; 
if (f[i][t]<rem) { /* 决策 , 取 二 者 中 之 最 大 者 */ 


f[i][t] = rem; x[i][t] = FALSE; 
} 
} 
} 


t=1; /* 全 局 的 更 新 决策 */ 
for (i=1;i<=n;i++) { 
pli] = x[i][t]; /* 从 第 1 年 的 决策 开始 */ 
if (p[il) /* 当年 的 决策 : 更 新 */ 
t=1; /* 下 一 年 决策 时 ,设备 年 限 为 1 年 */ 
else 
二 一: 老 二 1 /* 否则 ,下 一 年 决策 时 ,设备 年 限 增 1 */ 
} 
optg = £[1] [1]; 
delete f; delete x; /* 释放 工作 空间 */ 
return optg; /* 返回 最 优 更 新 时 可 得 到 的 利润 */ 


这 个 算法 主要 由 3 个 部 分 组 成 。 第 1 部 分 由 第 8、9 行 组 成 ,不 管 设备 的 使 用 年 限 ， 把 
第 n+1 年 的 利润 初始 化 为 0。 第 2 部 分 由 第 10~25 行 组 成 , 对 不 同 的 设备 年 限 , 计算 第 i 年 


其 以 后 各 年 可 取得 的 利润 及 第 i 年 的 更 新 决策 。 第 12~16 行 计算 当 设 备 更 新 时 今后 可 得 


到 的 利润 ; 第 17~20 行 计算 当 设 备 保留 时 今后 可 得 到 的 利润 ; 第 21、22 行 取 二 者 中 的 最 大 
者 ， 作 为 在 该 设备 年 限 下 ,今后 可 得 到 的 利润 及 第 i 年 的 决策 。 第 3 部 分 由 第 26~33 行 组 
成 。 首 先 从 第 1 年 开始 ， 这 时 只 有 一 个 决策 值 ， 它 就 是 第 1 年 的 最 优 决 策 。 第 2 年 有 两 个 
决策 值 : 设备 年 限 为 1 年 的 决策 值 和 设备 年 限 为 1+D 年 的 决策 值 。 如 果 第 一 年 的 决策 是 更 
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新 ， 则 第 2 年 用 于 决策 的 决策 值 是 设备 年 限 为 1 年 的 决策 值 ， 否 则 ， 为 1+D 年 的 决策 值 。 
依 此 类 推 ， 直 到 第 ”年 。 

算法 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 第 8、9 行 需要 @(z) 时 间 。 第 10-25 行 ， 执行 一 个 二 重 
循环 。 当 i=n 时 ， 内 循环 的 循环 体 执行 n 次。 因此 ， 内 循环 的 循环 体 共 执行 n(n+1)/2 次 ， 
花费 @(m? ) 时 间 。 第 26-33 行 执行 一 个 循环 ， 循 环 体 共 执行 n 次， 花费 @(n) 时 间 。 因 此 ， 
算法 的 时 间 复 杂 性 是 @(n? ) 。 

从 第 4-7 行 可 以 看 到 ， 算 法 的 空间 复杂 性 是 @(n? ) 。 


6.5 最 长 公共 子 序列 问题 


假定 4= aiaz …an 是 字母 表 Z 上 的 一 个 字符 序列 。 如 果 存 在 上 的 另 一 个 字符 序列 
S=cics…cj， 使 得 对 所 有 的 六 (k=1,2,…,j)， 有 ck =aix〈 其 中 ，1<ik<n) ， 是 字符 
序列 4 的 一 个 下 标 递 增 序列 ， 则 称 字符 序列 S 是 4 的 子 序列 。 例 如 ，z={x,y,2}，Z 上 的 
字符 序列 4=xyzyxzxz， 则 xxx 是 4 的 一 个 长 度 为 3 的 子 序 列 ， 该 子 序列 中 的 字符 对 应 
于 4 的 下 标 是 1,5,7; 而 xzyzx 是 4 的 一 个 长 度 为 5 的 子 序列 , 该 子 序列 中 的 字符 对 应 于 4 
的 下 标 是 1,3,4,6,7。 

给 定 两 个 字符 序列 4=xyzyxzxz 和 B=xzyxxyzx， 则 xxx 是 这 两 个 字符 序列 的 长 
度 为 3 的 公共 子 序列 ，xz ys 是 这 两 个 字符 序列 的 长 度 为 4 的 公共 子 序 列 ， 而 xzyxx= 是 
这 两 个 字符 序列 的 长 度 为 6 的 最 长 公共 子 序列 。 可见 ,两 个 字符 序列 的 公共 子 序列 有 多 个 ， 
而 这 两 个 字符 序列 的 最 长 的 公共 子 序列 只 有 一 个 。 因 此 ， 最 长 公共 子 序列 问题 是 ， 给 定 两 
个 序列 4=aias…an 和 B=bb,…b,,， 寻 找 4 和 B 的 一 个 公共 子 序 列 ， 使 得 它 是 4 和 8B 的 
最 长 公共 子 序列 。 


6.5.1 最 长 公共 子 序列 的 搜索 过 程 


令 序 列 4=ala,…a,，B=bib，…b,。 记 Ai =ala;…ax 为 序列 4 中 最 前 面 连续 上 个 字 
符 的 子 序列 , 记 Bi =b5，…bi 为 序列 B 中 最 前 面 连续 上 个 字符 的 子 序列 。 容易 看 到 , 序列 4 
和 8B 的 最 长 公共 子 序 列 具 有 如 下 性 质 : 

(1) 若 a, = 如， 序列 Sk =cics…ck 是 序列 4 和 8B 的 长 度 为 的 最 长 公共 子 序列 ， 则 
必 有 a =bm =ck， 且 序列 Si =c1cs…ck1 是 序列 41 和 Bi 的 长 度 为 -1 的 最 长 公共 子 
序列 。 

(2) 若 a, bm ， 且 a 关 ck， 则 序列 Si =cics…ck 是 序列 4, 1 和 序列 B 的 长 度 为 的 
最 长 公共 子 序列 。 

(3) 若 a, #5 ， 且 bn 关 ck， 则 序列 Si =cics…ck 是 序列 4 和 序列 Bi 的 长 度 为 天 的 
最 长 公共 子 序列 。 

如 果 记 nn 为 序列 4 和 B, 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 ， 则 工 j 为 序列 4; 和 Bj 的 最 长 公 
共 子 序列 的 长 度 。 根 据 最 长 公共 子 序 列 的 性 质 ， 有 : 
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Too= 石 o=Zoj=0 l<i<n,l<j<m (GST 
2 | ai=b;,i>0,j>0 (652) 
Ed max{Lij,Lin} aiz#bj,i>0,7j>0 


由 此 , 把 对 最 长 公共 子 序列 的 搜索 分 为 n 个 阶段 。 第 1 阶段 , 按照 式 (6.5.1) 和 式 (6.5.2) ， 
计算 4 和 B; 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 工 ,(j=12,…,m)。 第 2 阶段, 按照 ;和 式 (6.5.2) ， 


计算 4, 和 8B, 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 工 ,(j=1,2,…,m) 。 依 此 类 推 ， 最 后 ， 在 第 n 阶段 ， 
按照 Lj 和 式 (6.5.2) ， 计 算 如 和 了 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 五 ,(7=12…,m) 。 于 是 ， 
在 第 n 阶段 的 L,， 便 是 序列 4, 和 B,, 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 。 

为 了 得 到 4, 和 B, 的 最 长 公共 子 序列 , 设置 一 个 二 维 的 状态 字数 组 s;;， 在 上 述 每 个 阶 
段 计算 五 ) 的 过 程 中 ， 根 据 公 共 子 序列 的 上 述 3 个 性 质 ， 按 如 下 方法 把 搜索 状态 登记 于 状 
态 字 sj 中 : 


sij=1 车 ai=b (C6:5.3) 
sij=2 车 ai#bj, 且 Lj>Lja (6.5.4) 
sij=3 车 ai#bj, 且 Liyj <Liji (6.5.5) 


设 柬 wm =k，Sk =cics…ck 是 序列 4 和 B, 的 长 度 为 的 最 长 公共 子 序列 。 最 长 公共 子 
序列 的 搜索 过 程 从 状态 字 s, ， 开始 。 搜 索 过 程 如 下 : 

若 s,m =1， 表 明 a,, = 如。 根据 最 长 公共 子 序列 的 性 质 (1) ，cx = a 是 子 序列 的 最 后 
一 个 字符 ， 且 前 一 个 字符 ci_ 是 序列 4 和 Bi 的 长 度 为 上 -1 的 最 长 公共 子 序列 的 最 后 一 
个 字符 ， 下 一 个 搜索 方向 是 sw lw。 

若 s, m=2，, 表明 an # 加 ， 且 万:nm>Zmwi。 由 性 质 (2)，an 了 ck， 序列 Sk =cicz …cek 
是 序列 4,_1 和 序列 互 的 长 度 为 大 的 最 长 公共 子 序列 ， 下 一 个 搜索 方向 是 sn 1 。 

若 s,m =3， 表明 a 关 b,， 且 Lim <Lnmi4。 由 性 质 (3)，b, 关 ck， 序列 Si =cicz …ck 
是 序列 4;, 和 序列 B,, 的 长 度 为 的 最 长 公共 子 序列 ， 下 一 个 搜索 方向 是 5, 1 。 

由 此 ， 可 以 得 到 下 面 的 递 推 关系 : 


若 sy=l 则 crsais i=i-l1, j=j-1, tk-1 (6.5.6) 
车 sjy=2 则 i=i-1 (6.5.7) 
车 sy=3 则 j=j-1 (6.5.8) 


从 i=n，j=m 开 始 搜 索 ， 直 到 i=0 或 j=0 结 束 ， 即 可 得 到 4, 和 B, 的 最 长 公共 子 序列 。 
于 是 ， 可 用 下 面 的 步骤 来 实现 最 长 公共 子 序列 的 搜索 : 
(1) 初始 化 ， 对 满足 1<i<n,，0<j<m 的 i 和 j, 令 Lio=0，Loj=0。 
(2) 令 i=1。 
(3) 对 满足 1<j<m 的 j， 按 式 (6.5.2) ~ 式 (6.5.5) 计算 Lijy 和 5ij。 
(4) i=i+1， 车 i>n， 转 步骤 (5) ; 否则 ， 转 步骤 (3) 。 
(5) 令 i=n, j=m, k=Lime 
(6) 按 式 (6.5.6) 、 式 (6.5.7) 、 式 (6.5.8) 处 理 。 
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(7) 若 i=0，, 或 ]=0， 算法 结束 ，L, ;为 公共 子 序 列 的 长 度 ，c, c,, …, cx 为 公共 子 
序列 ， 否 则 ， 转 步骤 (6) 。 
例 6.5 求 4=xyxzyxryzzy，B=xzyzxryzxryzxy 的 最 长 公共 子 序列 。 
解 两 个 (n+1)x(m+1) 的 表 ， 来 分 别 存放 搜索 过 程 中 所 得 到 的 子 序列 的 长 度 L; ; 和 
状态 sj。 首先 ,把 五 ) 表 的 第 0 行 和 第 0 列 初始 化 为 0。 然后 , 根据 式 (6.5.2) ~ 式 (6.5.5) 
运行 计算 五 7 和 sj。 五 /和 sa 的 计算 结果 如 图 6.5 和 图 6.6 所 示 。 
由 图 6.5 可 以 看 到 ， 最 长 公共 子 序列 的 长 度 为 8。 图 6.6 表示 用 状态 字 s; 搜索 公共 子 
序列 的 过 程 。 从 sw 开始， 按照 式 (6.5.6) ~ 式 (6.5.8) 进行 搜索 ， 例 线 所 在 行 ; (或 列 j)， 
表示 序列 4 中 第 i 个 字符 (或 序列 B 中 第 j 个 字符 ) 是 公共 子 序列 中 的 字符 。 因此， 公共 子 
序列 是 ma2a3sa4asa7zasaio = Dibsbsbybsbobiobiy =XyXZXYZY 。 


一 一 一 一 一 一 一 一 
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6.5.2 ”最 长 公共 子 序列 算法 的 实现 


首先 ， 定 义 算法 所 需要 的 数据 结构 。 下 面 的 数据 用 于 算法 的 输入 和 输出 : 


char A[n+1],B[m+1]; /* 序列 A 和 B */ 

char Cl[n+1]; /* 序列 A 和 B 的 公共 子 序列 */ 
下 面 的 数据 用 于 算法 的 工作 单元 : 

int L[n+1] (m+1]; /* 搜索 过 程 中 的 子 序列 长 度 */ 
int s[n+1] [m+1]; /* 搜索 过 程 中 的 子 序列 状态 */ 


为 简便 起 见 ， 字 符 序列 及 其 公共 子 序列 均 从 下 标 为 1 的 数组 元 素 开 始 存 放 。 下 
长 公共 子 序列 算法 的 描述 。 

算法 6.4 求 最 长 公共 子 序列 算法 

输入 : 字符 序列 A[] 和 B[] ,序列 A 的 长 度 n, 序 列 B 的 长 度 m 

输出 :最 长 公共 子 序列 c[] 及 其 长 度 len 


1. int lcs(char Al[],char Bl[],char Cl[],int n,int m) 

Fe | 

六 int i,j,k,1en; /* 分 配 工作 空间 */ 
4 int (*L) [m+1] = new int[n+l] [m+1]; 

3 int (*s) [m+1] = new int[n+l] [m+1]; 

6 for (i=0;i<=n;i++) /* 初始 化 第 0 列 */ 
时 L[i][0] = 0; 

8 for (i=0;i<=m;i++) /* 初始 化 第 0 行 */ 
3 L[0] [i] = 0; 

0 for (i=1l;i<=n;i++) { /* 计算 长 度 及 状态 字 */ 
了 二 for (j=1;j<=m;j++) { 

lss if (A[i]==B[j]) { 

x BLA = LL-=1] (=1] + 1 

14. stilrl = 1 

155 } 

6 else if (L[i-1][j]>=L[i][j-1]) { 

17. L[i][j] = L[i-1] [ji]; 

18. s[i][j] = 2; 

19. } 

20 else { 

21. L[i][j] = L[i][j-1]; 

Ss s[i][j] = 3; 

23% } 

24. 站 
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25。 } 

26. i=n; j=m k= len= L[i][j]; 

27。 while ((i!=0)s&(!=0)) { /* 搜索 最 长 公共 子 序列 字符 */ 
28. switch (s[i][j]) { 

29. case 1: C[k] = A[i]; k--; 

30. ed 

3 case 2: i--; break; 

3 case 3: j--; break; 

33。 } 

34. } 

Bs delete L; delete s; /* 释放 工作 空间 */ 

36. return len; /* 返回 最 长 公共 子 序列 长 度 */ 
ky A 


第 3~5 行为 算法 分 配 工作 空间 ; 第 6-9 行 把 五 ) 的 第 0 行 第 0 列 初始 化 为 0; 第 10~25 
行 分 3 种 情况 分 别 计算 和 sj; 第 26-34 行 从 最 后 的 sww 开始 ， 按 照 s; 所 登记 的 3 种 
状态 ， 向 前 搜索 最 长 公共 子 序列 中 的 字符 。 

算法 的 第 6~7 行 花费 @(n ) 时 间 ; 第 8、9 行 花费 B@(m ) 时 间 ; 第 10-25 行 花 费 @(nm) 
时 间 ; 第 26~34 行 花费 O(n+m) 时 间 ; 所 以 ， 算 法 的 时 间 复杂 性 是 @(nm)。 此 外 ， 从 第 
3~5 行 可 以 看 到 ， 算 法 的 空间 复杂 性 是 @(nm) 。 


6.6 0/1 背包 问题 


给 定 一 个 载重 量 为 M 的 背包 及 n 个 重量 为 w;、 价 值 为 pj 的 物体 ，1< i<n， 要 求 把 物 
体 装 入 背包 ， 使 背包 内 的 物体 价值 最 大 ， 把 这 类 问题 称 为 背包 问题 。 在 5.2 节 曾 讨论 了 物 
体 可 以 分 割 的 背包 问题 ， 本 节 将 讨论 物体 不 可 分 割 的 背包 问题 ， 通 常 称 物体 不 可 分 割 的 背 
包 问 题 为 0/1 背包 问题 。 


6.6.1 0/1 背包 问题 的 求解 过 程 


在 0/1 背包 问题 中 ， 物 体 或 者 被 装 入 背包 ， 或 者 不 被 装 入 背包 ， 只 有 两 种 选择 。 假 设 ; 
x 表示 物体 i 被 装 入 背包 的 情况 ，x; =0,1。 当 =0 时 ， 表 示 物 体 没 被 装 入 背包 ; 当 =1 
时 ， 表 示 物 体 被 装 入 背包 。 根 据 问题 的 要 求 ， 有 下 面 的 约束 方程 和 目标 函数 : 
wx <M pp= i 
二 


i=1 


于 是 ， 问 题 归 结 为 寻找 一 个 满足 上 述 约束 方程 并 使 目标 函数 达到 最 大 的 解 向 量 
并 坝 芍 3 
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这 个 问题 也 可 以 用 动态 规划 的 分 阶段 决策 方法 ， 来 确定 把 哪 一 个 物体 装 入 背包 的 最 优 
决策 。 假 定 背包 的 载重 量 范围 为 0~m 。 类 似 于 资源 分 配 那样 ， 令 optp;(j) 表示 在 前 i 个 物 
体 中 ， 能 够 装 入 载重 量 为 j 的 背包 中 的 物体 的 最 大 价值 ，j=1,2,…,m 。 显 然 ， 此 时 在 前 i 
个 物体 中 ， 有 些 物体 可 以 装 入 背包 ， 有 些 物 体 不 能 装 入 背包 。 于 是 ， 可 以 得 到 下 面 的 动态 
规划 函数 : 


optpi(0)=optpo(j)=0 (6.6.1) 
optpi(7) J<wW 

i = 2 (6.6.2) 
wD | max{optpi 1(7),oplpi (J —w)+pi} Jj>w 


式 (6.6.1) 表明 : 把 前 面 i 个 物体 装 入 载重 量 为 0 的 背包 ， 或 者 把 0 个 物体 装 入 载重 
量 为 j 的 背包 ， 得 到 的 价值 都 为 0。 式 (6.6.2) 的 第 1 式 表明 : 如 果 第 i 个 物体 的 重量 大 于 
背包 的 载重 量 , 则 装 入 前 面 i 个 物体 得 到 的 最 大 价值 , 与 装 入 前 面 i-1 个 物体 得 到 的 最 大 价 
值 一 样 〈 第 ;个 物体 没有 装 入 背包 ) 。 第 2 式 中 的 optpi_ 1(] 一 wi)+ pi 表明: 当 第 i 个 物体 的 
重量 小 于 背包 的 载重 量 时 ,如 果 把 第 i 个 物体 装 入 载重 量 为 ;的 背包 , 则 背包 中 物体 的 价值 
等 于 把 前 面 i-1 个 物体 装 入 载重 量 为 jw 的 背包 所 得 到 的 价值 加 上 第 i 个 物体 的 价值 p; 。 
如 果 第 i 个 物体 没有 装 入 背包 , 则 背包 中 物体 的 价值 就 等 于 把 前 面 i-1 个 物体 装 入 载重 量 为 
j 的 背包 所 取得 的 价值 。 显 然 ， 这 两 种 装 入 方法 在 背包 中 所 取得 的 价值 不 一 定 相 同 。 因 此 ， 
取 这 二 者 中 之 最 大 者 ， 作 为 把 前 面 i 个 物体 装 入 载重 量 为 j 的 背包 所 取得 的 最 优 价 值 。 

按 下 述 方法 来 划分 阶段 : 第 1 阶段 ， 只 装 入 一 个 物体 ， 确 定 在 各 种 不 同 载重 量 的 背包 
下 能 够 得 到 的 最 大 价值 ， 第 2 阶段 ， 装 入 前 两 个 物体 ， 按 照 式 (6.6.2) 确定 在 各 种 不 同 载 
重量 的 背包 下 能 够 得 到 的 最 大 价值 ， 依 此 类 推 ， 直 到 第 个 阶段 。 最 后 ，optp,(m) 便 是 在 
载重 量 为 m 的 背包 下 ， 装 入 nn 个 物体 时 能 够 取得 的 最 大 价值 。 

为 了 确定 装 入 背包 的 具体 物体 ， 从 optp,(m) 的 值 向 前 倒 推 。 如 果 opip,(m) 大 于 
optpni(m)， 表 明 第 n 个 物体 被 装 入 背包 ， 则 下 一 步 须 确定 把 前 -1 个 物体 装 入 载重 量 为 
m 一 w 的 背包 中 ; 如 果 optp,(m) 小 于 或 等 于 optp,1(m) ， 表 明 第 n 个 物体 未 装 入 背包 ， 则 
下 一 步 须 确定 把 前 mn-1 个 物体 装 入 载重 量 为 m 的 背包 中 ; 依 此 类 推 ， 直 到 确定 第 一 个 物体 
是 否 被 装 入 背包 为 止 。 由 此 ， 得 到 下 面 的 递 推 关 系 式 : 

若 optpi(j)<optpi1(j) 则 xi=0 (6.6.3) 
若 optpi;(J)>optpi1(]) 则 xi=1, j=j—w (6.6.4) 
按照 上 述 关 系 式 ， 从 optp,(m) 的 值 向 前 倒 推 ， 就 可 确定 装 入 背包 的 具体 物体 。 

因此 ， 可 以 按 下 面 的 步 又 来 求解 0/1 背包 问题 : 

(1) 初始 化 ， 对 满足 0<i<n，0<j<m 的 i 和 j，, 令 optp;(0)=0，optpo(j)=0。 

人 全 和 放 了 束 

(3) 对 满足 1<j<m 的 jy， 按 式 (6.6.2) 计算 optpi(7) 。 

(4) i=i+1， 若 i>n， 转 步骤 (5) ; 否则 ， 转 步骤 (3) 。 

(5) 令 i=n, j=m。 

(6) 按 式 (6.6.3) 、 式 (6.6.4) 求 向 量 的 第 i 个 分 量 x;。 

(7) i=i-1， 若 i>0， 转 步骤 (6) ; 否则 ， 算 法 结束 。 


a 
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个 物体 ， 其 重量 分 别 为 2,2,6.5,4， 价 值 分 别 为 6.3.5.4.6， 背 包 的 载重 量 为 


10， 求 装 入 背包 的 物体 及 其 总 价值 。 


用 一 个 (n+1)x(m+1) 的 表 ， 来 存放 把 前 面 ; 个 物体 装 入 载重 量 为 了 的 背包 时 ， 所 能 取 


得 的 最 大 价值 。 按 照 式 (6.6.1)， 把 表 的 第 0 行 和 第 0 列 初 始 化 为 0， 然后 根据 式 (6.6.2) ， 
一 行 一 行 地 计算 optp;(j) ， 其 计算 结果 如 图 6.7 所 示 。 


int w[n 
Type pln 
int m; 


BOOL x[n 
Type 生 


图 6.7 5 个 物体 的 0/1 背包 问题 的 例子 
从 图 中 可 以 看 到 , 装 入 背包 的 物体 的 最 大 价值 为 15, 装 入 背包 的 物体 为 x={1,1,0,0,1} 。 


6.6.2 ”0/1 背包 问题 的 实现 


首先 ， 定 义 算法 所 需要 的 数据 结构 。 下 面 的 数据 用 于 算法 的 输入 和 输出 : 


]; /* n 个 物体 的 重量 */ 
]; /* 个 物体 的 价值 */ 
/* 背包 的 载重 量 */ 
is /* 装 入 背包 的 物体 , 元素 为 TRUE 时 ,对 应 物体 被 装 入 */ 


/* 装 入 背包 中 物体 的 最 大 价值 */ 


下 面 的 数据 用 于 算法 的 工作 单元 : 

Type optp[n+1] [m+1]; /* 并 个 物体 装 入 载重 量 为 j 的 背包 中 的 最 大 价值 */ 
于 是 ， 动 态 规 划 方 法 求解 0/1 背包 问题 的 算法 可 描述 如 下 : 

算法 6.5 0/1 背包 问题 的 动态 规划 算法 


输入 : 物体 的 


EE 量 w[] 和 价值 p[] ,物体 的 个 数 n, 背包 的 载重 量 m 


输出 ， 装 入 背包 的 物体 zx[] ,背包 中 物体 的 最 大 价值 v 


1. template <class Type> 

2. Type knapsack dynamic(int wl[],Type pl[],int n,int m,BOOL x[]) 

3. { 

4. int 4, 

5 Type vV, (*optp) [m+1] = new Type[n+1] [m+1];  /* 分 配 工 作 单元 */ 
6 for (i=0;i<=n;i++) { /* 初始 化 第 0 列 */ 
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optp[i][0] = ZERO VALUE OF TYPE; 


RI = DB: /* 解 向 量 初始 化 为 FALSE */ 
} 
for (i=0;i<=m;i++) /* 初始 化 第 0 行 */ 
optp[0] [i] = ZERO VALUE OF TYPE; 
for (i=1;i<=n;i++) { /* 计算 optp[i][j] */ 


for (j=1;j<=m;j++) { 
optp[il[j] = optp[i-1] [j]; 
if ((j>=w[il)g&g& (optp[i-1,j-w[il]+p[i]>optp[i-1] [j])) 
optp[il[]] = optp[i-1,j-w[il]]+p[i]; 


} 
j=m; /* 递 推 装 入 背包 的 物体 */ 
for (i=n;i>0;i--) { 
if (optp[i][j]>optp[i-1][j]) { 
x[i] = TRUE; j=j -wl[il; 


} 

Vv = optp[n] [m]; 

delete optp; /* 释放 工作 单元 */ 
return v; /* 返回 最 大 价值 */ 


算法 的 第 6~11 行 把 表 optp;(j) 的 第 0 行 和 第 0 列 初始 化 为 Type 数据 类 型 的 0 值 ， 把 


向 量 x 的 所 有 元 素 初 始 化 为 FALSE ; 第 12~18 行 按 式 (6.6.2) 计算 optp;(j); 第 19~24 行 
从 optp,(m) 向 前 递 推 ， 求 出 装 入 背包 的 物体 。 


从 第 4-5 行 可 以 看 到 ， 算 法 所 需要 的 空间 是 O(nm) ; 第 6~9 行 花费 B@(n ) 时 间 ; 第 


10、11 行 花费 @(m ) 时 间 ; 第 12~18 行 花费 B@(nm) 时 间 ; 第 19~24 行 花费 @(n ) 时 间 。 
所 以 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 是 @(nm)。 


6.7 RNA 最 大 碱 基 对 匹配 问题 


核糖 核酸 (RNA) 是 由 碱 基 腺 嗓 叭 (4) 、 鸟 味 叭 (G) 、 胞 喀 啶 〈C) 和 尿 喀 啶 〈ID) 


构成 的 一 种 单 链 结构 。 在 构成 RNA 的 一 串 碱 基 4、G、C、U 序 列 中 ，4 和 也 可 以 配 成 一 
个 碱 基 对 ，C 和 G 可 以 配 成 一 个 碱 基 对 。 碱 基 对 可 以 提高 结构 的 稳定 性 ， 而 未 配对 的 碱 
将 降低 结构 的 稳定 性 。 因 此 ,一 个 单 链 的 RNA 碱 基 序列 可 以 将 自身 折 双 过 来 , 使 链 上 的 碱 
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基 互 相配 对 ， 形 成 尽 可 能 多 的 碱 基 对 ， 以 提高 结构 的 稳定 性 。 把 碱 基 4、G、C、 忆 序列 称 
为 RNA 的 基本 结构 ， 而 把 互相 配对 的 碱 基 对 序列 称 为 RNA 的 二 级 结构 。 例 如 ， 图 6.8 表 
示 一 个 RNA 的 二 级 结构 。 图 中 ， 粗 线 把 相 邻 的 碱 基 连 接 起 来 形成 一 个 单 链 的 RNA 结构 ， 
而 虚线 表示 匹配 的 碱 基 对 。 在 一 个 RNA 的 基本 结构 中 寻找 配对 最 多 的 碱 基 对 称 为 RNA 最 
大 碱 基 对 匹配 问题 。 


图 6.8 RNA 二 级 结构 


6.7.1 RNA 最 大 碱 基 对 匹配 的 搜索 过 程 


如 果 把 单 螺 旋 链 的 RNA 看 成 是 字母 表 {4, C, G, U} 上 的 ”个 碱 基 符号 序列 ， 令 
B=bob1…bn 1 是 一 个 单 螺 旋 链 的 RNA 分 子 (其 中 ，b; e{4,C, G,U}, 0<i<n-1)， 
用 整数 对 (i, 7 表示 B 上 的 碱 基 b; 和 bj 构成 的 碱 基 对 ， 则 可 把 8 上 的 二 级 结构 看 成 是 碱 
基 对 集合 S={(i, 站 |i,je{0,1…,n 一 1}^j>i}。 它 必须 满足 下 面 4 个 条 件 : 

(1) S$ 中 的 任何 一 对 整数 对 (i, j) 表 示 B 上 的 一 个 碱 基 对 ， 它 们 必须 是 {4, U}、 
I GD Gs 

(2) 5 是 一 个 匹配 。 如 果 整 数 对 (i, j) 是 5 中 的 一 对 碱 基 对 ， 则 i 和 都 不 会 出 现在 5 
的 另外 的 碱 基 对 中 。 

(3) RNA 链 的 折合 相对 圆滑 ， 每 个 碱 基 对 两 端 至 少 隔 开 4 个 以 上 其 他 碱 基 。 因 此 ， 
如 果 (i, j)eS， 则 有 Jj-i>4。 

(4) 碱 基 对 不 会 互相 交叉 。 如 果 (i, j) 和 (k,7) 是 S 中 的 两 个 碱 基 对 ， 不 会 出 现 
i<k<j<l。 

6.9 表示 一 个 RNA 二 级 结构 的 配对 情况 。 图 6.9 (a) 表示 一 个 折 二 的 RNA, 图 6.9 (b) 
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是 它 的 展开 形式 。 图 中 说 明了 RNA 二 级 结构 必须 满足 的 4 个 条 件 。 


(a) (b) 
图 6.9 折 秋 的 RNA 链 及 其 展开 形式 


令 Loni 为 RNA 序列 B=bob,…b, 中 最 大 的 碱 基 对 个 数 ， 则 工 ; ) 为 子 序列 b;…5j 中 的 
最 大 碱 基 对 个 数 。 根 据 条 件 (3) ， 有 : 
L 
而 当 j-i>4 时 ， 有 下 面 两 种 可 能 : 
(1) 在 子 序列 b…b; 中 ，5bj 不 与 任何 一 个 碱 基 配 对 ， 如 图 6.10 (a) 所 示 ， 则 有 : 
Ey (6.7.2) 
(2) 在 子 序列 b;…bj 中 存在 着 :，i<1<j-4， 即 b;…b.…bj; ，b)j 与 b4 构 成 碱 基 对 ， 如 
图 6.10 (b) 所 示 ， 这 时 有 : 


0 Jj-i<4 (6.7.1) 


一 


Lij= max (1+Lrit TD (6.7.3) 
i<t<j-4 l 
: Tl j 
(a) 
i | 半生 :二 
(b) 


图 6.10 子 序列 b-…b, 中 5b, 的 配对 情况 
综合 上 述 两 种 情况 ， 有 : 
Lij;=max(Liji, max (1+Lir1t+ Lj1)) (6.7.4) 
i<t<j-4 
此 ， 对 RNA 序列 B=bob,…b, 1 中 最 大 的 碱 基 对 个 数 进行 搜索 时 ， 首 先 对 所 有 的 i 
(i=0,14…, mn-1) 和 满足 j< i+4 的 j，, 按 式 (6.7.1) 使 万 ) =0。 然 后 , 把 搜索 划分 为 -5 
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个 阶段 。 第 1 阶段 ， 令 RNA 子 序列 只 有 6 个 碱 基 , 对 i=0,1 …, n-6，j=i+5 的 所 有 的 i 
和 j 按 式 (6.7.4) 确定 子 序列 b-…bj 的 最 大 碱 基 对 个 数 。 第 2 阶段 ， 令 RNA 子 序列 有 7 
个 碱 基 ， 对 i=0,1 …, n-7，j=i+6 的 所 有 的 i 和 .jj， 利 用 前 一 阶段 的 结果 ， 按 式 (6.7.4) 
确定 子 序列 b;-…5b); 的 最 大 碱 基 对 个 数 。 依 此 类 推 ， 最 后 ，i=0，j=n-1， 利 用 前 面 的 结 
果 ， 按 式 (6.7.4) 确定 序列 bo-…b,_ 的 最 大 碱 基 对 个 数 ， 从 而 得 到 最 终结 果 。 

为 了 得 到 序列 加 …z .4 的 碱 基 对 集合 S={i, 六 ， 设 置 一 个 二 维 的 状态 字数 组 st;; ， 在 
上 述 确定 工 ; 过 程 中 ， 按 如 下 方法 ， 把 搜索 状态 登记 于 状态 字 st; 中 : 


stij =-1 若 A 《让 和 
stijy = 车 万 7 = ,max, (1+ Tint Lm) (6.7.6) 


式 (6.7.5) 表明 序列 b; …bj 的 最 大 碱 基 对 数目 取决 于 序列 b;…bj 的 最 大 碱 基 对 数目 ， 
因此 可 把 对 b…b) 的 搜索 转换 为 对 b;…2j 的 搜索 。 

式 (6.7.6) 表明 序列 b;…6j 的 最 大 碱 基 对 数目 除了 包含 (1 j) 一 个 碱 基 对 外 ， 还 包含 
子 序列 b;…bi 1 和 bi …bj_ 的 最 大 碱 基 对 数目 之 和 。 因 此 ， 对 b;…bj 的 搜索 被 分 割 成 对 子 
序列 b…bi 和 bm-…bj 的 搜索 。 

为 此 ， 设 置 一 个 堆栈 来 存放 子 序列 的 起 点 和 终点 。 开 始 时 ， 堆 栈 中 只 有 一 个 序列 的 起 
点 0 和 终点 mn-1 的 信息 ;以 后 ， 随 着 搜索 的 进行 ， 堆 栈 中 的 子 序列 信息 相应 增加 和 减少 ; 
最 后 ， 堆 栈 中 的 子 序列 信息 全 被 处 理 完毕 。 

于 是 ， 可 用 下 面 的 步骤 来 实现 序列 b。…b,,_ 的 最 大 碱 基 对 的 搜索 : 

(1) 初始 化 : 对 所 有 的 i 和 j,0<i<n-1,0<j<n-1, 置 Lj =0, stij=-l1。 令 k=5。 

(2) 令 序 列 起 点 i=0 。 

(3) 令 序 列 终点 j=i+tk。 

(4) 按 式 (6.7.4) ~ 式 (6.7.6) 确定 ZL ;和 st j 之 值 。 

(5) 序列 起 点 i=i+1， 若 i<n-k， 转 步骤 (3) ; 否则 ， 转 步骤 (6) 。 

(6) k=k+1, 若 k<n--1, 转 步 又 (2) ; 否则 Lo, 即 为 原始 序列 的 最 大 碱 基 对 个 数 ， 
转 步 骤 (7) ， 确 定 碱 基 对 集合 。 

(7) 令 碱 基 对 集合 s =p， 序 列 堆栈 指针 sp =0， 序 列 起 点 0、 终 点 mn-1 压 入 序列 栈 。 

(8) 若 序 列 堆栈 指针 sp> 0， 转 步骤 (9) ; 否则 ， 算 法 结束 。 

(9) 从 序列 栈 弹 出 序列 起 点 于 i， 终 点 于 j，sp=sp-1。 

(10) 若 Lj; =0， 转 步骤 (8) ; 否则 ， 转 步骤 (11) 。 

(11) 若 si;j ==-1， 则 j=j-1， 转 步骤 (10〉; 否则 ， 转 步骤 (12) 。 

(12) 若 stj -1-i<4， 转 步 台 (13) ; 否则 序列 起 点 i 、 终 点 stij -1 压 入 序列 栈 ， 
sp=sp+1， 转 步骤 (13) 。 

(13) 碱 基 对 集合 s=s U {sfj, 站 ，i=stij +1，j=J-1， 转 步骤 (10) 。 

例 6.7 对 图 6.9 所 示 的 RNA 序列 4C4UG4UGGCC4UGU ， 按 式 (6.7.4) ~ 式 (6.7.6) 
确定 的 Li;， 如 图 6.11 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 ， Zou =5 即 为 该 序列 的 最 大 碱 基 对 个 数 。 
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最 大 碱 基 对 个 数 的 例子 


也 


图 6.11 确定 


有 


A 序 


6.7.2 RNA 最 大 碱 基 对 匹配 算法 的 实现 


下 面 是 算法 所 用 到 的 数据 结构 和 变量 : 


char B[n]; /* RNA 序列 的 碱 基 符 号 */ 

int L[n] [n] /* 最 大 匹配 表 , 登记 各 种 子 序列 最 大 碱 基 对 个 数 */ 
int st[n] [n]; /* 状态 表 , 登记 子 序列 的 搜索 状态 */ 

int s[n] [2]; /* RNA 序列 的 碱 基 对 集合 */ 

int stack[n/2] [2]; /* 存放 子 序列 起 点 和 终点 的 堆栈 */ 

int sp; /* 子 序 列 堆栈 的 栈 顶 指针 */ 

int I /* 子 序列 起 点 | */ 

int 法 /* 子 序列 终点 序号 */ 


于 是 ，RNA 最 大 碱 基 对 匹配 算法 可 描述 如 下 : 


算法 6.6 RNA 最 大 碱 基 对 匹配 算法 
输入 : RNA 序列 的 碱 基 符 号 B[] , 符号 个 数 n 
输出 ;最 大 碱 基 对 个 数 , 碱 基 对 集合 s[] [] 
int basepair match(char B[],int s[][],int n) 
{ 
int i,j,t,k,sp,1en,lenl,temp; 
int stack[n/2] [2]; 
int L[n] [n],st[n] [n]; 
for (i=0;i<n;i++) 
for (j=0;j<n;j++) { /* 初始 化 */ 
L[i][j] = 0; st[i][j] = -1; 
} 
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for (k=5;k<=n-1,Kk++) { 
for (i=0;i<n-k;i++) { 
j=i+k; len = 0; temp = i; 
for (t=i;t<j-4;t++) { /* 在 i~j 中 搜索 与 了 匹配 的 七 */ 
if ((BIt]==R)&&s(BI]== "7)11 

(BI[t]=='0") && (B[j]=='A') ll| 
(BI[t]=='C'") && (B[j]=='G'") || 
(B[t]=='G'") &&(B[j]=='C')) { 
if (i==t) lenl = 1 + L[i+1] [j-1]; 
else lenl = 1 + L[i][t-1] + LI[t+1] [j-1]; 


if (len<lenl) { /* 按 式 (6.7.3) 确定 最 大 匹配 个 数 */ 
len = lenl; temp 一 七 > 
} 
} 
if (L[i][j-1]>=len) /* 按 式 (6.7.4) 综合 最 大 匹配 个 数 */ 
L[i][j] = L[il[j-1]; /* st [i] [j] 维 持 初始 值 -1 未 变 */ 
else { 
L[i][j] = len; 
st[i][j] = temp; /* st[i] [j] 设 置 为 t 值 */ 
} 
} 
} 
sp = 0; k= 0; /* 检索 匹配 的 碱 基 对 */ 
stack[0] [0] = 0; stack[0] [1] =n-1; 
while(sp>=0) { 
i = stack[sp] [0]; j = stack[sp] [1]; sp=sp-1; 


while (L[i][j]>0) { 
二 
else { 
s[kl[0] = st[i][j]; /* SSUT(Erj)y */ 
s[k++] [1] = j; 
if (st[i][j]-1-i>4) { /* 序列 被 分 割 为 两 个 子 序列 */ 
sp = sp + 17 /* 第 1 个子 序列 信息 压 入 序列 栈 */ 
stack[sp] [0] 
stack[sp] [1] 


让 
st[il[]] - 1; 


ll 


ll 


st[i][j] + 1; /* 形成 第 2 个 子 序列 起 点 和 终点 */ 
Y= /* 返回 循环 项 部 搜索 第 2 个 子 序 列 */ 


Ph. 一 
I 


return LI[0] [n-1]; 
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算法 6.6 由 3 部 分 组 成 , 第 1 部 分 由 第 6~9 行 构成 ,初始 化 最 大 匹配 表 和 状态 表 ; 
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部 分 由 第 10~32 行 构成 ， 把 原始 序列 划分 为 各 种 长 度 的 子 序列 ， 每 种 长 度 的 子 序列 又 有 不 


同 的 起 点 i 和 终点 ]， 计 算 这 些 子 序列 的 最 大 碱 基 对 的 匹配 个 数 IL， 并 登记 在 最 大 


匹配 


表 中 , 同时 把 子 序列 在 最 大 匹配 个 数 时 的 状态 st 四 四 也 登记 在 状态 表 中 :第 3 部 分 由 第 33~51 


行 构成 ， 根 据 最 大 匹配 表 和 状态 表 搜 索 序列 中 匹配 的 碱 基 对 。 
算法 的 运行 时 间 估 算 如 下 : 第 1 部 分 初始 化 执行 一 个 二 重 循环 ， 需 O(n?) 时 间 ; 
部 分 确定 最 大 碱 基 对 的 匹配 个 数 ， 执 行 一 个 三 重 循环 ， 需 O(") 时 间 ， 第 3 部 分 搜索 
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的 碱 基 对 ， 虽 然 执行 的 是 一 个 二 重 循环 ， 循 环 体 的 执行 次 数 取 决 于 所 分 割 的 子 序列 个 数 ， 


但 所 有 子 序列 所 包含 的 元 素 之 和 不 会 超过 个， 因此 其 执行 时 间 为 O(n) 。 所 以 ， 算 法 
行 时 间 为 O(n’)。 


习题 


1. 用 递归 函数 设计 一 个 求解 货 朗 担 问题 的 动态 规划 算法 ， 并 估计 其 时 间 复 杂 性 。 


的 运 


2. 以 O(n?2”) 的 时 间 ， 用 循环 迁 代 的 方法 设计 一 个 求解 货 郎 担 问题 的 动态 规划 算法 ， 


并 估计 其 空间 复杂 性 。 
3. 用 动态 规划 方法 求 图 6.12 中 从 顶点 0 到 顶点 9 的 最 短路 径 。 


图 6.12 用 动态 规划 方法 求 从 项 点 0 到 顶点 9 的 最 短路 径 
4. 用 动态 规划 方法 求 图 6.13 中 从 项 点 0 到 顶点 6 的 最 长 路 径 和 最 短路 径 。 


5. 把 4 个 份额 的 资源 分 配给 3 项 工程 ， 给 定 利润 表 ， 如 表 6.3 所 示 ， 写 出 资源 的 最 优 


分 配方 案 的 求解 过 程 。 
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表 6.3 4 份 资 源 分 配给 3 项 工程 的 利润 表 


6. 有 字符 序列 4=xyzzyxzyxxyx， B=zyxxyy2yxy2y, 求 最 长 公共 子 序列 及 
其 长 度 的 求解 过 程 。 
7. 设备 更 新 的 有 关 数 据 如 表 6.4 所 示 ， 求 设备 最 优 更 新 策略 的 求解 过 程 。 


表 6.4 设备 更 新 数据 


6 |0 


0 1 
14 12 10 6115 15 14 14 13|17 17 16 1619 19 18 | 2120 


| ,E.R | i | 


24 24 25 25 25 |20 22 24 26 28|20 22 24 26120 22 24| 2122 | 


8. 有 6 个 物体 ， 其 重量 分 别 为 5,3,7,2,3,4， 价 值 分 别 为 3,6,5,4,3,4。 有 一 背包 ， 载 重量 
为 15， 物体 不 可 分 割 。 求 装 入 背包 的 物体 的 最 大 价值 ， 及 其 求解 过 程 。 
9. 有 5 个 物体 ， 其 重量 分 别 为 3,5,7,8,9， 价 值 分 别 为 4.6.7.9.10。 有 一 背包 ， 载 重量 为 
22， 物 体 不 可 分 割 。 求 装 入 背包 的 物体 的 最 大 价值 ， 及 其 求解 过 程 。 
10， 斐 波 那 契 序 列 的 递归 定义 如 下 : 
路 三 有 2 
f(n)= | 


fln-D)+/f(n-2) n>3 
设计 一 个 用 @(n) 时 间 和 @(1) 空间 的 算法 ， 计 算 f(n) 。 

11. 考虑 下 面 的 货币 兑付 问题 。 一 个 流通 系统 ， 具 有 面值 分 别 为 ww ,…,w 的 种 货 
币 ， 希 望 支付 y 值 的 金额 ， 使 得 所 支付 货币 的 张 数 最 少 。 也 即 满足 : 


并 且 使 min Dx 最小。 其中， 加 ,xy,…,x 是 非 负 整数 。 


i=1 
(1) 编写 一 个 动态 规划 算法 求解 这 个 问题 。 
(2) 所 编写 的 算法 ， 其 时 间 和 空间 复杂 性 是 多 少 ? 
12. 对 第 11 题 ， 给 定 w =1，v, =5，v3 =6，v4 =11，y=20， 求解 各 种 面额 的 货币 
所 支付 的 张 数 。 
13. 令 T={h,by,…,} 是 n 种 物体 的 集合 , 对 所 有 的 1<i<n，w; 和 wi 分 别 表示 物体 
的 重量 和 价值 。 背 包 的 载重 量 为 M 。 要 求 满足 : 
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并 使 max 了 xv 最 大 。 其 中 ， x ,x ,…,xn 是 非 负 整数 。 编 写 一 个 动态 规划 算法 ， 来 求解 这 


二 1 


个 问题 。 
参考 文献 


可 在 文献 [9]、[10]、[17]、[19] 中 看 到 动态 规划 的 设计 思想 的 描述 。 可 在 文献 [8]、[13]、 
[17]、[27] 中 看 到 用 动态 规划 求解 货 郎 担 问题 的 有 关内 容 。 可 在 文献 [和 ]、[8]、[13]、[17] 中 
看 到 多 段 图 的 动态 规划 算法 的 有 关内 容 。 资 源 分 配 的 动态 规划 算法 及 设备 更 新 问题 的 动态 
规划 算法 可 在 文献 [8]、[13] 中 看 到 。 最 长 公共 子 序列 问题 可 在 文献 [3]、[10]、[13]、[19] 中 
看 到 。0/1 背包 问题 的 动态 规划 算法 可 在 文献 3]、[17]、[19] 中 看 到 。RNA 最 大 碱 基 对 匹配 
问题 可 在 文献 [57]、[58] 中 看 到 。 
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在 实际 生活 中 ， 有 很 多 问题 没有 有 效 的 算法 。 例 如 ， 本 书 前 面 提 到 的 货 郎 担 问题 。 用 
一 般 方法 解 这 种 问题 ， 甚 至 对 于 中 等 大 小 的 实例 ， 所 需要 的 时 间 也 是 以 世纪 来 衡量 的 。 之 
所 以 这 样 ， 是 因为 它 要 在 所 有 可 能 的 状态 之 中 找 出 一 种 最 优 的 状态 。 这 迫使 人 们 寻求 男 一 
种 方法 : 丢弃 一 部 分 状态 ， 只 在 部 分 状态 之 中 去 寻求 问题 的 解 ， 从 而 降低 算法 的 时 间 复杂 
性 。 回 溯 法 、 随 机 算法 和 近似 算法 ， 就 是 基于 这 种 思路 的 。 


7.1 回溯 法 的 思想 方法 


回溯 法 和 分 支 限界 法 ， 是 基于 对 问题 实例 进行 自学 习 ， 有 组 织 地 检查 和 处 理 问题 实例 
的 解 空间 ,并 在 此 基础 上 对 解 空间 进行 归 约 和 修剪 的 一 种 方法 。 对 解 空间 很 大 的 一 类 问题 ， 
这 种 方法 特别 有 效 。 本 章 讨论 回溯 法 。 


7.1.1 问题 的 解 空 间 和 状态 空间 树 


无 论 是 货 郎 担 问题 , 还 是 背包 问题 , 都 有 这 样 一 个 共同 的 特点 , 即 所 求解 的 问题 都 有 
个 输入 ， 都 能 用 一 个 n 元 组 于 =(x,x3,…,x,) 来 表示 问题 的 解 。 其 中 ，x; 的 取 值 范围 为 某 
个 有 穷 集 8 。 例 如 ， 在 0/1 背包 问题 中 ，S = {0.1} ; 而 在 货 郎 担 问 题 中 ，S ={1,2,…,n}。 
一 般 , 把 站 = (ww,x,…,x,) 称 为 问题 的 解 向 量 ; 而 把 x; 的 所 有 可 能 取 值 范围 的 组 合 , 称 为 问 
题 的 解 空间 。 例 如 ， 当 n=3 时 ，0/1 背包 问题 的 解 空间 是 : 

{(0,0,0),(0,0,1).(0.1,0).(0.1,1),(1,0,0).(1,0,1),(1,1,0).(1.1,1D)} 
它 有 8 种 可 能 的 解 。 当 输入 规模 为 x 时 ， 它 有 2” 种 可 能 的 解 。 而 在 当 ”= 3 时 的 货 郎 担 问题 
中 ，x; 的 取 值 范围 $={1,2,3} 。 于 是 ， 在 这 种 情况 下 ， 货 郎 担 问题 的 解 空间 是 : 
{(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(1,2,2).(1,2,3),.…,(3.3,1),(3,3,2),(3,3,3)} 

它 有 27 种 可 能 的 解 。 当 输入 规模 为 x 时 ， 它 有 n" 种 可 能 的 解 。 考 虑 到 货 郎 担 问 题 的 解 向 
量 秆 =(xi,x,…, 训 ) 中， 必须 满足 约束 方程 x; x; ， 因 此 可 以 把 货 郎 担 问题 的 解 空间 压 


{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)} 
它 有 6 种 可 能 的 解 。 当 输入 规模 为 n 时 ， 它 有 n! 种 可 能 的 解 。 
可 以 用 树 的 表示 形式 ， 把 问题 的 解 空间 表达 出 来 。 在 这 种 情况 下 ， 当 n=4 时 ， 货 郎 担 
问题 解 空 间 的 树 表示 形式 如 图 7.1 所 示 。 树 中 从 第 0 层 结 点 到 第 1 层 结 点 路 径 上 所 标记 的 
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数字 , 表示 变量 x 可 能 的 取 值 ; 类 似 地 , 从 第 i 层 结 点 到 第 i+1 层 结 点 路 径 上 所 标记 的 数字 ， 
表示 变量 xs 可 能 的 取 值 。 从 图 中 看 到 ，x 可 能 的 取 值 范围 为 1,2, 3,4。 当 x 取 值 为 1 时， 
xz 可 能 的 取 值 范围 为 2, 3, 4。 而 当 x 取 1，x, 取 2 时 ,x 的 取 值 范 围 为 3,4。 当 wy 取 1, x， 
取 2，x3 取 3 时，x4 只 能 取 4。 由 此 ， 图 7.1 表示 了 在 各 种 情况 下 变量 可 能 的 取 值 状态 。 
由 根 结 点 到 叶子 结 点 路 径 上 的 标号 ， 构 成 了 问题 一 个 可 能 的 解 。 有 时 ， 把 这 种 树 称 为 状态 
空间 树 。0/1 背包 问题 的 状态 空间 树 如 图 7.2 所 示 。 


图 72 n=4 时 背包 问题 的 状态 空间 树 


7.1.2 ”状态 空间 树 的 动态 搜索 


问题 的 解 只 是 整个 解 空间 中 的 一 个 子 集 ， 子 集中 的 解 必须 满足 事先 给 定 的 某 些 约束 条 
件 ， 把 满足 约束 条 件 的 解 称 为 问题 的 可 行 解 。 可 行 解 可 能 不 止 一 个 ， 因 此 对 需要 寻找 最 优 
解 的 问题 ， 还 需 事先 给 出 一 个 目标 函数 ， 使 目标 函数 取 极 值 〈 极 大 或 极 小 ) 的 可 行 解 称 为 
最 优 解 。 有 些 问题 需要 寻找 最 优 解 。 例 如 在 货 郎 担 问 题 中 ， 如 果 其 状态 空间 树 未 经 压缩 就 
有 nu" 种 可 能 解 ， 把 不 满足 约束 条 件 的 解 删 去 之 后 ， 剩 下 n! 种 可 能 解 ， 这 些 解 都 是 可 行 的 ， 
但 是 ， 其 中 只 有 一 个 或 几 个 解 是 最 优 解 。 在 背包 问题 中 ， 有 2" 种 可 能 解 ， 其 中 有 些 是 可 行 
解 ， 有 些 不 是 可 行 解 ， 在 可 行 解 中 ， 也 只 有 一 个 或 几 个 是 最 优 解 。 有些 问题 不 需要 寻找 最 
优 解 ， 例 如 后 面 将 要 提 到 的 八 皇后 问题 和 图 的 着 色 问 题 ， 只 要 找 出 满足 约束 条 件 的 可 行 解 
即 可 。 

穷 举 法 是 对 整个 状态 空间 树 中 的 所 有 可 能 解 进行 穷 举 搜索 的 一 种 方法 。 但 是 ， 只 有 满 
足 约束 条 件 的 解 才 是 可 行 解 ， 只 有 满足 目标 函数 的 解 才 是 最 优 解 。 这 就 有 可 能 使 需要 搜索 
的 空间 大 为 压缩 。 于 是 ， 可 以 从 根 结 点 出 发 ， 沿 着 它 的 儿子 结 点 向 下 搜索 。 如 果 它 和 儿子 
结 点 的 边 所 标记 的 分 量 x; 满 足 约 束 条 件 和 目标 函数 的 界 , 就 把 分 量 x; 加 入 到 它 的 部 分 解 中 ， 
并 继续 向 下 搜索 以 儿子 结 点 作为 根 结 点 的 子 树 ， 如 果 它 和 儿子 结 点 的 边 所 标记 的 分 量 x; 不 
满足 约束 条 件 或 目标 函数 的 界 ， 就 结束 对 以 儿子 结 点 作为 根 结 点 的 整 棵 子 树 的 搜索 ， 选 择 
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另 一 个 儿子 结 点 作为 根 的 子 树 进行 搜索 。 

一 般 地 ， 如 果 搜 索 到 一 个 结 点 ， 而 这 个 结 点 不 是 叶子 结 点 ， 并 且 满 足 约束 条 件 和 目标 
函数 的 界 ， 同 时 ， 这 个 结 点 的 所 有 儿子 结 点 还 未 全 部 搜索 完毕 ， 就 把 这 个 结 点 称 为 _ 结 点 
( 活 结 点 ) ; 把 当前 正在 搜索 其 儿子 结 点 的 结 点 ， 称 为 。_ 结 点 (扩展 结 点 ) ， 则 e_ 结 点 也 
必然 是 一 个 1_ 结 点 ， 把 不 满足 约束 条 件 或 目标 函数 的 结 点 ， 或 其 儿子 结 点 已 全 部 搜索 完毕 


的 结 点 ， 或 者 叶子 结 点 ， 统 称 为 4 _ 结 点 (死结 点 ) 。 以 4_ 结 点 作为 根 的 子 树 ， 可 以 在 搜 
索 过 程 中 删除 。 


当 搜 索 到 一 个 1_ 结 点 时 , 就 把 这 个 1_ 结 点 变 为 e_ 结 点 , 继续 向 下 搜索 这 个 结 点 的 儿子 
结 点 。 当 搜索 到 一 个 4_ 结 点 ， 而 还 未 得 到 问题 的 最 终 解 时 ， 就 向 上 回溯 到 它 的 父亲 结 点 。 
如 果 这 个 父亲 结 点 当前 还 是 e_ 结 点 ， 就 继续 搜索 这 个 父亲 结 点 的 另 一 个 儿子 结 点 ; 如 果 这 
个 父亲 结 点 随 着 所 有 儿子 结 点 都 已 搜索 完毕 而 变 成 4_ 结 点 ， 就 沿 着 这 个 父亲 结 点 向 上 ， 回 
漳 到 它 的 祖父 结 点 。 这 个 过 程 持续 进行 ， 直 到 找到 满足 问题 的 最 终 解 ， 或 者 状态 空间 树 的 
根 结 点 变 为 4_ 结 点 为 止 。 

例 7.1 有 4 个 顶点 的 货 郎 担 问题 ， 其 费用 矩阵 如 图 7.3 所 示 ， 求 从 顶点 1 出 发 ， 最 
后 回 到 顶点 1 的 最 短路 线 。 


图 7.3 4 个 顶点 的 货 郎 担 问题 的 费用 矩阵 及 搜索 树 


这 个 问题 的 状态 空间 树 如 图 7.3 所 示 。 用 回溯 法 求解 这 个 问题 时 ， 搜 索 过 程 中 所 经 过 
的 路 径 和 项 点， 生成 所 谓 的 搜索 树 。 在 图 中 ， 所 生成 的 搜索 树 用 粗 线 表示 。 为 方便 观察 ， 
状态 空间 树 的 结 点 用 大 写字 母 表 示 ; 城市 顶点 的 编号 标记 在 树 结 点 旁边 ; 顶点 之 间 的 距离 ， 
标记 在 结 点 与 结 点 之 间 的 路 径 旁 边 。 图 中 ， 所 有 不 满足 约束 方程 x xj 的 可 能 解 已 从 状态 
空间 树 中 删 去 。 搜 索 过 程 如 下 : 

(1) 把 目标 函数 的 下 界 b 初始 化 为 wo。 

(2) 从 结 点 4 开始 搜索 ， 结 点 4 是 1_ 结 点 ， 因 此 ， 它 变 为 e_ 结 点 ， 向 下 搜索 它 的 第 
1 个 儿子 结 点 8， 即 顶点 2。 

(3) 由 于 项 点 1 到 顶点 2 之 间 的 距离 为 。， 大 于 或 等 于 目标 函数 的 下 界 5， 因 此 结 
点 8 是 4_ 结 点 ， 故 由 结 点 8 回溯 到 结 点 4 。 

(4) 这 时 ， 结 点 4 仍然 是 e。 结 点 ， 向 下 搜索 它 的 第 2 个 儿子 结 点 C， 即 顶点 3; 顶点 
1 与 顶点 3 之 间 的 距离 为 1， 小 于 下 界 b， 因 此 结 点 C 是 一 个 1_ 结 点 。 同 时 ， 它 有 两 个 儿子 
结 点 ， 因 此 ， 它 成 为 一 个 e_ 结 点 。 
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(5) 由 结 点 C 向 下 搜索 它 的 第 1 个 儿子 结 点 G， 即 顶点 2， 得 到 一 条 从 顶点 1 经 顶点 
3 到 顶点 2 的 路 径 , 其 长 度 为 3。 该 长 度 小 于 目标 函数 的 下 界 b, 于 是 结 点 G 是 一 个 1 结 点 。 
又 因为 结 点 G 有 儿子 结 点 ， 所 以 它 立 即 成 为 e_ 结 点 。 

(6) 由 结 点 G 向 下 搜索 它 的 儿子 结 点 M ， 即 顶点 4， 得 到 一 条 由 顶点 1 经 顶点 3、2、 
4 又 回 到 顶点 1、 长 度 为 6 的 回路 ， 它 是 问题 的 一 个 可 行 解 。 同 时 ，6 成 为 目标 函数 的 新 
下 界 。 

(7) 因为 结 点 M 是 叶子 结 点 ， 因 此 是 4_ 结 点 ， 所 以 从 结 点 M 回溯 到 结 点 G 。 

(8) 这 时 ， 结 点 G 的 所 有 儿子 结 点 都 已 搜索 完毕 ， 它 也 成 为 q_ 结 点 ， 又 由 结 点 G 向 
上 回溯 到 结 点 C 。 

(9) 结 点 C 仍然 是 e_ 结 点 ， 由 结 点 C 向 下 搜索 它 的 第 2 个 儿子 结 点 五 ， 即 顶点 4， 
得 到 一 条 由 顶点 1 经 顶点 3 到 顶点 4、 长 度 为 7 的 路 径 。 

(10) 这 条 路 径 的 长 度 大 于 目标 函数 的 新 下 界 6， 因 此 结 点 五 是 4 _ 结 点 ,， 于 是 又 由 结 
点 五 向 上 回溯 到 结 点 C 。 

(11) 这 时 ， 结 点 C 的 儿子 结 点 都 已 搜索 完毕 ， 因 此 它 也 成 为 4 _ 结 点 ， 并 向 上 回溯 到 
结 点 4 。 

(12) 结 点 4 仍然 是 e_ 结 点 ， 由 结 点 4 向 下 搜索 它 的 第 3 个 儿子 结 点 D， 即 顶点 4。 

(13) 由 顶点 1 到 顶点 4 的 路 径 长 度 为 7， 大 于 目标 函数 的 下 界 6， 于 是 结 点 刀 是 一 
个 d_ 结 点 。 

(14) 这 时 ， 结 点 4 的 儿子 结 点 已 全 部 搜索 完毕 ,成 为 4 _ 结 点 。 于 是 ， 结 束 搜索 ， 并 
得 到 一 条 长 度 为 6 的 最 短 的 回路 1、3、2、4、1， 它 就 是 问题 的 最 优 解 。 


7.1.3 ”回溯 法 的 一 般 性 描述 


在 一 般 情况 下 ， 问 题 的 解 向 量 和 =(xo,xy,…,x%1) 中 ， 每 一 个 分 量 x; 的 取 值 范围 为 某 个 
有 穷 集 5;，S; = {ai0,4i1,…,qim}。 因 此 ， 问 题 的 解 空间 由 笛 卡 儿 积 4= So xSix…xSn_l 构 
成 。 这 时 ， 可 以 把 状态 空间 树 看 成 是 一 棵 高 度 为 n 的 树 ， 第 0 层 有 |56 |= mo 个 分 支 ， 因 此 
在 第 1 层 有 mo 个 分 支 结 点 ， 它 们 构成 mo 棵 子 树 ， 每 一 棵 子 树 都 有 |5i |=mi 个 分 支 ， 因 此 
在 第 2 层 共有 mo xm 个 分 支 结 点 ， 构 成 mo xm 棵 子 树 …… 最 后 ， 在 第 n 层 ， 共 有 
mo Xmi x…xmni 个 结 点 ， 它 们 都 是 叶子 结 点 。 
回溯 法 在 初始 化 时 ， 令 解 向 量 关 为 空 。 然 后 ， 从 根 结 点 出 发 ， 在 第 0 层 选择 So 的 第 1 
个 元 素 作为 解 向 量 站 的 第 1 个 元 素 ， 即 置 x = a。。， 这 是 根 结 点 的 第 1 个 儿子 结 点 。 如 果 
X=(xo) 是 问题 的 部 分 解 ， 则 该 结 点 是 1_ 结 点 。 因 为 它 有 下 层 的 儿子 结 点 ， 所 以 它 也 是 e_ 
结 点 。 于 是 ， 搜 索 以 该 结 点 为 根 结 点 的 子 树 。 首 次 搜索 这 棵 子 树 时 ， 选 择 S; 的 第 1 个 元 素 
作为 解 向 量 居 的 第 2 个 元 素 , 即 置 =wm。 ,这 是 这 棵 子 树 的 第 1 个 分 支 结 点 .如 果 = (xo,x) 
是 问题 的 部 分 解 ， 则 这 个 结 点 也 是 1_ 结 点 ， 并 且 也 是 e_ 结 点 ， 就 继续 选择 S, 的 第 1 个 元 
素 作为 解 向 量 瑟 的 第 3 个 元 素 ， 即 置 x, =a,。。 但 是 ， 如 果 基 =(xo,a) 不 是 问题 的 部 分 解 ， 
则 该 结 点 是 一 个 4_ 结 点 ， 于 是 舍弃 以 该 4 _ 结 点 作为 根 结 点 的 子 树 的 搜索 ， 取 5 的 下 一 个 
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元 素 作为 解 向 量 天 的 第 2 个 元 素 ， 即 置 = wa,， 这 是 第 1 层 子 树 的 第 2 个 分 支 结 点 …… 依 
此 类 推 。 在 一 般 情况 下 , 如 果 已 经 检测 到 义 =(xo,,…,;) 是 问题 的 部 分 解 , 在 把 ,= ano 
扩展 到 及 去 时 ， 有 下 面 几 种 情况 : 

(1) 如 果 X= (xx,…,xu) 是 问题 的 最 终 解 ， 就 把 它 作为 问题 的 一 个 可 行 解 存放 起 
来 。 如 果 问 题 只 希望 有 一 个 解 ， 而 不 必 求 取 最 优 解 ， 就 结束 搜索 ， 否则， 继续 搜索 其 他 
的 可 行 解 。 

(2) 如 果 X= (xu,m ,xia) 是 问题 的 部 分 解 ， 就 令 x,。= au ， 搜 索 其 下 层 子 树 ， 继 
续 扩展 解 向 量 天 。 

(3) 如 果 和 = (xo,m,…,xia) 既 不 是 问题 的 最 终 解 ， 也 不 是 问题 的 部 分 解 ， 则 有 下 面 两 
种 情况 : 

@ 如 果 =aini 不 是 Si 的 最 后 一 个 元 素 ， 就 令 =asuul， 继 续 搜索 其 兄弟 
子 树 。 

@ 如 果 x, =Qaii 是 Si 的 最 后 一 个 元 素 ， 就 回溯 到 义 =(xo,*%,…,%) 的 情况 。 如 果 此 
时 的 =aii 不 是 5, 的 最 后 一 个 元 素 ， 就 令 x = wu， 搜索 这 一 层 的 兄弟 子 树 ;， 如果 此 时 的 
x =q 是 Si 的 最 后 一 个 元 素 ， 就 继续 回溯 到 于 = (xo.z ,x_i) 的 情况 。 

根据 上 面 的 叙述 ， 如 果 用 m[ 站 表示 集合 8 的 元 素 个 数 ， 则 18, |= mm[ 站 ;用 变量 x[ 直 表 
示 解 向 量 丰 的 第 ;个 分 量 ; 用 变量 [i] 表 示 当前 算法 对 集合 8 中 的 元 素 的 取 值 位 置 。 这样， 
就 可 以 给 回溯 法 作 如 下 的 一 般 性 描述 ; 


1. void backtrack item() 

2 

3 initial (x); /* 解 向 量 初始 化 */ 

4 i=0; Kk[i] = 0; flag = FALSE; 

Si while (i>=0) { 

6 while (k[il<m[il) { 

， x[il] = a(ik[lil); /* 取 Si 的 第 k[i] 个 值 赋予 分 量 x[i] */ 
8 if (constrain (x) &&bound (x) ) { /* 判断 是 否 满足 约束 条 件 及 目标 函数 的 界 */ 
9. if (solution(x)) { /* 判断 是 否 为 问题 的 最 终 解 */ 

10., flag = TRUE; break; 

Ls } 

时 六 else { 

LS ii=i+l;: k[i] = 0; /* 扩展 解 向 量 向 下 搜索 下 一 个 分 量 */ 
La } 

E 讽 } 

16. else k[i] = k[i] + 1; /* 继续 搜索 兄弟 子 树 */ 

7 } 

证 本 if (flag) break; 

19. 和 二 全 =- 地 /* 回溯 */ 

20. } 

P dE (ELAg) 
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325 initial (x); 
23。 } 


其 中 ， 第 3 行 的 函数 initial(x) 把 解 向 量 初始 化 为 空 。 第 4 行 置 变 量 i 为 0， 使 算法 从 解 
向 量 的 第 一 个 分 量 开始 处 理 , 搜索 第 0 层 子 树 ; 置 变量 上 [0] 为 0, 复位 集合 So 的 取 值 位 置 。 
然后 进入 一 个 while 循环 进行 搜索 。 在 第 5 行 ， 只 要 i=0， 这 种 搜索 就 一 直 进 行 。 从 第 6 
行 开 始 ， 处 理 第 i 层 的 同一 父亲 的 兄弟 子 树 的 搜索 。 初 始 时 [为 0， 即 从 第 i 层 相 应 父亲 
结 点 的 第 一 棵 子 树 开 始 搜索 。 在 第 7 行 ， 函数 a(ik[ 四 ) 取 5; 的 第 k[ 疏 个 值 ， 把 该 值 赋 给 解 向 
量 的 分 量 x[i]。 第 8 行 的 函数 constrain(x) 判 断 解 向 量 是 否 满足 约束 条 件 ， 如 果 满 足 ， 返 回 
值 为 真 ; 函数 bound(x) 判 断 解 向 量 是 否 满足 目标 函数 的 界 ， 如 果 满足 ， 返 回 值 为 真 。 在 这 
两 个 条 件 都 为 真 的 情况 下 ， 当 前 的 解 向 量 是 问题 的 一 个 部 分 解 。 第 9 行 的 函数 solution(x) 
判断 解 向 量 是 否 为 问题 的 最 终 解 。 如 果 是 ， 在 第 10 行 把 标志 变量 flag 置 为 真 ， 退 出 循环 。 
如 果 不 是 最 终 解 ， 在 第 13 行 令 变量 ;加 1， 向 下 搜索 它 的 儿子 子 树 ， 置 变量 上 [让 为 0， 复 
位 集合 $; 的 取 值 位 置 〈《 此 时 的 已 是 加 1 后 的 zz 了) ， 把 控制 返回 到 内 循环 的 项 部， 从 它 
的 第 一 棵 儿子 子 树 取 值 。 如 果 既 不 是 部 分 解 ， 也 不 是 最 终 解 ， 这 时 ， 在 第 16 行 简单 地 使 变 
量 k[ 让 加 1， 取 4S; 的 下 一 个 值 ， 也 即 舍弃 它 的 所 有 子 树 ， 搜 索 其 同一 父亲 的 另 一 个 兄弟 子 
树 ， 而 把 控制 返回 到 这 个 循环 体 的 顶部 继续 执行 。 在 第 18 行 ， 当 前 层 的 同一 父亲 的 兄弟 子 
树 已 全 部 搜索 完毕 ， 如 果 既 找 不 到 部 分 解 ， 也 找 不 到 最 终 解 ， 这 时 在 第 19 行 ， 使 变量 i 减 
1， 回 溯 到 上 一 层 子 树 ， 继 续 搜 索 上 一 层 子 树 的 兄弟 子 树 。 在 下 面 两 种 情况 下 退出 外 循环 : 
找 
训 


到 问题 的 最 终 解 ， 或 者 第 0 层 的 子 树 已 全 部 搜索 完毕 ， 都 找 不 到 问题 的 部 分 解 。 如 果 是 
前 者 ， 返 回 最 终 解 ， 如 果 是 后 者 ， 用 initial(Cs) 把 解 向 量 置 为 空 ， 返 回 空 向 量 ， 说 明 问题 没 
有 解 。 

综 上 所 述 ， 在 使 用 回溯 法 解 题 时 ， 一 般 包含 下 面 3 个 步 又 ; 

(1) 对 所 给 定 的 问题 ， 定 义 问题 的 解 空间 。 

(2) 确定 状态 空间 树 的 结构 。 

(3) 用 深度 优先 搜索 方法 搜索 解 空间 , 用 约束 方程 和 目标 函数 的 界 对 状态 空间 树 进行 
修剪 ， 生 成 搜索 树 ， 得 到 问题 的 解 。 


7.2 n 皇后 问题 


八 皇 后 问题 是 一 个 古典 的 问题 ， 它 要 求 在 8x8 格 的 国际 象棋 的 棋盘 上 放置 8 个 皇后 ， 
使 其 不 在 同一 行 、 同 一 列 或 斜率 为 +1 的 同一 斜 线 上 ， 这 样 ， 这 些 皇 后 便 不 会 互相 攻 杀 。 八 
皇后 问题 可 以 一 般 化 为 n 皇后 问题 ， 即 在 nxn 格 的 棋盘 上 放置 n 个 皇后 ， 使 其 不 会 互相 攻 
杀 的 问题 。 


7.2.1 7 皇后 问题 的 求解 过 程 


为 简单 起 见 ， 考 虑 在 4x4 格 的 棋盘 上 放置 4 个 皇后 的 问题 ， 把 这 个 问题 称 为 四 皇后 问 
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题 。 因 为 每 一 行 只 能 放置 一 个 皇后 ， 每 一 个 皇后 在 每 一 行 上 有 4 个 位 置 可 供 选 择 ， 因 此 在 
4x4 格 的 棋盘 上 放置 4 个 皇后 ， 有 4 种 可 能 的 布局 。 令 向 量 x=(xi,z,z,z4) 表 示 皇 后 的 布 
局 。 其 中 ,分量 x; 表 示 第 i 行 皇后 的 列 位 置 。 例 如 ， 向 量 (2,4,3,1) 对 应 图 7.4 〈a) 所 示 的 
皇后 布局 ， 而 向 量 (1,4,2,3) 对 应 图 7.4 (b) 所 示 的 皇后 布局 。 显 然 ， 这 两 种 布局 都 不 满足 问 
题 的 要 求 。 


(a) (b) 
图 7.4 四 皇后 问题 的 两 种 无 效 布局 
四 皇后 问题 的 解 空间 可 以 用 一 棵 完全 四 叉 树 来 表示 , 每 一 个 结 点 都 有 4 个 可 能 的 分 支 。 


因为 每 一 个 皇后 不 能 放 在 同一 列 ， 因 此 可 以 把 4* 种 可 能 的 解 空间 压缩 成 如 图 7.5 所 示 的 解 
空间 ， 它 有 4! 种 可 能 的 解 。 其 中 ， 第 1、2、3、4 层 结 点 到 上 一 层 结 点 的 路 径 上 所 标记 的 数 
字 ， 对 应 第 1、2、3、4 行 皇后 可 能 的 列 位 置 。 因 此 ， 每 一 个 x; 的 取 值 范围 5$; ={1,2,3,4}。 


图 7.5 四 皇后 问题 的 状态 空间 树 及 搜索 树 


按照 问题 的 题 意 ， 对 四 皇后 问题 可 以 列 出 下 面 的 约束 方程 : 
Xi EN] lasi<s4dlsj<s4 71 (7.2.1) 


[x xl#li-j| 1<i<4,1<j<4, iz#j E22 


式 (7.2.1) 保证 第 i 行 的 皇后 和 第 j 行 的 皇后 不 会 在 同一 列 ; 式 (7.2.2) 保证 两 个 皇后 的 行 
号 之 差 的 绝对 值 不 会 等 于 列 号 之 差 的 绝对 值 ， 因 此 它们 不 会 在 斜率 为 +1 的 同一 斜 线 上 。 这 
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两 个 关系 式 还 保证 i 和 jj 的 取 值 范围 应 该 为 1~4。 

在 图 7.5 中 ， 不 满足 式 〈7.2.1) 的 结 点 及 其 子 树 已 被 剪 去 。 用 回溯 法 求解 时 ， 解 向 量 
初始 化 为 (0.0.0.0)。 从 根 结 点 1 开始 搜索 它 的 第 一 棵 子 树 ， 首 先生 成 结 点 2， 并 令 x =1， 
得 到 解 向 量 (1,0,0,0)， 它 是 问题 的 部 分 解 。 于 是 ， 把 结 点 2 作为 e_ 结 点 ， 向 下 搜索 结 点 2 
的 子 树 ， 生 成 结 点 3， 并 令 x, =2， 得 到 解 向 量 (1,2.0,0)。 因 为 x 及 x, 不 满足 约束 方程 ， 所 
以 (1,2,0,0) 不 是 问题 的 部 分 解 。 于 是 ， 向 上 回溯 到 结 点 2， 生 成 结 点 8， 并 令 x, =3， 得 到 
解 向 量 (1,3,0,0)， 它 是 问题 的 部 分 解 。 于 是 ， 把 结 点 8 作为 e_ 结 点 ， 向 下 搜索 结 点 8 的 子 
树 ,生成 结 点 9, 并 令 xs =2 ,得 到 解 向 量 (1,3,2,0)。 因 为 x, 及 x 不 满足 约束 方程 ,所 以 (1,3,2,0) 
不 是 问题 的 部 分 解 。 向 上 回溯 到 结 点 8， 生 成 结 点 11， 并 令 xs =4， 得 到 解 向 量 (1,3,4,0)。 
同样 ，(1,3,4,0) 不 是 问题 的 部 分 解 ， 向 上 回溯 到 结 点 8。 这 时 ， 结 点 8 的 所 有 子 树 都 已 搜索 
完毕 ， 所 以 继续 回溯 到 结 点 2， 生 成 结 点 13， 并 令 x, =4， 得 到 解 向 量 (1,4,0,0)。 继 续 这 种 
搜索 过 程 ， 最 后 得 到 解 向 量 (2.4.1.3)， 它 就 是 四 皇后 问题 的 一 个 可 行 解 。 在 图 7.5 中 ， 搜 索 
过 程 动态 生成 的 搜索 树 用 粗 线 画 出 。 对 应 于 图 7.5 所 示 的 搜索 过 程 所 产生 的 皇后 布局 ， 如 
图 7.6 所 示 。 


图 7.6 四 皇后 问题 的 一 个 有 效 布局 


可 以 容易 地 把 四 皇后 问题 推广 为 n 皇后 问题 。 如 果 用 数组 x[n] 来 存放 n 后 问题 的 解 向 
量 ， 则 皇后 问题 的 求解 步 又 可 叙述 如 下 : 

(1) 令 皇 后 的 行 号 k=1， 第 1 行 的 皇后 列 号 x[1] = 0。 

(2) 若 k>0， 则 皇后 列 号 x[ 骨 加 1， 转 步骤 (3) ， 否 则 ， 问 题 无 解 ， 算 法 结束 。 

(3) 若 x[ 昌 > mn， 或 列 号 满足 约束 条 件 ， 则 转 步 又 〈4) ， 否 则 列 号 x[ 和 加 1， 继 续 执 
行 步骤 (3) 。 

(4) 若 x[ 骨 >m， 则 执行 回 亢 , 即 x[ 间 复位 为 0, k=k-1, 转 步骤 (2) ,否则 转 步 又 (5) 。 

(5) 若 k=n, 算法 结束 , 否则 , 处理 下 一 行 皇后 , 即 =k+1, x[ 且 复位 为 0, 转 步 又 (2) 。 


7.2.2 nn 皇后 问题 算法 的 实现 


实现 n 皇后 问题 时 ， 用 一 棵 完全 ”又 树 来 表示 问题 的 解 空间 ， 用 关系 式 〈7.2.1) 和 
式 (7.2.2) 来 判断 皇后 所 处 位 置 的 正确 性 ， 即 判断 当前 所 得 到 的 解 向 量 是 否 满足 问题 的 解 ， 
以 此 来 实现 对 树 的 动态 搜索 ， 而 这 是 由 函数 place 来 完成 的 。 函 数 place 的 描述 如 下 : 


1. BOOL place(int x[],int k) 


i 
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lint. is 
for (i=1;i<k;i++) 
if ((x[i]==x[k])|| (abs (x[i]-x[k])==abs (i-k))) 
return FALSE; 
return TRUE; 
} 


place 函数 假定 第 1~ 丰 -1 行 皇 后 的 列 位 置 都 已 确定 , 且 满 足 关系 式 (7.2.1) 和 式 (7.2.2)， 
在 此 基础 上 判断 第 磊 行 皇后 当前 的 列 位 置 x[ 上 ] 是 否 满足 关系 式 (7.2.1) 和 式 (7.2.2) 。 这 
个 函数 以 数组 x[] 和 皇后 的 行 号 上 作为 形式 参数 ， 这 样 ， 它 必须 和 第 1~ 大 -1 行 的 所 有 皇后 
的 列 位 置 进行 比较 。 由 一 个 循环 来 完成 这 项 工作 。 函 数 返回 一 个 布尔 量 ， 若 第 大 行 皇后 当 
前 的 列 位 置 满足 问题 的 要 求 ， 返 回 真 ， 否 则 返回 假 。 

n 皇后 问题 算法 的 描述 如 下 : 

算法 7.1 n 皇后 问题 


输入 : 皇后 个 数 n 
输出 : n 皇后 问题 的 解 向 量 x[] 


OA orowD 


1. void n queens(int n,int x[]) 

2 

3 int k = 1; 

4 二 [三 0 

Bs while (k>0) { 

6 x[k] = x[k] + 1; /* 在 当前 列 加 1 的 位 置 开 始 搜索 */ 
7 while ((x[k]<=n) &&(!place (x,k)))/* 当前 列 位 置 是 否 满足 条 件 */ 

8 x[k] = x[k] + 1; /* 不 满足 条 件 , 继续 搜索 下 一 列 位 置 */ 
9. if (x[k]<=n) { /* 存在 满足 条 件 的 列 */ 

10. if (k==n) break; /* 是 最 后 一 个 皇后 , 完成 搜索 */ 

半生 局 else { 

125 4 /* 不 是 , 则 处 理 下 一 个 行 皇 后 */ 
站 } 

14. } 

i156 else { /* 己 判 断 完 n 列 , 均 没有 满足 条 件 */ 
人 x[kl] = 0; k=k-1; /* 第 k 行 复位 为 0, 回溯 到 前 一 行 */ 
于 } 

18， } 


二 入 全 


算法 中 ， 用 变量 表示 所 处 理 的 是 第 行 的 皇后 ， 则 x[] 表 示 第 行 皇后 的 列 位 置 。 
第 3 行 和 第 4 行 设置 搜索 的 初始 状态 : 大 赋予 1, 变量 x[1] 赋 予 0。 第 5~18 行 的 while 循环 
执行 皇后 的 搜索 过 程 。 第 6 行使 第 大 行 皇 后 的 当前 列 位 置 加 1， 因 此 ， 开 始 时 ， 从 第 1 行 皇 
后 的 第 1 列 位 置 开 始 搜索 。 第 7、8 行 的 内 部 while 循环 对 当前 行 的 皇后 ， 寻 找 一 个 能 满足 
条 件 的 列 。 第 7 行 判断 皇后 的 列 位 置 是 否 满足 条 件 ， 若 不 满足 条 件 ， 则 第 8 行 把 列 位 置 加 
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1， 继 续 执行 这 个 判断 。 当 找到 一 个 满足 条 件 的 列 ， 或 是 已 经 判断 完 第 列 都 找 不 到 满足 条 
件 的 列 时 ， 都 退出 这 个 内 部 循环 。 如 果 存 在 一 个 满足 条 件 的 列 ， 则 该 列 必定 小 于 或 等 于 ”， 
第 9 行 判断 这 种 情况 。 在 此 情况 下 , 第 10 行进 一 步 判 断 ” 行 皇后 是 否 全 部 搜索 完成 , 若是 ， 
则 退出 外 部 的 while 循环 ， 结 束 搜索 ; 否则， 使 变量 上 加 1， 搜 索 下 一 行 皇后 的 列 位 置 。 如 
果 不 存在 一 个 满足 条 件 的 列 ， 则 在 第 16 行 把 变量 x[k] 复 位 为 0， 使 第 行 皇后 处 于 初始 搜 
索 状 态 ; 使 变量 上 减 1， 回 溯 到 前 一 行 皇后 ， 把 控制 返回 到 外 部 while 循环 的 顶部 ， 从 前 一 
行 皇后 的 当前 列 加 1 的 位 置 上 继续 搜索 。 

这 个 算法 由 一 个 二 重 循 环 组 成 :第 5 行 开始 的 外 部 while 循环 和 第 7 行 开 始 的 内 部 while 

循环 。 因 此 ， 算 法 的 运行 时 间 与 内 部 while 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 有 关 。 每 访问 一 个 结 
点 ， 该 循环 体 就 执行 一 次 。 因 此 ， 在 某 种 意义 下 ， 算 法 的 运行 时 间 取 决 于 它 所 访问 过 的 结 
点 个 数 c 。 同 时 ， 每 访问 一 个 结 点 ， 就 调用 一 次 place 函数 计算 约束 方程 。place 函数 由 一 
个 循环 组 成 ， 每 执行 一 次 循环 体 ， 就 计算 一 次 约束 方程 。 循 环 体 的 执行 次 数 与 搜索 深度 有 
关 ， 最 少 一 次 ， 最 多 n -1 次 。 因 此 ， 计 算 约 束 方程 的 总 次 数 为 O(cn) 。 结 点 个 数 c 是 动态 
生成 的 ， 对 某 些 问题 的 不 同 实例 ， 具 有 不 确定 性 。 但 在 一 般 情况 下 ， 它 可 由 一 个 的 多 项 
式 确定 。 
用 这 个 算法 处 理 四 皇后 问题 的 搜索 过 程 如 图 7.7 所 示 。 在 一 个 四 叉 完全 树 中 ， 结 点 总 
数 有 1+4+16+64+256 王 341 个 。 用 回溯 算法 处 理 这 个 问题 ， 只 访问 了 其 中 的 27 个 结 点 ， 即 
得 到 问题 的 解 。 被 访问 的 结 点 数 与 结 点 总 数 之 比 约 为 8%。 实 际 模拟 表明 : 当 n=8 时 ， 被 
访问 的 结 点 数 与 状态 空间 树 中 的 结 点 总 数 之 比 约 为 1.5%。 尽管 理论 上 回溯 法 在 最 坏 情 况 下 
的 花费 是 O(n”")， 但 实际 上 ， 它 可 以 很 快 地 得 到 问题 的 解 。 


图 7.7 用 4_queens 算法 解 四 皇后 问题 时 的 搜索 树 
显然 ， 该 算法 需要 使 用 一 个 具有 个 分 量 的 向 量 来 存放 解 向 量 ， 所 以 ， 算 法 所 需要 的 
工作 空间 为 @(n)。 


7.3 图 的 着 色 问 题 


给 定 无 向 图 G=(V,E)， 用 m 种 颜色 为 图 中 每 个 顶点 着 色 ， 要 求 每 个 顶点 着 一 种 颜色 ， 


Ee 
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并 使 相 邻 两 个 顶点 之 间 具 有 不 同 的 颜色 ， 这 个 问题 就 称 为 图 的 着 色 问题 。 

图 的 着 色 问 题 是 由 地 图 的 着 色 问 题 引 申 而 来 的 : 用 m 种 颜色 为 地 图 着 色 ， 使 得 地 图 上 
的 每 一 个 区 域 着 一 种 颜色 ， 且 相 邻 区 域 的 颜色 不 同 。 如 果 把 每 一 个 区 域 收 缩 为 一 个 项 点， 把 
相 邻 两 个 区 域 用 一 条 边 相连 接 ， 就 可 以 把 一 个 区 域 图 抽象 为 一 个 平面 图 。 例如， 如 图 7.8 (a) 
所 示 的 区 域 图 可 抽象 为 如 图 7.8 (b) 所 示 的 平面 图 。19 世纪 50 年 代 ， 英 国学 者 提出 了 任 
何 地 图 都 可 用 4 种 颜色 来 着 色 的 四 色 猜 想 问题 。 过 了 100 多 年 ， 这 个 问题 才 由 美国 学 者 在 
计算 机 上 了 予以 证 明 ， 这 就 是 著名 的 四 色 定理 。 例 如 ， 在 图 7.8 中 ， 区 域 用 大 写字 母 表示 ， 
颜色 用 数字 表示 ， 则 图 中 表示 了 不 同 区 域 的 不 同 着 色情 况 。 


(a) (b) 
图 7.8 把 区 域 图 抽象 为 平面 图 的 例子 


7.3.1 图 着 色 问 题 的 求解 过 程 


用 m 种 颜色 来 为 无 向 图 G=(V,E) 着 色 ， 其 中 VV 的 顶点 个 数 为 x。 为 此 ， 用 一 个 n 元 组 
(co,c1,…,Cn_1) 来 描述 图 的 一 种 着 色 。 其 中 ，c; e {1,2,…,m}，0<i<n-1, 表示 赋予 顶点 i 
的 颜色 。 例 如 ，5 元 组 (1,3,2,3,1) 表 示 对 具有 5 个 顶点 的 图 的 一 种 着 色 ， 顶 点 0 被 赋予 颜色 
1， 顶 点 1 被 赋予 颜色 3， 如 此 等 等 。 如 果 在 这 种 着 色 中 ， 所 有 相 邻 的 顶点 都 不 会 具有 相同 
的 颜色 ， 就 称 这 种 着 色 是 有 效 着 色 ， 和 否则 称 为 无 效 着 色 。 

为 了 用 m 种 颜色 来 给 一 个 具有 n 个 顶点 的 图 着 色 ， 就 有 m" 种 可 能 的 着 色 组 合 。 其 中 ， 
有 些 是 有 效 着 色 ， 有 些 是 无 效 着 色 。 因 此 ， 其 状态 空间 树 是 一 棵 高 度 为 n 的 完全 m 叉 树 。 
在 这 里 ， 树 的 高 度 是 指 从 树 的 根 结 点 到 叶子 结 点 的 最 长 通路 的 长 度 。 每 一 个 分 支 结 点 ， 都 
有 m 个 儿子 结 点。 最 底层 有 m” 个 叶子 结 点 。 例如， 图 7.9 表示 用 3 种 颜色 为 3 个 顶点 的 图 
着 色 的 状态 空间 树 。 
用 回溯 法 求解 图 的 m 着 色 问题 时 ， 用 数组 x 来 存放 元 组 (co,c,…,ci_ 1) 的 值 ， 则 x[] 
用 来 存放 顶点 i 的 着 色 。 按 照 题 意 可 列 出 如 下 约束 方程 : 
x[i] 关 x[j] ” 若 顶 点 i 与 顶点 j 相 邻接 (73:1) 


“2418” 


图 7.9 用 3 种 颜色 为 具有 3 个 顶点 的 图 着 色 的 状态 空间 树 


首先 ， 把 所 有 顶点 的 颜色 初始 化 为 0。 然 后 ， 一 个 顶点 一 个 顶点 地 为 每 个 顶点 赋予 颜 
色 。 如 果 其 中 ;个 顶点 已 经 着 色 ， 并 且 相 邻 两 个 顶点 的 颜色 都 不 一 样 ， 就 称 当前 的 着 色 是 
有 效 的 局 部 着 色 ， 和 否则 ， 就 称 为 无 效 的 着 色 。 如 果 由 根 结 点 到 当前 结 点 路 径 上 的 着 色 ， 对 
应 于 一 个 有 效 的 着 色 ， 并且 路 径 的 长 度 小 于 nw， 那么 相应 的 着 色 是 有 效 的 局 部 着 色 。 这 时 ， 
就 从 当前 结 点 出 发 ， 继 续 搜索 它 的 儿子 结 点 ， 并 把 儿子 结 点 标记 为 当前 结 点 。 另 外 ， 如 果 
在 相应 路 径 上 搜索 不 到 有 效 的 着 色 ， 就 把 当前 结 点 标记 为 4_ 结 点 ， 并 把 控制 转移 去 搜索 对 
应 于 另 一 种 颜色 的 兄弟 结 点 。 如 果 对 所 有 m 个 兄弟 结 点 ， 都 搜索 不 到 一 种 有 效 的 着 色 ， 就 
回溯 到 其 父亲 结 点 ， 并 把 父亲 结 点 标记 为 4 _ 结 点 ,转移 去 搜索 父亲 结 点 的 兄弟 结 点 。 这 种 
搜索 过 程 一 直 进 行 ， 直 到 根 结 点 变 为 4 _ 结 点 ,或 搜索 路 径 的 长 度 等 于 nw， 并 找到 了 一 个 有 
效 的 着 色 。 前 者 表示 该 图 是 m 不 可 着 色 的 ， 后 者 表示 该 图 是 m 可 着 色 的 。 

例 7.2 三 着 色 图 7.10 (a) 所 表示 的 无 向 图 。 

图 7.10 (b) 表示 用 3 种 颜色 着 色 图 7.10 (a) 所 示 的 无 向 图 时 所 生成 的 搜索 树 。 首 先 ， 
把 5 元 组 初始 化 为 (0.0.0.0.0)。 然 后 ， 从 根 结 点 开始 向 下 搜索 ， 以 颜色 1 为 顶点 4 着 色 ， 生 
成 结 点 2 时 ， 产 生 (1.0.0.0.0)， 是 一 个 有 效 的 局 部 着 色 。 继 续 向 下 搜索 ， 以 颜色 1 为 顶点 B 
着 色 ， 生 成 结 点 3 时 ， 产 生 的 (1.1.0.0.0) 是 个 无 效 着 色 ， 结 点 3 成 为 4 _ 结 点 ;所 以 ,继续 以 
颜色 2 为 顶点 B 着 色 ， 生 成 结 点 4 时 产生 (1,2.0,0,0)， 是 个 有 效 着 色 。 继 续 向 下 搜索 ， 以 颜 


色 1 及 2 为 顶点 C 着 色 时 ， 都 是 无 效 着 色 ， 因 此 结 点 5 和 6 都 是 4 _ 结 点 。 最 后 以 颜色 3 
为 顶点 C 着 色 时 ， 产 生 (1,2,3,0,0)， 是 个 有 效 着 色 。 重 复 上 述 步骤 ， 最 后 得 到 了 有 效 着 色 
(1,2,3,3,1)。 


(b) 


7.10 ”回溯 法 解 图 三 着 色 的 例子 
三 着 色 图 7.10 (a) 所 示 无 向 图 的 状态 空间 树 ， 其 结 点 总 数 为 : 1+3+9+27+81+243=364， 
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而 在 搜索 过 程 中 所 访问 的 结 点 数 只 有 14 个 。 


可 以 用 下 面 的 步骤 来 实现 颜色 值 为 1.2,…,m 的 图 的 m 着 色 问 题 : 

(1) 初始 化 : 对 所 有 的 i，0<i<n--1, 置顶 点 i 的 颜色 值 x[i]=0， 令 顶点 号 k=0。 
(2) 车 20， 则 颜色 值 x[ 旭 加 1， 转 步骤 (3) ， 否 则 ，m 不 可 着 色 ， 算 法 结束 。 

(3) 车 x[ 有 >m， 或 是 有 效 着 色 ， 转 步骤 (4) ， 否 则 x[ 有 加 1， 继 续 执行 步骤 (3) 。 
(4) 车 x[ 有 >m， 则 x[ 有 复位 为 0，k=k-1， 转 步骤 (2) ， 否 则 转 步骤 (5) 。 

(5) 若 k=n -1，m 可 着 色 ， 算 法 结束 ， 否 则 ，k=k+1， 转 步 邓 (2) 。 


7.3.2 图 的 m 着 色 问题 算法 的 实现 


假定 图 的 n 个 顶点 集合 为 {0,1,2,…,n-1}， 颜 色 集 合 为 {1,2,… ,m}; 用 数组 x[n] 来 存 
放 n 个 顶点 的 着 色 ， 用 邻接 矩 阵 c[n][n] 来 表示 顶点 之 间 的 邻接 关系 ， 若 顶点 i 和 顶点 j 之 
间 存 在 关联 边 ， 则 元 素 c[;][7] 为 真 ， 否 则 为 假 。 所 使 用 的 数据 结构 为 : 

int n; /* 顶点 个 数 */ 

int m; /* 最 大 颜色 数 */ 

int x[n]; /* 顶点 的 着 色 */ 

BOOL cr[n] [n]; /* 布尔 值 表示 的 图 的 邻接 矩阵 */ 

此 外 ,用 函数 ok 来 判断 当前 项 点 的 着 色 是 否 为 有 效 的 着 色 ， 如 果 是 有 效 着 色 ， 就 返回 


效 。 


同 ， 


， 否 则 返回 假 。ok 函数 的 处 理 如 下 : 


1. BOOL ok(int x[],int k,BOOL c[][],int n) 
2 

3 LnE 主 

4 for (i=0;i<k;i++) { 

i if (c[kK] [il]gg (x[K]==x[i])) 

6 return FALSE; 

7 return TRUE; 
入 


ok 函数 假定 0~ -1 顶点 的 着 色 是 有 效 着 色 ， 在 此 基础 上 判断 0~k 顶 点 的 着 色 是 否 有 
如 果 顶 点 与 顶点 i 是 相 邻 接 的 顶点 ，0<i< kk- 1， 而 顶点 的 颜色 与 顶点 i 的 颜色 相 
就 是 无 效 着 色 ， 即 返回 FALSE ， 否 则 返回 TRUE 。 

有 了 ok 函数 之 后 ， 图 的 m 着 色 问 题 的 算法 可 叙述 如 下 : 


算法 7.2 用 m 种 颜色 为 图 着 色 

输入 : 无 向 图 的 顶点 个 数 n, 颜色 数 m, 图 的 邻接 矩阵 c[] [] 

输出 : n 个 顶点 的 着 色 x[] 

1. BOOL m coloring(int n,int m,int x[],BOOL c[][]) 
2. { 

kE dt 
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本 for (i=0;i<n;i++) 

5- Ee /* 解 向 量 初始 化 为 0 */ 

6 k= 0; 

while (k>=0) { 

8. x[k] = x[k] + 1; /* 使 当前 的 颜色 数 加 1 */ 

9. while ((x[k]<=m)&&(!ok(x,K,c,n))) /* 当前 着 色 是 否 有 效 */ 

10. X[k] = x[k] + 1; /* 无 效 ,继续 搜索 下 一 种 颜色 */ 
了 if (x[k]<=m) { /* 搜索 成 功 */ 

12 if (k==n-1) break; /* 是 最 后 的 顶点 , 完成 搜索 */ 
L135 else k=k+1; /* 不 是 ,处 理 下 一 个 顶点 */ 
14. } 

15. else { /* 搜索 失败 ,回溯 到 前 一 个 顶点 */ 
16. x[k] = 0; k=k-1; 

47 } 

18. } 

95 if (k==n-1) return TRUE; 

20. else return FALSE; 

2 


算法 中 ， 用 变量 来 表示 顶点 的 号 码 。 开 始 时 ， 所 有 顶点 的 颜色 数 都 初始 化 为 0。 第 6 
行 把 大 赋予 0， 从 编号 为 0 的 顶点 开始 进行 着 色 。 第 7 行 开始 的 外 部 while 循环 执行 图 的 着 
色 工 作 。 第 8 行使 第 个 顶点 的 颜色 数 加 1。 第 9 行 的 内 部 while 循环 判断 当前 的 颜色 是 否 
有 效 ; 如 果 无 效 , 第 10 行使 x[k] 加 1, 继续 搜索 下 一 种 颜色 。 如 果 搜 索 到 一 种 有 效 的 颜色 ， 
或 已 经 搜索 完 m 种 颜色 ,就 退出 这 个 内 部 循环 。 如果 存在 一 种 有 效 的 颜色 ， 则 该 颜色 数 必定 
小 于 或 等 于 m， 第 11 行 判断 这 种 情况 。 在 此 情况 下 ， 第 12 行进 一 步 判 断 n 个 顶点 是 否 全 部 
着 色 , 若是 , 则 退出 外 部 的 while 循环 , 结束 搜索 ; 否则 , 使 变量 加 1, 为 下 一 个 顶点 着 色 。 
如 果 已 经 搜索 完 m 种 颜色 ， 都 不 存在 有 效 的 着 色 ， 在 第 16 行使 第 个 顶点 的 颜色 数 复位 为 
0， 使 变量 上 减 1， 回 溯 到 前 一 个 项 点， 把 控制 返回 到 外 部 while 循环 的 顶部 ， 从 前 一 个 顶 
点 的 当前 颜色 数 加 1 继续 进行 搜索 。 

这 个 算法 的 第 4、5 行 的 初始 化 花费 @(n) 时 间 。 主 要 工作 由 一 个 二 重 循环 组 成 ， 即 第 
7 行 开始 的 外 部 while 循环 和 第 9 行 开始 的 内 部 while 循环 。 因此， 算法 的 运行 时 间 与 内 部 
while 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 有 关 。 每 访问 一 个 结 点 ， 该 循环 体 就 执行 一 次 。 状 态 空间 树 
中 的 结 点 总 数 为 : 


Sm =(m"™ 1)/(m-1)=O(m") 
i=0 


同时 ， 每 访问 一 个 结 点 ， 就 调用 一 次 ok 函数 计算 约束 方程 。ok 函数 由 一 个 循环 组 成 ， 每 
执行 一 次 循环 体 ， 就 计算 一 次 约束 方程 。 循 环 体 的 执行 次 数 与 搜索 深度 有 关 ， 最 少 一 次 ， 
最 多 m-1 次 。 因 此 ， 每 次 ok 函数 计算 约束 方程 的 次 数 为 O(n) 。 这 样 ， 理 论 上 在 最 坏 情 况 
下 ， 算 法 的 总 花费 为 O(nm”)。 但 实际 上 ， 被 访问 的 结 点 个 数 c 是 动态 生成 的 ， 其 总 个 数 
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远 远 低 于 状态 空间 树 的 总 结 点 数 。 这 时 ， 算 法 的 总 花费 为 O(cn)。 
如 果 不 考虑 输入 所 占用 的 存储 空间 ， 则 该 算法 需要 用 @(z) 的 空间 来 存放 解 向 量 。 
此 ， 算 法 所 需要 的 空间 为 @(n)。 


哈密 尔 顿 回路 问题 起 源 于 19 世纪 50 年代 英国 数学 家 哈密 尔 顿 提出 的 周游 世界 的 问题 。 
他 用 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 代表 世界 上 的 20 个 城市 ， 要 求 从 一 个 城市 出 发 ， 经 过 每 个 城市 
恰好 一 次 ， 然 后 回 到 出 发 点 。 图 7.11 (a) 所 示 的 正 十 二 面体 ， 其 “展开 ”图 如 图 7.11 (b) 
所 示 ， 按 照 图 中 的 顶点 标号 顺序 所 构成 的 回路 ， 就 是 他 所 提问 题 的 一 个 解 。 


(a) (b) 
图 7.11 哈密 尔 顿 周游 世界 的 正 十 二 面体 及 其 “展开 ”图 


7.4.1 ”哈密 尔 顿 回路 的 求解 过 程 


哈密 尔 顿 回路 的 定义 如 下 : 

定义 7.1 设 无 向 图 G=(V,E)，viv，…v 是 G 的 一 条 通路 , 若 G 中 每 个 顶点 在 该 通路 
中 出 现 且 仅 出 现 一 次 ， 则 称 该 通路 为 哈密 尔 顿 通 路 。 若 =w ， 且 v2…v 在 该 通路 上 出 
现 且 仅 出 现 一 次 ， 则 称 该 通路 为 哈密 尔 顿 回路 。 

假定 图 G= (及 厂 ) 的 顶点 集 为 六 ={0,.1…,m-1} 。 按 照 回 路 中 顶点 的 顺序 ， 用 元 向 量 
六 = (x0,H,…,_1) 来 表示 回路 中 的 顶点 编号 , 其 中 x e {0,1,…,n 一 1} 。 用 布尔 数组 c[n][n] 来 
表示 图 的 邻接 矩阵 ， 如 果 顶 点 i 和 顶点 j 相 邻接 ， 则 c[][ 四 为 真 ， 否 则 为 假 。 根 据 题 意 ， 有 
如 下 约束 方程 : 


clx][xn]=TRUE 0<i<n-l 
cw J[x, ， ]=TRUE 


TX 0<i,j<n-—lizj 
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因为 有 个 顶点 , 因此 其 状态 空间 树 是 一 棵 高 度 为 n 的 完全 n 叉 树 , 每 一 个 分 支 结 点 都 
有 nn 个 儿子 结 点 ， 最 底层 有 n" 个 叶子 结 点 。 
用 回溯 法 求解 哈密 尔 顿 回 路 问题 时 , 首先 把 回路 中 所 有 项 点 的 编号 初始 化 为 -1。 然后 ， 
把 顶点 0 当 作 回路 中 的 第 一 个 顶点 ， 搜 索 与 顶点 0 相 邻 接 的 编号 最 小 的 项 点， 作为 它 的 后 
续 顶 点 。 假 定 在 搜索 过 程 中 已 经 生成 了 通路 1 = xoxi …x; ; ， 在 继续 搜索 某 个 顶点 作为 通路 
中 的 时, 根据 约束 方程 , 在 VV 中 寻找 与 x; | 相 邻接 的 并 且 不 属于 71 中 顶点 的 编号 最 小 的 顶 
点 。 如 果 搜 索 成 功 ， 就 把 这 个 顶点 作为 通路 中 的 顶点 x;， 然 后 继续 搜索 通路 中 的 下 一 个 顶 
点 。 如 果 搜 索 失 败 ,就 把 1 中 的 x 删 去 , 从 xi 的 顶点 编号 加 1 的 位 置 开始 , 继续 搜索 与 x; 
相 邻接 的 并 且 不 属于 7 中 顶点 的 编号 最 小 的 顶点 。 这 个 过 程 一 直 进行 ， 当 搜索 到 1 中 的 顶点 
xi 时， 如 果 x 与 xo 相 邻接 ， 则 所 生成 的 回路 1 就 是 一 条 哈密 尔 顿 回路 ， 否 则 ， 把 1 中 的 
顶点 x,_1 删 去 继续 回 滴 。 最 后 ， 如 果 在 回溯 过 程 中 ，71 中 只 剩 下 一 个 顶点 x。， 则 表明 图 中 
不 存在 哈密 尔 顿 回路 ， 即 该 图 不 是 哈密 尔 顿 图 。 

例 7.3 寻找 图 7.12 (a) 的 哈密 尔 顿 回路 。 

图 7.12 (b) 表示 用 回溯 法 解 图 7.12 (a) 所 生成 的 搜索 树 ， 所 生成 的 哈密 尔 顿 回路 的 
结 点 顺序 是 1,.2.3,3.4。 用 回溯 法 解 图 7.12 (a) 时 ， 状 态 空间 树 是 一 棵 完全 五 又 树 ， 结 点 总 
数 为 3906 个 ， 而 在 求解 过 程 中 所 访问 的 结 点 数 只 有 21 个 。 


图 7.12 哈密 尔 顿 回路 问题 及 其 搜索 树 的 例子 


可 以 用 下 面 的 步 又 来 实现 哈密 尔 顿 回路 问题 : 

(1) 初始 化 : 对 所 有 的 0<i<n--1， 置 顶点 号 x[i]=-1， 顶 点 状态 s[i]= FALSE， 
令 k=1，s[0]=TRUE,，x[0]=0。 

(2) 车 k=0， 则 顶点 号 x[ 如 加 1， 转 步骤 (3) ， 否 则 ,不 存在 哈密 尔 顿 回 路 ,算法 结束 。 

(3) 若 x[ 和 <n， 转 步骤 (4) ， 否 则 转 步骤 (7) 。 

(4) 若 顶 点 x[ 且 不 在 回路 中 ， 且 顶点 x[ 有 与 项 点 x[k-1] 邻 接 ， 转 步骤 (5) ， 否 则 x[ 碳 
加 1， 转 步骤 (3)〉。 

(5) 车 x[ 月 <n， 且 k 关 n 一 1， 则 令 s[x[ 有 为 TRUE， 令 k=k+1， 转 步骤 (2) ， 否 则 
转 步骤 (6) 。 

(6) 若 x[ 间 <m， 且 大 =72-1， 且 顶点 x[ 昌 与 顶点 x[0] 邻 接 ， 则 找到 哈密 尔 顿 回 路 ， 算 
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法 结束 ， 否 则 转 步 骤 (7) 。 
(7) x[ 娄 复位 为 -1， 大 = 大 -1，s[x[ 业 ] 复 位 为 FALSE， 转 步骤 (2) 。 


哈密 尔 顿 回路 算法 的 实现 


假定 图 的 个 顶点 集合 为 {0.1,…,n-1}; 用 数组 x[n] 来 顺序 存放 哈密 尔 顿 回路 的 n 个 
顶点 的 编号 ; 用 邻接 矩阵 c[n][n] 来 表示 顶点 之 间 的 邻接 关系 ， 若 顶点 i 和 顶点 j 之 间 存 在 
关联 边 ， 则 元 素 c[ 直 [站 为 真 ， 否 则 为 假 。 此外， 用 布尔 数组 s[n] 标 志 某 个 顶点 已 在 哈密 尔 
顿 回路 中 。 因 此 ， 若 顶点 i 在 哈密 尔 顿 回路 中 ， 则 * 四 为 真 。 所 用 到 的 数据 结构 为 :; 


7.4.2 


in 


4 
之 
3 
4 
5 
6 
要 
8 
3 


1 


i /* 顶点 个 数 */ 

x[n]; /* 哈密 尔 顿 回 路 上 的 顶点 编号 */ 

cr[n] [n]; /* 布尔 值 表示 的 图 的 邻接 矩阵 */ 

s[n]; /* 顶点 状态 ,已 处 于 所 搜索 的 通路 上 的 顶点 为 真 */ 


此 ， 解 哈密 尔 顿 回路 问题 的 算法 叙述 如 下 : 


算法 7.3 哈密 尔 顿 回 路 问题 
输入 : 无 向 图 的 顶点 个 数 n, 图 的 邻接 矩阵 c[] [] 
输出 : 存放 回路 的 顶点 序号 x[] 


-1{ 


10. 
22。 
利之 
雪 : 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


. BOOL hamilton(int n,int x[],BOOL c[][]) 


bl 和 

BOOL *s = new BOOL[n]; 

for (i=0;i<n;i++) { /* 初始 化 */ 
x[i] = -17 s[i] = FALSE; 


. 
k= 1; s[0] = TRUE; x[0] = 0; 
while (k>=0) { 
x[k] = x[K] + 1; /* 搜索 下 一 个 顶点 编号 */ 
while (x[k]<n) 
if (!s[x[k]]&gc[x[k-1]] [x[k]]) 


break; /* 搜索 到 一 个 顶点 */ 
else x[k] = x[k] + 1; /* 否则 搜索 下 一 个 顶点 编号 */ 
if ((x[k]<n)&& (Kk!=n-1)){ /* 搜索 成 功 是 k<n-1 */ 
SsS[x[k]] = TRUE; KkK=k+1; 
} /* 向 前 推进 一 个 顶点 */ 
else if ((x[k]<n)&& (k==n-1)&&(c[x[k]] [x[0]])) 
break; /* 是 最 后 的 顶点 , 完成 搜索 */ 
else { /* 搜索 失败 ,回溯 到 前 一 个 顶点 */ 
x[k] = -1; k= K 1 s[x[k]] = FALSE; 
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23v } 

24. delete 5s; 

25; if (k==n-1) return TRUE; 
2 else return FALSE; 

1 


算法 的 第 5、6 行 把 解 向 量 的 各 个 分 量 初始 化 为 -1， 顶 点 的 状态 标志 都 置 为 FALSE 。 


作 准 备 。 第 9 行 开始 的 外 部 while 循环 进行 通路 的 搜索 。 第 10 行 把 当前 的 顶点 编号 加 1， 
因此 ， 开 始 时 从 第 1 个 顶点 进行 搜索 。 第 11 行 开始 的 内 部 while 循环 ， 从 当前 的 顶点 编号 
开始 ， 寻 找 一 个 尚未 在 当前 通路 中 并 且 与 当前 通路 中 的 最 后 一 个 顶点 相 邻 接 的 项 点 。 第 15 
行 判断 如 果 找 到 这 样 的 一 个 顶点 ， 并 且 通 路 中 的 顶点 个 数 还 不 足 n 个 ， 就 把 这 个 顶点 标志 
为 通路 中 的 顶点 ,使 :加 1， 返回 到 外 部 while 循环 的 顶部 ， 使 x[£] 加 1 后 ， 继 续 从 编号 为 
0 的 顶点 开始 ， 搜 索 通路 中 的 下 一 个 顶点 。 第 18 行 判断 如 果 找 到 这 样 的 一 个 项 点 ， 并 且 通 
路 中 的 顶点 个 数 已 达到 ”个 ， 且 该 顶点 与 通路 中 第 0 个 顶点 相 邻接 ， 则 表明 已 找到 一 条 哈 
密 尔 顿 回路 ， 就 退出 外 部 的 while 循环 ， 结 束 算法 。 如 果 找 不 到 这 样 的 项 点， 或 者 找到 这 
样 的 项 点， 且 通 路 中 的 顶点 个 数 已 达到 个， 但 该 项 点 与 通路 中 第 0 个 顶点 不 相 邻 接 ， 在 
这 两 种 情况 下 都 进行 回溯 ， 使 通路 中 第 大 个 顶点 的 顶点 编号 复位 为 -1， 并 使 大 减 1， 使 当前 
通路 中 最 后 一 个 顶点 的 顶点 标志 复位 为 FALSE ， 在 该 顶点 处 继续 向 后 搜索 。 

该 算法 的 第 S、6 行 的 初始 化 花费 8@(z) 时 间 。 但 主要 工作 由 一 个 二 重 循环 组 成 : 第 9 
行 开始 的 外 部 while 循环 和 第 11 行 开始 的 内 部 while 循环 。 因此， 算法 的 运行 时 间 与 内 部 
while 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 有 关 。 每 访问 一 个 结 点 ， 该 循环 体 就 执行 一 次 。 状 态 空间 树 
中 的 结 点 总 数 为 


pe =(n" 1)/(n-1)=O(n") 
i=0 


因此 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 算 法 的 总 花费 为 O(n”)。 如 果 被 访问 的 结 点 个 数 为 <， 它 远 远 低 于 
状态 空间 树 的 总 结 点 数 ， 这 时 ， 算 法 的 总 花费 为 O(c) 。 

如 果 不 考虑 输入 所 占用 的 存储 空间 ， 则 该 算法 需要 用 @(n) 的 空间 来 存放 解 向 量 及 项 
点 的 状态 。 因 此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空间 为 @(n)。 


7.5 ”0/1 背包 问题 


第 6 章 介绍 的 0/1 背包 问题 ， 把 背包 的 载重 量 划 分 为 m 等 份 ， 物 体 的 重量 是 背包 载重 
量 m 等 份 的 整数 倍 ， 这 对 问题 有 很 多 的 限制 。 本 节 介 绍 用 回溯 法 解 0/1 背包 问题 ， 它 不 需 
要 上 述 的 限制 。 
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7.5.1 回 漳 法 解 0/1 背包 问题 的 求解 过 程 


在 0/1 背包 问题 中 ， 假 定 n 个 物体 v;， 其 重量 为 w;， 价 值 为 p;，0<i<n-1， 背 包 的 
载重 量 为 M。xi 表 示 物 体 vi 被 装 入 背包 的 情况 ， 太 =0,1。 当 加 =0 时 ， 表 示 物 体 没 被 装 入 
背包 ; 当 %%=1 时 , 表示 物体 被 装 入 背包 。 根据 问题 的 要 求 , 有 下 面 的 约束 方程 和 目标 函数 : 


n—l 
wri<mM 67517 
i=0 


nl 


op 加 = max > Pi CT 
i=0 


令 问题 的 解 向 量 为 全 =(xo,*,…,x_1)， 它 必须 满足 上 述 约束 方程 , 并 使 目标 函数 达到 最 大 。 
使 用 回溯 法 搜索 这 个 解 向 量 时 ， 状 态 空间 树 是 一 棵 高 度 为 的 完全 二 叉 树 ， 如 图 7.2 所 示 。 
其 结 点 总 数 为 2”" -1。 从 根 结 点 到 叶子 结 点 的 所 有 路 径 ， 描 述 问题 的 解 的 所 有 可 能 状态 。 
假定 : 第 i 层 的 左 儿子 子 树 描述 物体 vi 被 装 入 背包 的 情况 ， 右 儿子 子 树 描述 物体 vi 未 被 装 
入 背包 的 情况 。 

0/1 背包 问题 是 一 个 求 取 可 装 入 的 最 大 价值 的 最 优 解 问题 。 在 状态 空间 树 的 搜索 过 程 
中 ， 一 方面 可 利用 约束 方程 (7.5.1) 来 控制 不 需 访问 的 结 点 ， 另 一 方面 还 可 利用 目标 函数 
(7.5.2) 的 界 来 进一步 控制 不 需 访问 的 结 点 个 数 。 在 初始 化 时 ， 把 目标 函数 的 上 界 初 始 化 
为 0， 把 物体 按 价值 重量 比 的 非 增 顺序 排列 ， 然 后 按照 这 个 顺序 搜索 ， 在 搜索 过 程 中 ， 尽 
量 沿 着 左 儿子 结 点 前 进 ， 当 不 能 沿 着 左 儿 子 结 点 继续 前 进 时 ， 就 得 到 问题 的 一 个 部 分 解 ， 
并 把 搜索 转移 到 右 儿 子 子 树 。 此 时 ， 估 计 由 这 个 部 分 解 所 能 得 到 的 最 大 价值 ， 把 该 值 与 当 
前 的 上 界 进 行 比 较 ， 如 果 高 于 当前 的 上 界 ， 就 继续 由 右 儿 子 子 树 向 下 搜索 ， 扩 大 这 个 部 分 
解 ， 直 到 找到 一 个 可 行 解 ， 最 后 把 可 行 解 保存 起 来 ， 用 当前 可 行 解 的 值 刷新 目标 函数 的 上 
界 ， 并 向 上 回溯 ， 寻 找 其 他 的 可 能 解 ， 如 果 由 部 分 解 所 估计 的 最 大 值 小 于 当前 的 上 界 ， 就 
丢弃 当前 正在 搜索 的 部 分 解 ， 直 接 向 上 回溯 。 

假定 当前 的 部 分 解 是 {x0,x,…, Xk}， 同 时 有 : 


kl kl 
x <M 上 是 xnw + we >M ETI) 
i=0 150 


式 (7.5.3) 表示 ， 装 入 物体 vi 之前， 背包 尚 有 剩余 载重 量 ， 继 续 装 入 物体 vi 后 ， 将 超过 背 
包 的 载重 量 。 由 此 ， 将 得 到 部 分 解 ko,m,…,xkt} ， 其 中 x =0 。 由 这 个 部 分 解 继续 向 下 搜 
索 ， 将 有 : 


大 十 下 一 1 Kk+m—l 
Sm 十 pa w<M 且 > Wi+ > Wi 十 WE > (7.5.4) 
k+l il 


式 (7.5.4) 表示 ， 不 装 入 物体 w (xxr =0) ， 继 续 装 入 物体 wkmw1， 背 包 尚 有 剩余 
载重 量 ， 但 继续 装 入 物体 wkiw ， 将 超过 背包 的 载重 量 。 其 中 ， 普 =2,….1 -大 -1 。 因 为 物 
体 是 按 价值 重量 比 非 增 顺 序 排列 的 ， 显 然 由 这 个 部 分 解 继 续 向 下 搜索 ， 能 够 找到 的 可 能 解 
的 最 大 值 不 会 超过 : 
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Kk+m—l k+m—l 


无 无 
Dt ‘a 一 > 2 一 Sn ep /Weem C755 
i=0 i i=0 


i=k+1 i=k+1 
因此 ， 可 以 用 式 (7.5.4) 和 式 (7.5.5) 来 估计 从 当前 的 部 分 解 from ,…:xkr} 继续 向 下 搜索 
时 ， 可 能 取得 的 最 大 价值 。 如 果 所 得 到 的 估计 值 小 于 当前 目标 函数 的 上 界 它 是 所 有 已 经 
得 到 的 可 行 解 中 的 最 大 值 》， 就 放弃 向 下 搜索 。 向 上 回溯 有 两 种 情况 : 如 果 当 前 的 结 点 是 


就 沿 着 右 儿 子 分 支 结 点 向 上 回溯 ， 直 到 左 儿子 分 支 结 点 为 止 ， 然 后 再 转 而 搜索 相应 的 右 儿 
子 分 支 结 点 。 

这 样 , 如 果 用 w_cur 和 PP _ cxwr 分 别 表示 当前 正在 搜索 的 部 分 解 中 装 入 背包 的 物体 的 总 
重量 和 总 价值 ， 用 p_est 表 示 当 前 正在 搜索 的 部 分 解 可 能 达到 的 最 大 价值 的 估计 值 ， 用 
了 _total 表示 当前 搜索 到 的 所 有 可 行 解 中 的 最 大 价值 , 它 也 是 当前 目标 函数 的 上 界 ; 用 y 和 
xk 分 别 表示 问题 的 部 分 解 的 第 k 个 分 量 及 其 副本 , 同时 大 也 表示 当前 对 搜索 树 的 搜索 深度 ， 
则 回溯 法 解 0/1 背包 问题 的 步骤 可 叙述 如 下 : 

(1) 把 物体 按 价值 重量 比 的 非 增 顺 序 排列 。 

(2) 把 w_cur 、p_cur 和 pp_total 初 始 化 为 0， 解 向 量 的 各 分 量 初始 化 为 0， 搜 索 树 
的 搜索 深度 上 置 为 0。 

(3) 令 p_est=p_cur， 对 满足 k<i<n 的 所 有 的 i， 按 式 (7.5.4) 和 式 (7.5.5) 更 新 
从 当前 的 部 分 解 可 取得 的 最 大 价值 P_est 。 

(4) 如 果 p_est > p_total ， 转 步骤 (5) ; 否则 转 步 又 (8) 。 

(5) 从 内 开始 把 物体 装 入 背包 ， 直 到 没有 物体 可 装 或 装 不 下 物体 w 为 止 ， 并 生成 部 
分 解 yp,…,yi，k<i<n， 刷 新 p_cur 。 

(6) 如 果 i=n 一 1, 则 得 到 一 个 新 的 可 行 解 , 把 所 有 的 y; 复 制 到 x;, p_total=p_cur， 
则 p_total 是 目标 函数 的 新 上 界 ; 令 k=n， 转 步骤 (3) ， 以 便 回溯 搜索 其 他 的 可 行 解 。 否 
则 ， 得 到 一 个 部 分 解 ， 转 步骤 (7) 。 

(7) 令 k=i+1， 舍 弃 物体 v;， 转 步骤 (3) ， 以 便 从 物体 vi, 继续 装 入 。 

(8) 当 i=0 并 且 y;=0 时 ， 执行 i=i-1， 直 到 y; 冯 0 为 止 ， 即 沿 右 儿子 分 支 结 点 方 
向 向 上 回 滴 ， 直 到 左 儿 子 分 支 结 点 。 

(9) 如 果 i<0， 算 法 结束 ; 否则 ， 转 步骤 (10)〉。 

(10) 令 y;=0,， w_cur=w_cur-wi，p_cur=p_cur-pi，k=i+1， 转 步骤 (3) ， 
从 左 儿子 分 支 结 点 转移 到 相应 的 右 儿 子 分 支 结 点 ， 继 续 搜索 其 他 的 部 分 解 或 可 行 解 。 

例 7.4 有 载重 量 M = 50 的 背包 ， 物 体重 量 分 别 为 5,15,25,27,30， 物 体 价值 分 别 为 

12,30,44,46,50， 求 最 优 装 入 背包 的 物体 及 价值 。 
图 7.13 所 示 是 根据 上 述 的 求解 步骤 所 生成 的 搜索 树 。 其 过 程 如 下 : 
(1) 开始 时 ， 目 标 函 数 的 上 界 p_total 初始 化 为 0， 计 算 从 根 结 点 开始 搜索 可 取得 的 
最 大 价值 p_est=94.5 ， 大 于 p_total ， 因 此 生成 结 点 1,2,3,4， 并 得 到 部 分 解 (1,1,1,0)。 
(2) 结 点 4 是 右 儿子 分 支 结 点 ， 所 以 估计 从 结 点 4 继续 向 下 搜索 可 取得 的 最 大 价值 
了 _est=94.3， 仍 然 大 于 p _total ， 由 此 继续 向 下 搜索 并 生成 结 点 5， 得 到 最 大 价值 为 86 的 


”227” 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


可 行 解 (1,1,1,0,0)， 把 这 个 可 行 解 保存 在 解 向 量 基 中， 把 p_itotal 更 新 为 86。 

(3) 由 叶子 结 点 5 继续 搜索 ， 在 估算 可 能 取得 的 最 大 价值 时 ，p _est 被 置 为 86, 不 
大 于 p_total 的 值 ， 因 此 沿 右 儿子 分 支 结 点 方向 向 上 回 滴 ， 直 到 左 儿 子 分 支 结 点 3， 并 生成 
相应 的 右 儿 子 分 支 结 点 6， 得 到 部 分 解 (1,1,0)。 


5,12 xo=l 


11100 11010 11001 
45, 86 47, 88 50,92 


图 7.13 例 7.4 中 0/1 背包 问题 的 搜索 树 


(4) 结 点 6 是 右 儿子 分 支 结 点 ， 所 以 计算 从 结 点 6 继续 搜索 可 取得 的 最 大 价值 
pP_est=93， 大 于 p_itotal， 因 此 生成 结 点 7, 8， 并 得 到 最 大 价值 为 88 的 可 行 解 (1,1,0,1,0)， 
用 它 来 更 新 解 向 量 蔷 中 的 内 容 ，p _total 被 更 新 为 88。 

(5) 由 叶子 结 点 8 继续 搜索 ， 在 计算 可 能 取得 的 最 大 价值 时 ，p_est 被 置 为 88， 不 
大 于 p _total 的 值 ， 因 此 沿 右 儿子 分 支 结 点 8 方向 向 上 回 滴 ， 到 达 左 儿子 分 支 结 点 7， 并 生 
成 相应 的 右 儿 子 分 支 结 点 9， 得 到 部 分 解 (1,1,0,0)。 

(6) 结 点 9 是 右 儿子 分 支 结 点 ， 所 以 计算 从 结 点 9 开始 搜索 可 取得 的 最 大 价值 
pP_est=92， 大 于 p_total， 因 此 生成 结 点 10， 并 得 到 最 大 价值 为 92 的 可 行 解 (1,1,0,0,1)， 
用 它 来 更 新 解 向 量 苹 中 的 内 容 ，p _total 被 更 新 为 92。 

(7) 由 叶子 结 点 10 继续 搜索 ， 在 计算 可 能 取得 的 最 大 价值 时 ，p_est 被 置 为 92， 不 


大 于 p_total 的 值 ， 


点 11， 得 到 价值 为 42 的 可 行 解 (1,1,0,0,0)，p _total 未 被 更 新 。 


因此 进行 回 滴 。 因 为 结 点 10 是 左 儿子 结 点 ， 因 此 生成 相应 的 右 儿子 结 


(8) 由 叶子 结 点 11 继续 搜索 ， 在 计算 可 能 取得 的 最 大 价值 时 ，p_est 被 置 为 和 2， 不 
大 于 p_total 的 值 ， 因 此 沿 右 儿子 分 支 结 点 方向 向 上 回 滴 ， 到 达 左 儿子 分 支 结 点 2， 并 生成 
相应 的 右 儿 子 分 支 结 点 12， 得 到 部 分 解 (1.0)。 

(9) 结 点 12 是 右 儿子 分 支 结 点 ， 所 以 计算 从 结 点 12 开始 搜索 可 取得 的 最 大 价值 
pP_est=90.1， 小 于 p_total1 ， 因 此 向 上 回溯 到 左 儿子 分 支 结 点 1， 并 生成 相应 的 右 儿子 分 
支 结 点 13， 得 到 部 分 解 (0)。 
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(10) 结 点 13 是 右 儿子 分 支 结 点 ， 所 以 计算 从 结 点 13 开始 搜索 可 取得 的 最 大 价值 
了 _est=91.0， 小 于 p_itotal ， 因 此 向 上 回溯 到 根 结 点 0， 结 束 算法 。 最 后 ， 由 保存 在 向 量 头 
中 的 内 容 ， 得 到 最 优 解 (1,1,0,0,1)， 从 pp_total 中 得 到 最 大 价值 92。 

从 上 面 的 例子 看 到 ， 在 状态 空间 树 的 63 个 结 点 中 ， 被 访问 的 结 点 数 为 14 个 。 在 搜索 
过 程 中 ， 尽 量 沿 着 左 儿 子 分 支 结 点 向 下 搜索 ， 直 到 无 法 继续 向 前 推进 而 生成 右 儿 子 分 支 结 
点 为 止 ， 在 回溯 过 程 中 ， 尽 量 沿 着 右 儿子 分 支 结 点 向 上 回 滴 ， 直 到 遇 到 左 儿 子 分 支 结 点 并 
转 而 生成 右 儿 子 分 支 结 点 ; 在 右 儿子 分 支 结 点 开始 搜索 时 ， 都 对 可 能 取得 的 最 大 价值 进 
行 估计 ; 在 叶子 结 点 开始 继续 搜索 时 ， 通 过 把 搜索 深度 置 为 xn， 使 得 不 会 进行 估计 值 的 
计算 ， 而 直接 把 估计 值 置 为 当前 值 ， 从 而 不 会 大 于 当前 目标 函数 的 上 界 ， 而 直接 从 叶子 结 
点 进行 回溯 。 


7.5.2 回溯 法 解 0/1 背包 问题 算法 的 实现 
首先 ， 定 义 算法 中 所 用 到 的 数据 结构 和 变量 。 


typedef struct { 


float w; /* 物体 重量 */ 

Fioat Bs /* 物体 价值 */ 

float v; /* 物体 的 价值 重量 比 */ 
} OBJECT; 
OBJECT ob[n]; /* n 个 物体 的 信息 */ 
float M; /* 背包 载重 量 */ 
int x[n]; /* 可 能 的 解 向 量 */ 
int y[n]; /* 当前 搜索 的 解 向 量 */ 
float p_est; /* 当前 搜索 方向 装 入 背包 的 物体 的 估计 最 大 价值 */ 
float p total; /* 装 入 背包 的 物体 的 最 大 价值 的 上 界 */ 
float Ww_cur; /* 当前 装 入 背包 的 物体 的 总 重量 */ 
float p_cur; /* 当前 装 入 背包 的 物体 的 总 价值 */ 


于 是 ， 解 0/1 背包 问题 的 回溯 算法 可 叙述 如 下 : 


算法 7.4 0/1 背包 问题 的 回溯 算法 
输入 : 背包 载重 量 M, 物体 个 数 n, 存放 物体 的 价值 和 重量 的 结构 体 数 组 ob [] 
输出 :0/1 背包 问题 的 最 优 解 x [] 


1. float knapsack back(OBJECT ob[],float M,int n,int x[]) 

2. { 

3 nt 主 

4. float w cur,p total,p cur,w est,p est; 

5 int *y = new int[n+1]; 

6 for (i=0;i<n;i++) { /* 计算 物体 的 价值 重量 比 */ 
7 ob[il.v = ob[i].p/ob[i].w; 

8 y[i] = 0; /* 当前 的 解 向 量 初始 化 */ 
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} 


merge sort (ob,n); /* 物体 按 价 值 重 量 比 的 非 增 顺序 排列 */ 
Ww cur=p cur = p total = 0; /* 当前 背包 中 物体 的 价值 重量 初始 化 */ 
yln] = 0; k=0; /* 已 搜索 到 的 可 能 解 的 总 价值 初始 化 */ 


while (k>=0) { 
Ww est = w cur; pest = p_cur; 
for (i=k;i<n;i++) { /* 沿 当 前 分 支 可 能 取得 的 最 大 价值 */ 
Ww est = w est + ob[il.w; 
if (w est<M) 
Pp est = p est + ob[i].p; 
else { 
p_est=p est+ ((M-w est+ob[i].w) / ob[i].w) * ob[i].p; 


break; 
} 
} 
if (p est>p total) { /* 估计 值 大 于 上 界 */ 
for (i=k;i<n;i++) { 
if (w curt+ob[i].w<=M) { /* 可 装 入 第 i 个 物体 */ 


W_Cur = W_cur + ob[i].w; 
P_cur = p cur + ob[i].p; 


y[li] = 1; 
} 
else { 
y[i] = 0; break; /* 不 能 装 入 第 i 个 物体 */ 
} 
} 
if (i>=n-1) { /* nn 个 物体 已 全 部 装 入 */ 


if (p_cur>p total) { 
p_total = p_cur; kk = ni /* 刷新 当前 上 限 */ 
for (i=0;i<n;i++) /* 保存 可 能 的 解 */ 
x[i] = y[il; 


} 


else k=i+1; /* 继续 装 入 其 余 物 体 */ 
} 
else { /* 估计 价值 小 于 当前 上 限 */ 
while ((k>=0)&& (!y[k])) /* 沿 着 右 分 支 结 点 方向 回溯 */ 
k= k= /* 直到 左 分 支 结 点 */ 
if (k<0) break; /* 已 到 达 根 结 点 ,算法 结束 */ 
else { 
W Cur = Ww cur - ob[k].w; /* 修改 当前 值 */ 


Pp cur = p cur - ob[k].p; 
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51. y[k] = 0; k=k+1; /* 搜索 右 分 支 子 树 */ 
i } 

5S3s } 

54. } 

Sy delete y; 

56s return p total; 
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算法 的 第 6~12 行 是 初始 化 部 分 ， 先 计算 物体 的 价值 重量 比 ， 然 后 按 价 值 重 量 比 的 非 增 
顺序 对 物体 进行 排列 。 算 法 的 主要 工作 由 从 第 13 行 开始 的 while 循环 完成 。 分 成 3 部 分 
第 1 部 分 由 第 14~23 行 组 成 ， 估 算 沿 当前 分 支 结 点 向 下 搜索 可 能 取得 的 最 大 价值 ， 第 2 部 
分 由 第 24~43 行 组 成 , 当 估计 值 大 于 当前 目标 函数 的 上 界 时 , 向 下 搜索 ;第 3 部 分 由 第 44~53 
行 组 成 ， 当 估计 值 小 于 或 等 于 当前 目标 函数 的 上 界 时 ， 向 上 回溯 。 在 开始 搜索 时 ， 变 量 
w_cur、p_cur 初 始 化 为 0。 在 整个 搜索 过 程 中 ， 动 态 维护 这 两 个 变量 的 值 。 当 沿 着 左 儿 
子 分 支 结 点 向 下 推进 时 ， 这 两 个 变量 分 别 增加 相应 物体 的 重量 和 价值 ， 当 沿 着 左 儿子 分 支 
结 点 无 法 再 向 下 推进 ， 而 生成 右 儿子 分 支 结 点 时 ， 这 两 个 变量 的 值 维持 不 变 ， 当 沿 着 右 儿 
子 分 支 结 点 向 上 回溯 时 ， 这 两 个 变量 的 值 维持 不 变 ， 当 回溯 到 达 左 儿子 分 支 结 点 ， 就 结束 
回 滴 ， 转 而 生成 相应 的 右 儿子 分 支 结 点 时 ， 这 两 个 变量 分 别 减 去 相应 左 儿子 分 支 结 点 的 物 
体重 量 和 价值 ， 每 当 搜索 转移 到 右 儿 子 分 支 结 点 时 ， 就 对 继续 向 下 搜索 可 能 取得 的 最 大 价 
值 进行 估计 ， 当 搜索 到 叶子 结 点 时 ， 已 得 到 一 个 可 行 解 ， 这 时 变量 被 置 为 nx， 而 y[n] 被 
初始 化 为 0， 因 此 不 管 该 叶子 结 点 是 左 儿子 结 点 ， 还 是 右 儿 子 结 点 ， 都 可 顺利 向 上 回溯 ， 
继续 搜索 其 他 的 可 行 解 。 

显然 ， 算 法 所 使 用 的 工作 空间 为 @6(n) 。 算 法 的 第 6-9 行 花费 B@(n) 时 间 ; 第 10 行 对 
物体 进行 合并 排序 ， 需 花费 B@(nlogn) 时 间 ; 在 最 坏 情况 下 ， 状 态 空间 树 有 2”" -1 个 结 点 ， 
其 中 有 0O(2”) 个 左 儿 子 结 点 ， 花 费 0(2") 时 间 ; 有 0O(2”) 个 右 儿子 结 点， 每 个 右 儿子 结 点 
都 需 估计 继续 搜索 可 能 取得 的 目标 函数 的 最 大 价值 ， 每 次 估计 需 花 费 O(n) 时 间 ， 因 此 右 
儿子 结 点 需 花费 O(n2”) 时 间 ， 而 这 也 是 算法 在 最 坏 情 况 下 所 花费 的 时 间 。 


7.6 ”回溯 法 的 效率 分 析 


通常 ， 回 溯 算 法 的 效率 与 下 面 几 个 因素 有 关 : 
@ ”生成 结 点 所 花费 的 时 间 。 

@ ”计算 约束 方程 所 花费 的 时 间 。 

@ 计算 目标 函数 的 界 所 花费 的 时 间 。 

. 

上 


所 生成 的 结 点 个 数 。 
面 有 些 因素 相互 关联 ， 约 束 方程 和 目标 函数 的 界 可 以 大 量 减 少 所 生成 的 结 点 个 数 。 
但 是 ， 采 用 完善 、 复 杂 的 方法 计算 约束 方程 和 目标 函数 的 界 ， 可 能 需要 花费 较 多 的 时 间 。 
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因此 ， 在 这 里 需要 采用 折 中 的 办 法 。 

当 解 向 量 中 分 量 x; 的 取 值 范围 不 同时 ，x; 在 解 向 量 中 的 不 同 排列 顺序 ， 其 对 应 的 状态 
空间 树 的 结构 也 不 同 。 当 x; eS;，|S;|=m; 时 ， 可 以 考虑 按 m; 的 递增 顺序 来 排列 x; 在 解 向 
量 中 的 顺序 位 置 。 例 如 ， 当 |Si|=3，|S;|=4，|S;|=2 时 ， 对 应 于 (xi,x;,x;) 的 状态 空间 
树 如 图 7.14 〈a) 所 示 ， 对 应 于 (xs:zm,xz) 的 状态 空间 树 如 图 7.14 (b) 所 示 。 图 7.14 (b) 
是 按 m; 的 递增 顺序 排列 的 ， 第 1 层 的 两 棵 子 树 各 对 应 12 个 可 能 解 ， 剪 去 其 中 的 一 棵 子 树 ， 
就 减少 12 个 可 能 解 ， 而 图 7.14 (a) 所 示 的 状态 空间 树 ， 第 1 层 的 3 棵 子 树 各 对 应 8 个 可 
能 解 ， 剪 去 其 中 的 一 棵 子 树 ， 只 减少 8 个 可 能 解 。 可 见 ， 如 图 7.14 (b) 所 示 的 状态 空间 树 ， 
可 加 快 搜索 的 速度 。 


(a) 


(b) 
图 7.14 解 向 量 中 的 分 量 顺 序 位 置 不 同时 所 对 应 的 状态 空间 树 


回溯 算法 的 运行 时 间 ， 取 决 于 它 在 搜索 过 程 中 所 生成 的 结 点 数 。 对 不 同 的 搜索 方式 ， 
或 同一 搜索 方式 的 不 同 实例 ， 所 生成 的 结 点 数 都 不 相同 。 如 果 问 题 的 解 空间 有 2” 个 或 n! 个 
可 能 解 , 在 最 坏 的 情况 下 , 回溯 法 的 时 间 花 费 为 O(p(n)2”) 或 O(g(n)n!)。 其 中 ，p(n) 和 
gq (n) 都 为 n 的 多 项 式 。 但是， 实际 上 很 多 问题 采用 回溯 算法 ， 可 以 在 很 少 的 时 间 内 就 能 得 
到 问题 的 解 ， 而 有 具体 需要 多 少时 间 却 难以 预测 ， 因 为 对 不 同 的 问题 实例 ， 回 漳 算 法 所 生成 
的 结 点 个 数 都 不 相同 。 

在 应 用 回溯 法 解 某 一 个 问题 实例 时 ， 可 以 用 蒙特 卡 罗 方 法 来 估算 在 搜索 过 程 中 可 能 生 
成 的 结 点 个 数 。 该 方法 的 主要 思想 是 在 状态 空间 树 上 ， 从 根 结 点 开始 选择 一 条 随机 路 径 ， 
然后 沿 着 这 条 路 径 ， 来 估算 状态 空间 树 中 满足 约束 条 件 的 结 点 总 数 m 。 假 定 x; 是 这 条 路 径 
上 位 于 状态 空间 树 第 i 层 的 一 个 结 点 。 用 约束 方程 来 检测 x; 的 所 有 儿子 结 点 ， 测 算出 满足 
约束 条 件 的 儿子 结 点 个 数 m; 。 继 续 从 mi 个 儿子 结 点 中 随机 地 选择 一 个 儿子 结 点 ， 并 重复 
上 述 过 程 。 这 个 过 程 一 直 进 行 ， 直 到 把 这 条 随机 路 径 扩展 到 一 个 叶子 结 点 ， 或 者 是 遇 到 所 
有 的 儿子 结 点 都 不 满足 约束 条 件 为 止 。 最 后 统计 满足 约束 条 件 的 结 点 总 数 m 。 

假定 用 以 检测 约束 条 件 的 函数 固定 不 变 ， 不 会 随 着 算法 执行 期 间 信息 量 的 增加 而 发 生 
变化 ， 同 时 可 以 用 于 状态 空间 树 中 同一 层 的 所 有 结 点 ， 而 且 每 一 个 结 点 都 有 相同 的 出 度 。 
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个 结 点 中 随机 地 选取 一 个 结 点 ， 例 如 x,， 用 约束 方程 检测 x 的 所 有 儿子 结 点 ， 测 算出 满足 
约束 条 件 的 儿子 结 点 个 数 为 m 。 这 样 ， 在 第 2 层 总 共 就 有 mo mi 个 结 点 满足 约束 条 件 。 一 
般 地 , 在 第 i+1 层 ,总共 就 有 mm…m; 个 结 点 满足 约束 条 件 。 则 从 根 结 点 起 到 第 层 ， 满 
足 约束 条 件 的 结 点 总 个 数 m 为 


m= TI] 
i=0 \ k=0 
假定 解 向 量 的 第 i 个 分 量 x; 的 取 值 范围 为 有 限 集 S;; 函数 cons(node,x) 判 断 结 点 node 
的 儿子 结 点 x 是 否 满足 约束 条 件 , 若 满 足 约束 条 件 , 该 函数 为 真 ; 否则 为 假 。 用 下 面 的 表达 式 ; 
T={x|xeS[i]Acons(node,x)} 
表示 在 结 点 mode 下 满足 约束 条 件 的 第 ;个 分 量 立 的 取 值 集合 ;用 函数 sizeof(7) 求 取 集 合 T 的 


元 素 个 数 ; 用 函数 choose(7) 从 集合 了 中 随机 地 选取 一 个 元 素 。 于 是 , 按照 上 面 的 思想 方法 
就 可 以 用 下 面 的 算法 来 估计 回溯 法 在 搜索 过 程 中 所 生成 的 结 点 总 数 m。 


int estimate (int n,Type root) 
{ 
int k,m = 0,r = 1; 
Type node = root; 
for (k=1l;k<=n;k++) { 
T = {xlxeS[k] 人 cons (node, x)} 
if (sizeof(T)==0) 
return m; 
r=r* sizeof(T); 
m=m+r; 
node = choose (T); 
} 
return m; 


} 


有 了 上 述 算法 后 ， 在 用 回溯 法 求解 某 一 问题 时 ， 就 可 以 用 这 个 算法 来 估计 回溯 法 在 搜 
索 过 程 中 所 生成 的 结 点 总 数 。 为 了 得 到 更 准确 的 数据 ， 可 以 选取 若干 条 随机 路 径 ， 分 别 估 
计 它 们 的 结 点 总 数 后 ， 再 取 平 均值 。 

在 使 用 上 述 的 估计 算法 时 作 了 某 些 假设 ， 而 实际 使 用 回溯 算法 进行 搜索 时 ， 并 不 都 这 
样 。 实 际 上 ， 大 多 数 的 回溯 算法 中 ， 约 束 方程 随 着 搜索 过 程 的 深入 而 不 断 地 加 强 。 满 足 约 
束 方程 的 结 点 数 ， 与 用 上 述 算法 所 估计 的 结 点 数 比较 起 来 ， 将 大 为 减少 。 
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习 是 


. 用 递归 函数 设计 一 个 解 n 皇后 问题 的 回溯 算法 。 

.修改 算法 7.1， 使 它 可 以 输出 皇后 问题 的 所 有 布局 。 

.使 用 算法 7.1 解 八 皇后 问题 时 ， 在 最 坏 情 况 下 ， 求 所 生成 的 搜索 树 的 结 点 总 数 。 
.修改 算法 7.1， 使 其 搜索 空间 由 4+ 减少 为 4!。 

. 用 递归 函数 设计 一 个 解 图 的 m 着 色 问 题 的 回溯 算法 。 

6. 使 用 算法 7.2， 令 m=4， 求 解 图 7.8 所 示 的 图 时 ， 画 出 所 生成 的 搜索 树 。 这 时 ， 所 
生成 的 结 点 数 有 多 少 ? 

7. 用 递归 函数 设计 一 个 解 哈密 尔 顿 回路 的 回溯 算法 。 

8. 使 用 算法 7.3 求解 图 7.8 (b) 所 示 的 哈密 尔 顿 回路 时 ， 画 出 所 生成 的 搜索 树 。 

9. 修改 算法 7.3， 使 它 可 以 输出 所 有 的 哈密 尔 顿 回路 。 

10. 用 回溯 法 设计 一 个 解 货 郎 担 问题 的 算法 。 

11. 设计 一 个 回溯 算法 ， 求 解 国际 象棋 中 马 的 周游 问题 : 给 定 一 个 8x8 的 棋盘 ， 马 从 
棋盘 的 某 一 个 位 置 出 发 , 经 过 棋盘 中 的 每 一 个 方 格 恰好 一 次 , 最 后 回 到 它 开 始 出 发 的 位 置 。 

12. 给 定 n 个 正 整 数 集合 于 ={x,x2,…,xn} 和 一 个 正 整 数 y, 编写 一 个 回溯 算法 , 在 并 
中 寻找 所 有 的 子 集 ¥ c 针 ， 使 得 中 元 素 之 和 等 于 y。 

13. 有 项 作业 分 配给 个 人 去 完成 ， 每 人 完成 一 项 作业 。 假 定 第 i 个 人 完成 第 jj 项 作 
业 ， 需 要 花费 cj ，cy > 0，1< j<n。 编 写 一 个 回溯 算法 ， 把 这 项 作业 分 配给 ”个 人 完 
成 ， 使 得 总 花费 最 小 。 

14. 给 定 背 包 的 载重 量 M =20; 有 6 个 物体 ， 价 值 分 别 为 11,8,15,18,12,6， 重 量 分 别 
为 5,3,2,10,4,2。 说 明 用 回溯 法 求解 上 述 0/1 背包 问题 的 过 程 。 画 出 搜索 树 ， 结 点 按照 生成 
顺序 编号 ， 并 在 结 点 旁边 标 出 生成 该 结 点 时 所 执行 动作 的 结果 。 

15. 设 有 一 个 nxm 格 的 迷宫 ， 四 面 封闭 ， 仅 在 左上 角 的 格子 有 入 口 ， 右 下 角 的 格子 有 
出 口 。 迷 富 内 部 的 格子 ， 其 东 、 西 、 南 、 北 四 面 或 者 有 出 入 口 ， 或 者 没有 出 入 口 。 设 计 一 
个 回溯 算法 通过 迷宫 。 

16. 展览 馆 的 警卫 员 配 备 问题 。 展 览 馆 由 mxn 个 展览 厅 组 成 ， 需 配备 若干 警卫 员 。 每 
个 警卫 员 除了 负责 所 在 展览 厅 的 警卫 工作 外 ， 还 可 负责 上 、 下 、 左 、 右 4 个 相 邻 展览 厅 的 
警卫 工作 。 设 计 一 个 回溯 算法 ， 求 解 展览 馆 的 警卫 员 配 备 问题 ， 使 得 所 配备 的 警卫 员 人 数 
最 少 。 

17. 跳棋 问题 。 如 图 7.15 所 示 的 棋盘 ，33 个 交点 中 放 着 32 枚 棋子 ， 中 心 交 点 空 着 。 
任何 棋子 都 可 以 沿 着 水 平方 向 或 垂直 方向 跳 过 与 其 相 邻 的 棋子 ， 而 进入 一 个 空 着 的 交点 ， 
并 吃 掉 被 跳 过 的 棋子 。 设 计 一 个 回溯 算法 ， 求 解 跳棋 问题 ， 使 得 最 终 只 在 棋盘 的 中 心 交点 
剩 下 一 枚 棋子 。 


Lh 上 miP 一 
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图 7.15 ”跳棋 问题 中 棋子 的 初始 布局 


回溯 法 思想 方法 及 效率 分 析 等 方面 的 描述 ， 可 在 文献 [3]、[4]、[9]、[10]、[17]、[19]、 
[28] 中 看 到 。 回 济 法 解 n 皇后 问题 可 在 文献 [3]、[8]、[9]、[10]、[17]、[19] 中 看 到 。 回 溯 法 
解 图 的 着 色 问 题 可 在 文献 [3]、[9]、[10]、[17]、[19] 中 看 到 。 回 溯 法 解 哈密 尔 顿 回路 问题 可 
在 文献 [9]、[17] 中 看 到 。 回 溯 法 解 0/1 背包 问题 可 在 文献 [4]、[17]、[19] 中 看 到 。 
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回溯 法 的 一 个 显著 的 特点 是 ， 从 根 结 点 出 发 ， 按 照 状态 空间 树 的 结构 ， 向 下 搜索 它 的 
所 有 儿子 结 点 ， 对 不 满足 约束 条 件 的 儿子 结 点 ， 把 它 当 作 q _ 结 点 而 丢弃 ; 对 满足 约束 条 
件 的 结 点 ， 把 它 当 作 e_ 结 点 ， 继 续 向 下 搜索 它 的 所 有 儿子 结 点 。 这 种 搜索 过 程 一 直 进行 ， 
当 搜 索 到 一 个 满足 约束 条 件 的 叶子 结 点 时 ， 就 得 到 了 一 个 可 行 解 ， 或 者 所 有 的 儿子 结 点 都 
不 满足 约束 条 件 时 ， 该 结 点 就 被 当 作 q _ 结 点 而 被 丢弃 ， 向 上 回溯 到 它 的 父亲 结 点 。 在 某 
种 意义 下 ， 这 种 搜索 是 盲目 进行 的 。 

第 7 章 的 0/1 背包 问题 的 求解 ， 对 这 种 搜索 方法 进行 了 改进 ， 当 问题 是 求 最 优 解 时 ， 
如 果 是 求 最 大 值 ， 就 把 目标 函数 的 界 初始 化 为 最 小 ;如 果 是 求 最 小 值 ， 就 把 目标 函数 的 界 
初始 化 为 最 大 。 当 从 某 个 e_ 结 点 向 下 搜索 时 ， 估 计 从 该 结 点 向 下 搜索 所 可 能 取得 的 值 ， 把 
这 个 值 和 当前 目标 函数 的 界 进行 比较 , 如 果 是 求 最 大 值 , 而 结果 又 大 于 当前 目标 函数 的 界 ， 
就 继续 从 这 个 e。_ 结 点 向 下 搜索 ， 否 则 就 把 这 个 e。_ 结 点 变 为 4 _ 结 点 而 丢弃 它 。 这 时 的 搜 
索 ， 才 似乎 有 了 方向 。 这 种 搜索 ， 只 有 在 找到 一 个 可 行 解 之 后 ， 目 标 函 数 的 界 才 有 实际 意 
义 。 在 寻找 第 一 个 可 行 解 时 ， 搜 索 仍 然 是 盲目 的 。 在 整个 搜索 过 程 中 ,仍然 是 盲目 搜索 的 。 

但 是 ， 在 从 某 个 e_ 结 点 进行 搜索 时 ， 先 估算 目标 函数 的 界 ， 再 确定 是 否 向 下 搜索 的 方 
法 启发 人 们 去 寻求 男 一 种 搜索 模式 。 这 种 搜索 模式 ， 就 是 本 章 要 讨论 的 分 支 与 限界 法 。 


8.1 分 支 与 限界 法 的 基本 思想 


分 支 与 限界 法 的 基本 思想 , 是 在 分 支 结 点 即 e_ 结 点 上 , 预先 分 别 估 算 沿 着 它 的 各 个 儿 
子 结 点 向 下 搜索 的 路 径 中 ， 目 标 函 数 可 能 取得 的 “ 界 ”， 然 后 把 它 的 这 些 儿 子 结 点 和 它们 
可 能 取得 的 “ 界 ” 保 存在 一 张 结 点 表 中 ， 再 从 表 中 选取 “ 界 ” 最 大 或 最 小 的 e_ 结 点 向 下 搜 
索 。 因 为 必须 从 表 中 选取 “ 界 ” 取 极 值 的 e_ 结 点 ， 所 以 经 常用 优先 队列 来 维护 这 张 表 ， 但 
也 可 以 使 用 堆 结构 来 维护 这 张 表 。 

这 样 ， 从 根 结 点 开始 ， 在 整个 搜索 过 程 中 ， 每 遇 到 一 个 e_ 结 点 ， 就 对 其 各 个 儿子 结 点 
进行 目标 函数 可 能 取得 的 值 的 估算 ， 以 此 来 更 新 结 点 表 一 一 丢弃 不 再 需要 的 结 点 ， 加 入 新 
的 结 点 。 再 从 表 中 选取 “ 界 ” 取 极 值 的 结 点， 并 重复 上 述 过 程 。 随 着 这 个 过 程 的 不 断 深入 ， 
结 点 表 中 所 估算 的 目标 函数 的 极 值 越 来 越 接近 问题 的 解 。 当 搜索 到 一 个 叶子 结 点 时 ， 如 果 
对 该 结 点 所 估算 的 目标 函数 的 值 是 结 点 表 中 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 那 么 沿 叶子 结 点 到 根 结 点 
的 路 径 所 确定 的 解 ， 就 是 问题 的 最 优 解 ， 由 该 叶子 结 点 所 确定 的 目标 函数 的 值 就 是 解 这 个 
问题 所 得 到 的 最 大 值 或 最 小 值 。 
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这 样 ， 分 支 与 限界 法 不 再 像 单纯 的 回溯 法 那样 盲目 地 往 前 搜索 ， 也 不 是 遇 到 死胡同 才 
往 回 走 ， 而 是 依据 结 点 表 中 不 断 更 新 的 信息 ， 不 断 地 调整 自己 的 搜索 方向 ， 有 选择 、 有 目 
标 地 往 前 搜索 ， 回 溯 也 不 是 单纯 地 沿 着 父亲 结 点 ， 一 层 一 层 地 向 上 回溯 ， 而 是 依据 结 点 表 
中 的 信息 回溯 。 

假定 问题 的 解 向 量 为 入 (xl … wx), 其 中 ,x 的 取 值 范围 为 某 个 有 穷 集 S; ,|5; |=m ， 
1< i<n。 在 使 用 分 支 限界 法 解 具体 问题 时 ， 可 以 采用 下 面 两 种 典型 方式 : 

第 一 种 方式 就 是 上 面 所 叙述 的 方法 ， 当 从 根 结 点 开始 向 下 搜索 时 ， 由 个 儿子 结 点 分 
别 构成 棵 子 树 的 根 ， 从 而 组 成 部 分 解 x 的 种 可 能 取 值 方式 。 对 这 个 儿子 结 点 ,分 别 
估算 它们 所 可 能 取得 的 目标 函数 的 值 bound xi) 。 如 果 是 求 最 小 值 问题 ， 就 把 bound (x1) 称 
为 该 儿子 结 点 的 下 界 ， 意 思 是 沿 着 该 儿子 结 点 向 下 搜索 所 可 能 取得 的 值 最 小 不 会 小 于 
bound (x1) 。 假 如 (x1,x2,… xz 是 沿 着 该 儿子 结 点 一 层 一 层 往 下 搜索 所 得 到 的 部 分 解 ， 那 
么 应 该 满足 : 


bound (x1) < bound(x1,x%2)< -… < bound(x1,x2,.… XR) (8.1.1) 


在 求 得 mi 个 儿子 结 点 的 下 界 之 后 ， 把 它们 保存 在 结 点 表 中 ， 并 删除 根 结 点 在 结 点 表 中 的 登 
记 项 。 这 时 ， 在 结 点 表 中 登记 的 结 点 及 其 相应 的 下 界 bound (x1) 有 ni 个 ， 于 是 从 结 点 表 中 
选取 下 界 bound(xl) 最 小 的 儿子 结 点 作为 下 一 次 搜索 的 起 点 。 这 时 ， 以 这 个 结 点 作为 根 的 
子 树 有 ,个 儿子 结 点 。 同 样 ， 分 别 计算 ,个 儿子 结 点 的 下 界 ， 并 把 它们 登记 在 结 点 表 中 ， 
同时 删除 这 棵 子 树 的 根 结 点 在 结 点 表 中 的 登记 项 。 这 个 过 程 一 直 继 续 ， 当 搜索 到 一 个 叶子 结 
点 时 ， 就 得 到 了 一 个 可 行 解 (x1,x2,… wxn) 及 其 下 界 bound(x1x2,… ,xn)， 也 把 它 登 记 在 结 
点 表 中 。 这 时 ， 如 果 结 点 表 中 有 某 个 结 点 ， 其 下 界 大 于 bound (x1, x2, … ,xn)， 那 么 根据 式 
(8.1.1) ， 从 这 个 结 点 向 下 继续 搜索 所 得 到 的 结果 ， 其 下 界 必然 大 于 bound(x1,x2,… ,Xn)。 
因此 ， 可 以 把 它 从 结 点 表 中 删 去 。 于 是 ， 就 有 两 种 情况 出 现 。 如 果 bound(x1,x2,… ww) 是 结 
点 表 中 下 界 最 小 的 , 那么 (x1,x2,… xn) 就 是 问题 的 最 优 解 ， bound(x1,x2,… xn) 就 是 所 求 问 
题 的 最 小 值 。 但 是 ， 如 果 bound(x1x2,… wn) 不 是 结 点 表 中 下 界 最 小 的 ， 说 明 还 存在 着 某 个 
部 分 解 苹 '=(xw, 怠 ,…,x)， 其 下 界 小 于 bound(x1,x2,… wxn)。 于 是 ， 选 取 与 这 个 部 分 解 对 应 
的 结 点 向 下 搜索 ， 把 这 个 部 分 解 扩 展 为 入 '=(x, 台 ,…, 台 4) 。 如 果 扩 展 的 结果 
bound (X11, 区 ,…,Xh) 仍然 小 于 bound(x1,x2,… ,xn)， 则 继续 从 这 个 结 点 向 下 搜索 ， 再 次 扩展 
这 个 部 分 解 ， 否 则 ， 把 这 个 结 点 从 结 点 表 中 删 去 。 

另外 ， 如 果 是 求 最 大 值 问题 ， 就 把 bound (x1) 称 为 该 分 支 结 点 的 上 界 ， 意 思 是 沿 着 该 
分 支 结 点 向 下 搜索 所 可 能 取得 的 值 最 大 不 会 大 于 bound (x1) 。 假 如 下 (x1,x2,… ,x 是 沿 着 该 
儿子 结 点 一 层 一 层 往 下 搜索 所 得 到 的 部 分 解 ， 那 么 应 该 满足 : 

bound (x1) =bound(x1.x2)>-… >bound(x1,x2,.… XR) (8.1.2) 

其 余 搜 索 过 程 ， 与 求 最 小 值 的 方法 类 似 。 

因为 在 结 点 表 中 ， 必 须 保 存 一 个 当前 最 大 或 最 小 的 叶子 结 点 ， 所 以 这 种 方法 理论 上 在 
最 坏 情 况 下 ， 所 需 结 点 表 的 空间 为 O(n xz x…xmxzm) 。 如 果 解 该 问题 的 状态 空间 树 是 
一 棵 完全 ?7 又 树 ， 则 六 =n =…=n, =n， 所 需 结 点 表 的 空间 为 0(n”)。 如 果 解 该 问题 的 状 
态 空间 树 是 一 棵 完全 二 又 树 ， 则 六 =m2 =-…=n, =2， 所 需 结 点 表 的 空间 为 0(2”)。 实 际 上 ， 
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正如 回溯 法 中 所 叙述 的 那样 ， 在 一 般 情 况 下 ， 可 以 很 快 地 得 到 问题 的 解 ， 因 此 所 需 的 实际 
空间 远 远 小 于 上 述 的 估计 数字 。 

使 用 分 支 限界 法 的 另 一 种 方式 是 : 当 从 根 结 点 开始 向 下 搜索 时 ,不 是 如 上 面 所 述 那样 ， 
对 nmi 个 儿子 结 点 分 别 估算 它们 所 可 能 取得 的 目标 函数 的 值 bound (x1) ,再 选取 bound (x1) 最 
小 或 最 大 的 结 点 进行 分 支 搜索 ， 而 是 预先 通过 某 种 方式 的 处 理 ， 从 众多 的 儿子 结 点 中 挑选 
一 个 儿子 结 点 作为 搜索 树 的 一 个 分 支 结 点 ， 而 把 去 掉 这 个 结 点 之 后 的 其 他 儿子 结 点 集合 作 
为 搜索 树 的 另 一 个 分 支 结 点 。 令 bound (xl) 是 选择 该 儿子 结 点 进行 分 支 搜索 时 所 可 能 取得 
的 目标 函数 的 界 ， 令 bound ( 2) 是 不 选择 该 儿子 结 点 时 所 可 能 取得 的 目标 函数 的 界 。 然 后 ， 
选取 界 最 大 或 最 小 的 分 支 结 点 ， 继 续 上 述 的 处 理 ， 直 到 最 后 得 到 界 最 大 或 最 小 的 叶子 结 点 
为 止 。 这 个 结 点 所 对 应 的 解 ， 就 是 问题 的 最 优 解 ， 所 对 应 的 界 ， 就 是 问题 所 求 的 最 大 值 或 
最 小 值 。 

采用 这 种 方式 进行 分 支 和 限界 ， 每 进行 一 次 分 支 选 择 ， 只 计算 两 个 目标 函数 的 界 ， 所 
生成 的 搜索 树 是 一 棵 二 又 树 。 显 然 ， 需 要 计算 目标 函数 上 、 下 界 的 结 点 数 大 为 减少 ， 存 放 
结 点 表 所 需要 的 空间 也 大 为 减少 。 但 是 ， 必 须 首先 解决 一 个 问题 ， 那 就 是 如 何 选择 分 支 和 
如 何 计算 目标 函数 的 上 、 下 界 。 

在 下 面 的 章节 里 ， 将 介绍 几 个 典型 的 分 支 限界 算法 。 


8.2 ”作业 分 配 问题 


作业 分 配 问题 的 提 法 是 : n 个 操作 员 以 种 不 同时 间 完 成 项 不 同 作业 , 要 求 分 配 每 位 
操作 员 完 成 一 项 作业 ， 使 完成 项 作业 的 时 间 总 和 最 少 。 


8.2.1 分 支 限界 法 解 作业 分 配 问题 的 思想 方法 


为 方便 起 见 ， 把 个 操作 员 编 号 为 0,1,…,n -1， 把 n 项 作业 也 编号 为 0,1,…,n -1。 用 
二 维 数 组 c 来 描述 每 位 操作 员 完 成 每 项 作业 时 所 需 的 时 间 ， 如 元 素 cj 表示 第 i 位 操作 员 完 
成 第 7 号 作业 所 需 的 时 间 。 用 向 量 x 来 描述 分 配给 操作 员 的 作业 编号 ， 如 分 量 x; 表 示 分 配 
给 第 i 位 操作 员 的 作业 编号 。 

使 用 8.1 节 所 叙述 的 第 一 种 分 支 限界 方法 ， 从 根 结 点 开始 向 下 搜索 。 在 整个 搜索 过 程 
中 ， 每 遇 到 一 个 e_ 结 点 ， 就 对 其 所 有 儿子 结 点 计算 它们 的 下 界 ， 把 它们 登记 在 结 点 表 中 。 
再 从 表 中 选取 下 界 最 小 的 结 点 ， 并 重复 上 述 过 程 。 当 搜索 到 一 个 叶子 结 点 时 ， 如 果 该 结 点 
的 下 界 是 结 点 表 中 最 小 的 ， 那 么 该 结 点 就 是 问题 的 最 优 解 否则， 对 下 界 最 小 的 结 点 继续 
进行 扩展 。 

这 样 一 来 ， 问 题 归结 为 如 何 计算 下 界 。 假 定 大 表示 搜索 深度 ， 当 大 = 0 时 ， 从 根 结 点 开 
始 向 下 搜索 。 这 时 ， 它 有 n 个 儿子 结 点 ， 对 应 于 n 个 操作 员 。 如 果 把 第 0 号 作业 (j=0) 
分 配给 第 i 位 操作 员 ，0<i< mn-1， 其 余 作业 分 配给 其 余 操作 员 ， 显 然 所 需 时 间 至 少 为 : 
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nl 
t= > (mincy) 
j=1 


上 式 表示 : 如 果 把 第 0 号 作业 分 配给 第 i 位 操作 员 ， 所 需 时 间 至 少 为 第 i 位 操作 员 完 成 第 0 
号 作业 所 需 时 间 ， 加 上 其 余 n-1 项 作业 分 别 由 其 余 m-1 位 操作 员 单 独 完成 时 所 需 最 短 时 间 
之 和 。 

例如 , 4 个 操作 员 完 成 4 项 作业 所 需 的 时 间 如 图 8.1 所 示 。 第 0 行 的 4 个 数据 分 别 表 示 
第 0 位 操作 员 完 成 4 项 作业 所 需 时 间 。 当 把 第 0 号 作业 分 配给 第 0 位 操作 员 时 ，coo =3， 
而 第 1 号 作业 分 别 由 其 余 3 位 操作 员 单 独 完成 时 , 最 短 时 间 为 7, 第 2 号 作业 最 短 时 间 为 6， 
第 3 号 作业 最 短 时 间 为 3。 因 此 ， 当 把 第 0 号 作业 分 配给 第 0 位 操作 员 时 ， 所 需 时 间 至 少 
不 会 小 于 3+7+6+3=19， 可 以 把 它 看 成 是 在 根 结 点 下 第 0 个 儿子 结 点 的 下 界 。 


图 8.1 4 个 操作 员 完 成 每 项 作业 所 需 的 时 间 


同样 ， 如 果 把 第 0 号 作业 分 配给 第 1 位 操作 员 ， 所 需 时 间 至 少 不 会 小 于 9+7+4+3= 
23， 可 以 把 它 看 成 是 在 根 结 点 下 第 1 个 儿子 结 点 的 下 界 。 

一 般 地 , 当 搜索 深度 为 上 ， 前面 第 0.1,…, 大 -1 号 作业 已 分 别 分 配给 编号 为 为 二 …: 关 :的 
操作 员 。 令 S={0,1,…,n 一 1} 表 示 所 有 操作 员 的 编号 集合 ， mi = {5, 二 …, 关 由 表示 作业 已 
分 配 的 操作 员 编 号 集合 。 当 把 第 号 作业 分 配给 编号 为 i 的 操作 员 时 ，i eS 一 m1， 显然 ， 
所 需 时 间 至 少 为 : 


大 n-l 
t= > c+ min ci (C82.1) 


当 搜索 深度 为 上 时 ， 式 〈8.2.1) 可 用 来 计算 某 个 儿子 结 点 的 下 界 。 如 果 每 个 结 点 都 包 
含 已 分 配 作 业 的 操作 员 编 号 集合 m 、 未 分 配 作 业 的 操作 员 编 号 集合 S、 操 作 员 的 分 配方 案 
向 量 x、 搜索 深度 k、 所 需 时 间 的 下 界 1 等 信息 ,那么 用 分 支 限 界 法 解 作业 分 配 问题 的 过 程 ， 
可 叙述 如 下 : 

(1) 建立 根 结 点 于 ， 令 根 结 点 的 革 k= 0， 耻 .S$S={0,1,…,n 一 1}， 了 m=gp， 把 当前 问 
题 的 可 行 解 的 最 优 时 间 下 界 bound 置 为 wo。 

(2) 令 i=0。 

(3) 若 ie 陡 S ， 建 立 儿 子 结 点 互 ， 把 结 点 并 的 数据 复制 到 结 点 互 ， 否 则 转 步骤 (7) 。 

(4) 令 TYm=YmU{i}, YS=Y.S-—{i}, Fx=Yk, k=EE+1, 按 式 (8.2.1) 
计算 +。 

(5) 如 果 五 1 < bound ， 转 步骤 (6) ; 否则 剪 去 结 点 五 ， 转 步 又 (7) 。 

(6) 把 结 点 五 插入 优先 队列 。 如 果 结 点 无 是 叶子 结 点 ， 表 明 它 是 问题 的 一 个 可 行 解 ， 
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五 + 更 新 当前 可 行 解 的 最 优 时 间 下 界 bound 。 
(7) i=i+1， 若 i1<n， 转 步骤 (3) ， 否 则 转 步 又 (8) 。 
(8) 取 下 队列 首 元 素 作 为 子 树 的 根 结 点 蒜 ， 若 蒜 k=n ， 则 该 结 点 是 叶 结 点 ， 表 明 它 
是 问题 的 最 优 解 ， 算 法 结束 ， 向 量 工 x 便 是 作业 最 优 分 配 分 案 ， 否 则 ， 转 步骤 (2) 。 
例 8.1 考虑 图 8.1 所 示 的 4 个 操作 员 的 作业 最 优 分 配方 案 。 
令 表示 在 某 个 搜索 深度 下 , 把 作业 分 配给 操作 员 i 时 的 时 间 下 界 。 那么 , 当 k=0 
时 ， 有 : 
too =3+7+6+3=19 
tio =9+7+4+3=23 
tx0 =8+7+4+5=24 
to =12+7+4+3=26 


于 是 , 在 根 结 点 下 建立 4 个 儿子 结 点 2,3,4,5, 对 应 于 把 第 0 号 作业 分 别 分 配给 第 0,1,2,3 
号 操作 员 ， 其 下 界 分 别 为 19,23,24,26， 如 图 8.2 所 示 的 搜索 树 中 第 1 层 儿子 结 点 所 表示 的 
那样 ， 把 这 些 结 点 都 插入 优先 队列 中 ， 这 时 结 点 2 的 下 界 最 小 ， 是 优先 队列 的 首 元 素 ， 表 
明 把 第 0 号 作业 分 配给 第 0 号 操作 员 所 取得 的 下 界 最 小 。 把 它 从 队列 中 取 下 ， 并 由 它 向 下 
继续 搜索 ， 生 成 3 个 儿子 结 点 ， 分 别 为 6,7,8， 对 应 于 把 第 1 号 作业 分 别 分 配给 第 1,2,3 号 
操作 员 ， 其 下 界 分 别 为 : 


ti1 =3+12+6+3=24 
tn =3+7+6+5=21 
ta =3+7+9+3=22 


图 8.2 4 个 操作 员 作业 分 配 问题 的 搜索 树 


也 把 这 3 个 结 点 插入 优先 队列 中 。 这 时 ， 结 点 7 的 下 界 21 最 小 ， 是 队列 的 首 元 素 。 表 明 把 
第 0、1 号 作业 分 别 分 配给 第 0、2 号 操作 员 ， 所 取得 的 下 界 最 小 。 把 它 从 队列 中 取 下 ， 并 
由 它 向 下 继续 搜索 ， 生 成 2 个 儿子 结 点 ， 分 别 为 9,10， 对 应 于 把 第 2 号 作业 分 别 分 配给 第 
1,3 号 操作 员 ， 其 下 界 分 别 为 : 

tz =3+7+13+8=31 
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132 =3+7+6+5=21 
也 把 这 2 个 结 点 插入 队列 中 。 这 时 ， 结 点 10 的 下 界 21 最 小 ， 是 队列 首 元 素 。 表 明 把 第 0、 
1、2 号 作业 分 别 分 配给 第 0、2、3 号 操作 员 ， 所 取得 的 下 界 最 小 。 把 它 从 队列 中 取 下 ， 并 
由 它 向 下 继续 搜索 ， 生 成 1 个 儿子 结 点 11， 其 下 界 为 : 
ti3=3+7+6+5=21 
把 它 插 入 队列 中 。 因 为 它 是 队列 中 下 界 最 小 的 结 点 ， 所 以 把 它 从 队列 中 取 下 。 又 因为 它 是 
叶子 结 点 ， 所 以 它 就 是 问题 的 最 优 解 。 由 此 得 到 4 个 操作 员 的 作业 分 配方 案 是 : 


xo =0 X1=3 x2 =1 Xs3=2 


8.2.2 ”分支 限界 法 解 作业 分 配 问题 算法 的 实现 
首先 ， 定 义 结 点 的 数据 结构 如 下 : 


struct ass node { 


int x[n]; /* 分 配给 操作 员 的 作业 */ 

nt ks; /* 搜索 深度 */ 

float t; /* 当前 搜索 深度 下 , 已 分 配 的 作业 所 需 时 间 */ 
float b; /* 本 结 点 所 需 的 时 间 下 界 */ 

struct ass node *next; /* 优先 队列 链 指针 */ 


}; 
typedef struct ass node ASS_ NODE; 


在 这 个 结构 中 ， 用 数组 x 来 存放 分 配给 操作 员 的 作业 。x[i]=. 表示 把 作业 j 分 配给 操 
作 员 i; x[ 门 =--1 表 示 操 作 员 i 尚未 分 配 作 业 。 这 样 ， 数 组 x* 隐 含 了 集合 m 和 5 的 信息 : 数 
组 x* 中 所 有 不 等 于 -1 的 元 素 都 属于 集合 m; 所 有 等 于 -1 的 元 素 都 属于 集合 S 。 在 搜索 过 程 
中 ， 各 个 结 点 的 数据 是 动态 变化 的 ， 互 不 相同 ， 发 生 回溯 时 ， 必 须 使 用 结 点 中 原来 的 数据 。 
因此 ， 每 个 结 点 的 数据 都 是 局 部 于 该 结 点 的 。 

用 二 维 数组 c 来 存放 个 操作 员 分 别 完成 项 作业 所 需 时 间 , 用 变量 bounq 存放 当前 已 
搜索 到 的 某 个 可 行 解 的 最 优 时 间 ， 用 变量 gbase 存放 优先 队列 的 首 指针 。 


float cln] [n]; /* mn 个 操作 员 分 别 完成 n 项 作业 所 需 时 间 */ 
float bound; /* 当前 已 搜索 到 的 可 行 解 的 最 优 时 间 */ 
ASS_NODE *qbase; /* 优先 队列 的 首 指 针 */ 


用 下 面 两 个 函数 对 优先 队列 进行 操作 : 

® voldQ insert(ASS NODE *gqgbase, ASS_ NODE *xnode); 
把 xnode 所 指向 的 结 点 按 所 需 时 间 下 界 插 入 优先 队列 gpase 中 ， 下 界 越 小 ， 优 先 
性 越 高 。 

® ASS NODE *Q delete(ASS NODE *gqgbase): 

取 下 并 返回 优先 队列 qbase 的 首 元 素 。 
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于 是 ， 作 业 分 配 问题 的 分 支 限界 算法 可 叙述 如 下 : 


算法 8.1 作业 分 配 问 题 的 分 支 限界 算法 


输入 : n 个 操作 员 分 别 完成 n 项 作业 所 需 时 间 c[] [] ,操作 员 个 数 n 


输出 :最 优 分 配方 案 job [] ,及 最 优 下 限时 间 


10. 
11. 
是 及 5 
13s 
14. 
Ls 
16* 
二 
10. 
19. 


型 
2 
3 
4 
Hs 
6 
沁 
8 
9 


. #define MAX FLOAT NUM ~ 


nt 3 
RSS_NODE *xnode,*ynode,*qbase = NULL; 
float min,bound = MAX FLOAT NUM; 
xnode = new ASS_ NODE; 
for (i=0;i<n;i++) 
xnode->x[i] = -1; 
xnode->t = xnode->b = 0; 
xnode->k = 0; 
while (xnode->k!=n) { 
for (i=0;i<n;i++) { 
if (xnode->x[i]==-1) { 
ynode = new ASS_ NODE; 
*ynode = *xnode; 
ynode->x[i] = ynode->k; 
ynode->t += c[i]l [ynode->k]; 
ynode->b = ynode->t; 
ynode->k++; 
for (j=ynode->k;j<n;j++) { 
min = MAX FLOAT NUM; 
for (m=0;m<n;m++) { 


/* 


Pa 


/* 
/* 


最 大 的 浮 点 数 */ 


. float job assigned(float c[][],int n,int job[]) 
| 


初始 化 xnode 所 指向 的 根 结 点 */ 


非 叶子 结 点 , 继续 向 下 搜索 */ 
对 n 个 操作 员 分 别 判断 处 理 */ 
操作 员 二 尚未 分 配 作 业 */ 
为 操作 员 i 建立 一 个 结 点 */ 
把 父亲 结 点 的 数据 复制 给 它 */ 
把 作业 k 分 配给 操作 员 i */ 
已 分 配 作 业 的 时 间 累 计 */ 


该 结 点 下 一 次 的 搜索 深度 */ 
未 分 配 作 业 最 小 时 间 估 计 */ 


if ((ynode->x[m]==-1)&&(c[m] [j]<min)) 


min = cl[m] [j]; 
} 
ynode->b += min; 
} 
if (ynode->b<bound) { 
Q insert (qbase, ynode); 
if (ynode->k==n) 
bound = ynode->b; 
} 
else delete ynode; 


} 


/* 
/* 
/* 
/ 


站 


小 于 可 行 解 的 最 优 下 界 */ 

把 结 点 按 下 界 插 入 优先 队列 */ 
已 得 到 一 个 可 行 解 */ 

更 新 可 行 解 的 最 优 下 界 */ 


/* 大 于 可 行 解 的 最 优 下 界 ,剪除 */ 


delete xnode; /* 释放 结 点 xznode 的 缓冲 区 */ 


xnode = Q delete (qbase); 
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39. } 

40. min = xnode->b; /* 保存 下 界 , 以 便 作为 返回 值 返 回 */ 
41. for (i=0;i<n;i++) /* 把 分 配方 案 保存 于 数组 job 中 返回 */ 
42. job[i] = xnode->x[i]; 

43 . while (qbase) { /* 释放 结 点 缓冲 区 */ 

44. xnode = Q delete (qbase); 

45. delete xnode; 

46. } 

return min; 

48. } 


算法 的 第 7~11 行 ， 建 立 由 xnode 所 指向 的 结 点 作为 根 结 点 ， 把 结 点 中 数组 x 的 所 有 元 
素 置 为 -1， 表 明 所 有 的 操作 员 都 还 没有 分 配 作 业 ; 把 搜索 深度 上 ， 也 即 等 待 分 配 的 第 一 个 
作业 号 码 初 始 化 为 0， 把 已 分 配 作业 的 时 间 累 计 值 1 也 初始 化 为 0， 并 把 该 结 点 作为 父亲 结 
点 。 第 12 行 开 始 的 while 循环 ， 在 当前 的 父亲 结 点 下 ， 为 所 有 未 分 配 作 业 的 操作 员 i 建立 
相应 的 分 支 结 点 , 这 些 分 支 结 点 继承 了 父亲 结 点 在 此 之 前 所 得 到 的 全 部 结果 后 , 把 作业 分 
配给 相应 的 操作 员 ， 并 计算 由 此 完成 所 有 作业 至 少 需要 的 时 间 。 第 29~34 行 判 断 这 些 分 支 
结 点 的 时 间 估 计 值 是 否 小 于 当前 可 行 解 的 最 优 时 间 下 界 bound ， 如 果 是 ， 则 把 该 结 点 插入 
优先 队列 中 ， 并 继续 判断 该 结 点 是 否 是 叶子 结 点 ; 如 果 是 ， 表 明 该 结 点 是 一 个 可 行 解 ， 则 
用 其 时 间 计 算 值 来 更 新 当前 可 行 解 的 最 优 下 界 bound 。 如 果 某 个 分 支 结 点 的 时 间 估 计 值 大 
于 当前 可 行 解 的 最 优 下 界 bound ， 则 继续 从 这 个 分 支 结 点 向 下 搜索 已 没有 意义 ， 因 此 把 它 
从 树 中 剪 去 。 最 后 ， 再 取 下 优先 队列 首 元 素 作为 新 的 父亲 结 点 。 这 个 过 程 一 直 继 续 ， 直 到 
从 队列 取 下 的 元 素 ， 其 搜索 深度 上 =n 时 为 止 。 这 时 ， 该 结 点 是 叶子 结 点 ， 并 且 其 下 界 是 所 
有 结 点 中 下 界 最 小 的 ， 因 此 结束 搜索 。 第 40~47 行 是 释放 缓冲 区 ， 保 存 及 返回 数据 。 

时 间 复 杂 性 估算 如 下 : 在 第 11 行 之 前 的 初始 化 部 分 ， 第 8、9 行 的 for 循环 ， 初 始 化 
根 结 点 的 向 量 x 需要 O(n) 时 间 ; 其 余 需要 O(1) 时间。 第 12 行 的 while 循环 及 第 13 行 的 
for 循环 一 起 ， 假 定 需 进行 c 个 结 点 的 处 理 。 每 处 理 一 个 结 点 ， 就 执行 一 次 由 第 14 行 开始 
的 站 语句 的 一 个 子 句 。 在 这 个 子 句 里 ， 第 16 行 把 父亲 结 点 的 数据 复制 给 儿子 结 点 ， 需 要 
O(n) 时 间 ; 第 21~28 行 的 三 重 循环 ， 计 算 完成 未 分 配 作 业 至 少 需 要 的 时 间 估 计 值 ， 需 要 
O(n? ) 时 间 ; 第 30 行 把 结 点 插入 优先 队列 ， 第 38 行 取 下 队列 首 元 素 ， 需 要 O(c) 时 间 ， 
其 余 需 要 O(1) 时 间 。 因 此 ， 第 13~39 行 的 while 循环 ， 在 最 坏 情 况 下 需要 O(cn? ) 时 间 。 
在 算法 的 结束 部 分 ， 第 41 行 及 第 43 行 的 循环 分 别 需 要 O(n) 时间 和 O(c) 时 间 。 因 此 ， 算 
法 在 最 坏 情况 下 ， 需 要 O(cn” ) 时 间 。 

因为 共处 理 c 个 结 点 ,每 个 结 点 需要 O(n) 空间 ， 因 此 在 最 坏 情况 下 ， 算 法 的 空间 复杂 
性 是 O(cn ) 。 
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8.3 单 源 最 短路 径 问题 


如 果 把 第 5 章 的 单 源 最 短路 径 问 题 描 述 为 :给 定 有 向 赋 权 图 G=(V,E)， 图 中 每 一 条 
边 都 具有 非 负 长 度 ， 求 从 源 顶 点 s 到 目标 项 点 :的 最 短路 径 问题 。 那么 ， 也 可 以 用 分 支 限界 
法 来 求解 这 个 问题 。 


8.3.1 分支 限界 法 解 单 源 最 短路 径 问 题 的 思想 方法 


顶点 s 的 所 有 邻接 顶点 都 产生 一 个 分 支 结 点 ， 估 计 从 源 点 s 经 该 邻接 顶点 到 达 目 标 项 点 的 
距离 作为 该 分 支 结 点 的 下 界 ， 然 后 选择 下 界 最 小 的 分 支 结 点 ， 对 该 分 支 结 点 所 对 应 的 顶点 
的 所 有 邻接 项 点 继续 进行 上 述 的 搜索 。 

例如 ， 在 图 8.3 中 ， 源 顶点 为 a， 目 标 顶点 为 :。 把 a 作为 根 结 点 进行 搜索 。a 有 3 个 
邻接 顶点 ， 因 此 产生 3 个 分 支 结 点 ， 如 图 8.4 所 示 。 从 顶点 a 到 这 3 个 分 支 结 点 所 对 应 的 顶 
点 b,c,d， 其 距离 分 别 为 1.4,4。b 有 两 个 邻接 顶点 。 和 e， 它 们 和 5 的 距离 分 别 为 2 和 9。 如 
果 从 对 应 b 的 结 点 1 继续 搜索 ， 则 从 到 1 的 最 短路 径 距 离 不 会 小 于 1+min{2,9}=3。 因 
此 ， 可 以 把 3 作为 结 点 1 的 下 界 。 同 样 ， 结 点 2 的 下 界 为 4+min{3,6,3,4}=7， 结 点 3 的 
下 界 为 4+7=11。 因 此 ， 可 以 选择 结 点 1 继续 进行 搜索 。 


图 8.3 顶点 a 到 顶点 1 的 最 短路 径 的 有 向 赋 权 图 图 8.4 图 8.3 搜索 树 的 第 一 层 分 支 结 点 
假定 4(noqde) 是 搜索 树 中 从 根 结 点 到 结 点 node 所 对 应 的 顶点 4 的 路 径 长 度 ,顶点 的 邻 
接 顶 点 为 Ww,…,V)， 而 cy 为 顶点 u 到 其 邻接 顶点 v(i=1,…, 7 的 距离 。 令 
h=min(c,, co cum ) (8.3.1) 
则 结 点 noqe 的 下 界 b(node) 可 表示 为 : 
b(node)=d(node) +h (8.3.2) 
如 果 把 顶点 编号 为 0,1,…,n 一 1 ， 用 顶点 邻接 表 来 表示 各 个 顶点 之 间 的 邻接 关系 ， 用 下 
面 的 数据 结构 来 存放 搜索 树 中 的 结 点 : 


struct path node { 
int i /* 该 结 点 所 对 应 的 顶点 */ 
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int path[n]; /* 从 源 点 开始 的 路 径 上 的 顶点 编号 */ 

int ks /* 当前 搜索 深度 下 , 路径 上 的 顶点 个 数 */ 
int 县 /* 从 源 点 到 本 结 点 所 对 应 顶点 的 路 径 长 度 */ 
float pb; /* 经 本 结 点 到 目标 顶点 最 短路 径 长 度 下 界 */ 


struct path node *next; 
}; 
typedef struct path node PATH NODE; 


假定 源 顶 点 为 s， 目 标 项 点 为 :， 用 分 支 限 界 法 求解 单 源 最 短路 径 问 题 的 步骤 可 描述 
如 下 : 

(1) 初始 化 :建立 根 结 点 对 ， 令 根 结 点 的 Xu=s，Xk=1，X.pathl0]=s，X.d=0， 
了 p=0， 当 前 可 行 解 的 最 短路 径 下 界 bound 置 为 m。 

(2) 令 顶 点 Yu 所 对 应 的 顶点 为 x ， 对 x 的 所 有 邻接 顶点 w ， 建 立 儿 子 结 点 互 ， 把 结 
点 了 的 数据 复制 到 结 点 五 。 

(3) 令 Fu=vi, Fpath[Y kK]=vi, Wk=Yk+tl, Vd=7.d+cuw: 对 顶点 v; 按 式 (8.3.1) 
和 式 (8.3.2) 计算 hn 入 .b。 

(4) 如 果 五 .5 < bound ， 转 步骤 (5) ;否则 前 去 结 点 素 ， 转 步骤 (6) 。 

(5) 把 结 点 五 插入 优先 队列 。 如 果 结 点 五 =+t， 表 明 它 是 问题 的 一 个 可 行 解 ， 用 于.b 
更 新 当前 可 行 解 的 最 短路 径 长 度 下 界 bound 。 

(6) 取 下 优先 队列 首 元 素 作为 子 树 的 根 结 点 他， 若 卫 w=+t ， 表 明 它 是 问题 的 最 优 解 ， 
算法 结束 ,数组 了 .path 存放 从 源 点 s 到 目标 顶点 1 的 最 短路 径 上 的 顶点 编号 ，X.d 存放 该 路 
径 的 长 度 ; 否则 ， 转 步骤 (2) 。 

例 8.2 用 分 支 限界 法 求 图 8.3 所 示 有 向 图 。 从 源 点 a 到 目标 顶点 1 的 最 短路 径 的 搜索 
过 程 如 图 8.5 所 示 。 根 结 点 0 所 对 应 的 源 点 a 有 3 个 邻接 顶点 5 、c 、q ， 分 别 为 它们 在 根 
结 点 0 下 建立 3 个 分 支 结 点 1]、2、3， 其 下 界 分 别 为 3、7、11。 结 点 1 的 下 界 最 小 ， 选 择 
从 结 点 1 继续 进行 搜索 。 对 应 于 结 点 1 的 顶点 b 的 邻接 顶点 为 < 和 e， 分别 为 它们 建立 分 支 
结 点 4 和 5， 下 界 分 别 为 6 和 11。 这 时 结 点 4 的 下 界 最 小 ， 选 择 从 结 点 4 继续 搜索 。 结 点 
4 对 应 的 顶点 < 的 邻接 顶点 有 qd 、e、f 、g ， 分 别 为 它们 建立 分 支 结 点 6、7、8、9， 对 应 
的 下 界 分 别 为 13、10、8、8。 此 时 结 点 2 的 下 界 最 小 ， 选 择 从 结 点 2 继续 进行 搜索 。 而 结 
点 2 对 应 的 顶点 也 为 c， 同 样 也 为 它 的 4 个 邻接 项 点 分 别 建 立 结 点 10、11、12、13， 下 界 
分 别 为 14、11、9、9。 这 时 结 点 8 的 下 界 最 小 ， 选 择 从 结 点 8 继续 搜索 。 结 点 8 对 应 的 顶 
点 了 的 邻接 顶点 为 e 和 +t， 分别 为 它们 建立 分 支 结 点 14 和 15， 下 界 分 别 为 9 和 11。 这 时 结 
点 15 对 应 的 顶点 + 是 目标 项 点， 因此 得 到 了 一 个 可 行 解 ， 路 径 为 a、b、c、f、+， 路 径 
长 度 为 11。 它 是 当前 可 行 解 的 下 界 。 这 时 结 点 9 的 下 界 最 小 ， 选 择 从 结 点 9 继续 搜索 。 结 
点 9 对 应 的 顶点 g 的 邻接 顶点 为 上/ 和 + ， 分 别 为 它们 建立 分 支 结 点 16 和 17， 下 界 都 是 10。 
而 结 点 17 对 应 的 顶点 是 +:， 因 此 又 得 到 一 个 可 行 解 ， 路 径 为 a、b、c、g 、1+， 路 径 长 度 
为 10。 由 它 刷新 当前 可 行 解 的 下 界 。 这 时 结 点 14 下 界 最 小 ， 从 结 点 14 继续 进行 搜索 。 它 
对 应 的 顶点 e 只 有 一 个 邻接 顶点 1， 为 它 建立 结 点 18， 下 界 为 9， 从 而 得 到 一 个 可 行 解 ， 路 
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径 为 4a、b、c、f、e、+， 路 径 长 度 为 9; 同时 结 点 18 的 下 界 是 所 有 结 点 中 最 小 的 ， 因 
此 它 是 最 优 解 ， 搜 索 结束 。 


图 8.5 求解 图 8.3 最 短路 径 的 搜索 树 


8.3.2 ”分支 限界 法 解 单 源 最 短路 径 问 题 算法 的 实现 


用 下 面 的 数据 结构 来 存放 顶点 邻接 表 : 

struct adj) list { /* 邻接 表 结 点 的 数据 结构 */ 
int v_num; /* 邻接 顶点 的 编号 */ 
float len; /* 邻接 项 点 与 该 项 点 的 距离 */ 
struct adj list *next; /* 下 一 个 邻接 顶点 */ 


}; 

typedef struct adj list NODE; 

用 变量 gbase 存放 优先 队列 的 首 指针 ; 

PATH NODE  *qbase; /* 优先 队列 的 首 指针 */ 


用 下 面 两 个 函数 对 优先 队列 进行 操作 : 

® voldQ insert(PATH NODE *gqbase, PATH NODE *xnode): 
把 xnode 所 指向 的 结 点 按 路 径 长 度 下 界 插 入 优先 队列 gbase 中 ， 下 界 越 小 ， 优 先 
性 越 高 。 

© PATH NODE *Q delete(PATH NODE *gqgbase): 
取 下 并 返回 优先 队列 gbase 的 首 元 素 。 

于 是 ， 分 支 限 界 法 解 单 源 最 短路 径 问 题 算法 的 实现 描述 如 下 : 
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算法 8.2 单 源 最 短路 径 的 分 支 限界 算 法 
输入 ; 项 点 个 数 n, 有 向 图 的 邻接 表 头 结 点 node [] , 源 项 点 s, 目标 项 点 七 
输出 ; 源 项 点 s 到 目标 项 点 七 最 短路 径 的 长 度 , 最 短路 径 上 的 顶点 编号 path [] ,顶点 个 数 k 


1. #define MAX FLOAT NUM ~ /* 最 大 的 浮 点 数 */ 

2. float shortest path (NODE node[],int n,int s,int t,int path[],int &k) 
3. 1{ 

4. int i 

5 PATH NODE *xnode,*ynode,*qbase = NULL; 

6 NODE *pnode,*p; 

7 float h,bound = MAX FLOAT NUM; 

8 xnode = new PATH NODE; /* 初始 化 xnode 所 指向 的 根 结 点 */ 
9。 xnode->u = xnode->path[0] = s; 

10. xnode->d = xnode->b = 0; xnode->k = 1; 

Ls for (i=1;i<n;i++) 

Les xnode->path[i] = -1; 

19: while (xnode->u!=t) { /* 结 点 所 对 应 的 顶点 不 是 目标 项 点 */ 
了 pnode = node [xnode->u] .next; /* 取 该 顶点 的 邻接 表 指 针 */ 

LDS while (pnode) { 

16. if (pnode->v num!=s) { /* 限制 邻接 顶点 不 是 源 顶 点 */ 
17'; ynode = new PATH NODE; /* 为 邻接 顶点 建立 一 个 结 点 */ 
1 *ynode = *xnode; /* 把 父亲 结 点 的 数据 复制 给 它 */ 
19. ynode->u = pnode->v_num;  /* 结 点 对 应 的 顶点 编号 */ 

2 ynode->path[k] = ynode->u;/* 当前 结 点 路 径 上 的 顶点 编号 */ 
2 ynode->k = ynode->k + 1; /* 路 径 上 的 顶点 个 数 */ 

有 ynode->d = ynode->d + pnode->len;  /* 当 前 结 点 路 径 的 长 度 */ 
2 p = node [ynode->u] .next; 

24. if (p==NULL) h = 0; /* 按 式 (8.3.1) 计 算 h */ 

二 else { 

26. h = MAX FLOAT NUM; 

Rs while (p){ 

28. if (p->len<h) h = p->len; 

2 P = p->next; 

305 } 

315 } 

E .人 ynode->b = ynode->d + h; 

3 if (ynode->b<bound) { /* 小 于 可 行 解 的 最 优 下 界 */ 

34. Q insert (qbase, ynode); /* 把 结 点 按 下界 插 入 优先 队列 */ 
35. if (ynode->u==t) /* 车 已 得 到 一 个 可 行 解 */ 

36. bound = ynode->b; /* 更 新 可 行 解 的 最 优 下 界 */ 

37， } 

38. else delete ynode; /* 大 于 可 行 解 的 最 优 下 界 ,剪除 */ 
39。 下 

40 . pnode = pnode->next; /* 取 下 一 个 邻接 项 点 */ 

41. } 
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Ep delete xnode; /* 释放 结 点 xnode 的 缓冲 区 */ 

六 xnode = Q delete (qbase); /* 取 下 队列 首 元 素 */ 

44. } 

45. h = xnode->d; /* 保存 路 径 长 度 作为 返回 值 返回 */ 

46. k = xnode->k; 

47. for (i=0;i<k;i++) /* 路 径 的 顶点 编号 存 于 数组 path*/ 

48 . path[i] = xnode->path[i]; 

49. while (qbase) { /* 释放 结 点 缓冲 区 */ 

50。 xnode = Q delete (qbase); 

与 和 delete xnode; 

} 

53s return h; 

54. } 

算法 的 第 8~12 行 ， 建 立 一 个 以 xnode 所 指向 的 结 点 作为 根 结 点， 并 对 它 进行 初始 化 。 
第 13~44 行 的 while 循环 ， 实 现 最 短路 径 的 搜索 。 第 14 行 取得 当前 结 点 所 对 应 顶点 邻接 表 


中 第 一 个 邻接 项 点 的 指针 ， 为 下 面 的 工作 做 准备 。 第 15~41 行 的 while 循环 为 当前 结 点 所 
对 应 顶点 的 所 有 邻接 顶点 建立 分 支 结 点 。 第 16~39 行 的 直子 句 , 如 果 邻 接 顶 点 不 是 源 顶 点 ， 
就 为 该 邻接 顶点 建立 一 个 分 支 结 点 。 该 分 支 结 点 继承 父亲 结 点 在 此 之 前 所 得 到 的 全 部 结果 
后 ， 第 19 行 更 新 该 分 支 结 点 所 对 应 的 顶点 编号 ， 第 20 行 把 该 顶点 编号 登记 到 路 径 上 。 第 
23~32 行 按 式 (8.3.1) 和 式 (8.3.2) 计算 和 结 点 的 下 界 。 第 33~37 行 判断 该 分 支 结 点 的 
下 界 是 否 小 于 当前 可 行 解 的 下 界 bounqd ; 如 果 是 ， 则 把 该 结 点 插入 优先 队列 中 ， 并 继续 判断 
该 结 点 对 应 顶点 是 不 是 目标 顶点 +; 如 果 是 ， 表 明 已 得 到 一 个 可 行 解 ， 则 用 其 下 界 来 更 新 当 
前 可 行 解 的 下 界 bounqd 。 第 38 行 , 如 果菜 个 分 支 结 点 的 下 界 大 于 当前 可 行 解 的 下 界 bound ， 
则 继续 从 该 分 支 结 点 向 下 搜索 已 没有 意义 ， 因 此 把 它 从 树 中 剪 去 。 最 后 ， 第 43 行 再 取 下 队列 
首 元 素 作为 新 的 父亲 结 点 , 进行 上 述 一 系列 处 理 。 这 个 过 程 一 直 继 续 , 直到 从 队列 取 下 的 结 点 ， 
其 对 应 顶点 是 目标 项 点 ! ， 此 时 其 下 界 必 是 所 有 结 点 中 下 界 最 小 的 ， 因 此 结束 搜索 。 

算法 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 第 8~12 行 对 父亲 结 点 进行 初始 化 ， 需 要 O(n) 时 间 。 第 
13~44 行 的 while 循环 ， 循 环 体 的 执行 次 数 取决 于 所 搜索 的 结 点 个 数 ， 假 定 为 c 。 循 环 体 的 
执行 时 间 取 决 于 内 部 两 个 嵌 套 的 while 循环 ， 即 第 15~41 行 的 while 循环 和 第 27~30 行 的 
while 循环 ， 它 们 都 与 每 个 顶点 的 邻接 顶点 个 数 有 关 。 假 定 源 顶 点 和 目标 顶点 不 邻接 ， 其 他 
顶点 在 最 坏 情 况 下 有 nn-2 个 邻接 顶点 ， 则 第 27~30 行 的 while 循环 需要 O(n) 时 间 ， 而 第 
15~41 行 的 while 循环 需要 O(n?) 时 间 。 因 此 ， 算 法 的 时 间 复 杂 性 为 O(cn? ) 。 

算法 的 空间 复杂 性 取决 于 优先 队列 的 结 点 个 数 , 每 个 结 点 需要 O(n) 空间 存放 路 径 的 顶 
点 编号 ， 而 队列 的 结 点 个 数 不 会 超过 所 搜索 的 结 点 个 数 ， 因 此 算法 所 需要 的 空间 为 O(cn) 。 


8.4 ”0/1 背包 问题 


下 面 使 用 8.1 节 所 叙述 的 第 2 种 分 支 限界 法 来 解 0/1 背包 问题 。 在 这 里 , 牵涉 到 分 支 的 
选择 和 界限 的 确定 。 
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8.4.1 分支 限界 法 解 01 背包 问题 的 思想 方法 和 求解 过 程 


假定 个 物体 重量 分 别 为 w,w,…,w,，， 价 值 分 别 为 p,p,,…,p,,， 背 包 载重 量 为 M 。 
首先 ， 仍 然 按 价值 重量 比 递减 的 顺序 ， 对 个 物体 进行 排序 。 令 排序 后 物体 序号 的 集合 为 
5S={0,1,…,n 一 1} 。 把 这 些 物体 划分 为 3 个 集合 : 选择 装 入 背包 的 物体 集合 8 ， 不 选择 装 
入 背包 的 物体 集合 $, ， 尚 待 确定 是 否 选 择 装 入 的 物体 集合 5S。 假定 Si(k)、S,(k)、Ss(k) 
分 别 表示 在 搜索 深度 为 时 的 3 个 集合 中 的 物体 ， 因 此 在 开始 时 有 : 

Si1(0)=9 $3(0)=9 S$3(0)=S={0,1,.…,n—1} 

日 如 下 方法 进行 分 支 : 假设 比值 p; /wi 最 大 的 物体 序号 为 4 (其 中 ，s e Ss;) ， 用 s 进 
行 分 支 ， 一 个 分 支 结 点 表示 把 物体 * 装 入 背包 ， 另 一 个 分 支 结 点 表示 不 把 物体 * 装 入 背包 。 
当 物 体 按 价值 重量 比 递减 的 顺序 排列 后 ，s 就 是 集合 S;(k) 中 的 第 一 个 元 素 。 特别 地 ， 当 搜 
索 深 度 为 上 时 ， 物 体 s 的 序号 就 是 集合 8 中 的 元 素 k。 于 是 ， 把 物体 s 装 入 背包 的 分 支 结 点 
作 如 下 处 理 : 


~ 


Si(k+1)=S(k)U{k} 
Ss,(k+1)=S,(k) 
Ss(k+1)=S3(k)—{k} 
不 把 物体 s 装 入 背包 的 分 支 结 点 则 作 如 下 处 理 : 
Si(k+1)=S,(k) 
S,(k+1)=S,(k)U {k} 
Ss(k+1)=S3(k)—{k} 
假定 b(k) 表 示 在 搜索 深度 为 时 ， 某 个 分 支 结 点 的 背包 中 物体 的 价值 上 界 。 这 时 ， 
Ss(k)={k,k+1,…,n 一 1} 。 用 如 下 方法 计算 这 两 种 分 支 结 点 的 背包 中 物体 价值 的 上 界 ， 若 


M< > Wi 
ieS (k) 
令 b(k)=0 (8.4.1) 
若 
1-1 
M= >》 wt wtxw 0<x<lk<lk,.,leS,(k) 
icSi(b) i=k 
1-1 
令 (= >》 pit+ Dpitx:p (8.4.2) 


icS(D i 

令 每 个 结 点 都 包含 集合 当前 $1 、S，, 、53 中 的 物体 ， 以 及 搜索 深度 上 、 上 界 等 数据 ， 
用 优先 队列 来 存放 结 点 表 。 这 样 ，0/1 背包 问题 的 分 支 限界 法 的 求解 过 程 可 叙述 如 下 : 

(1) 令 当前 可 行 解 的 最 优 上 界 hound 为 0， 把 物体 按 价 值 重量 比 递减 顺序 排序 。 

(2) 建立 根 结 点 瑟 ， 令 了 8=0， 和 FF=0， 碟 SI =0 ， 和 S2 =0 ， 瑟 S3 =S。 

(3) 若 工 =7 ， 算 法 结束 ， 碟 Si 即 为 装 入 背包 中 的 物体 ，X.b 即 为 装 入 背包 中 物体 
的 最 大 价值 ， 否 则 ， 转 步骤 (4) 。 
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(4》 建 并 结 点 了 令 YS=X5U{IXE}，, 工 W 三 天 交工 2 = {YE}; 
了 k= 于 k+1; 按 式 (8.4.1) 、 式 (8.4.2) 计算 Yb; 把 Yb 与 bound 进行 比较 ， 处 理 是 否 插 
入 优先 队列 和 更 新 bound 。 

(5) 建立 结 点 Z， 令 2Z.5=XS,， 2.S,=S,U{Xk}, 2.S,=X.S, {Xk}, 
Zk= 革 Kk+1; 按 式 (8.4.1) 、 式 (8.4.2) 计算 Z.b; 把 2Z.b 与 bound 进行 比较 ， 处 理 是 否 
插入 优先 队列 和 更 新 bound 。 

(6) 取 下 优先 队列 首 元 素 于 结 点 工 ， 转 步骤 (3) 。 

例 8.3 有 5 个 物体 ， 重量 分 别 为 8, 16, 21, 17, 12， 价 值 分 别 为 8, 14, 16, 11, 7， 背 包 
载重 量 为 37， 求 装 入 背包 的 物体 及 其 价值 。 

该 问题 的 物体 顺序 ， 已 按照 价值 重量 比 的 递减 顺序 排列 。 假 定 物体 序号 分 别 为 0, 1, 2， 
3, 4。 用 分 支 限界 法 求解 这 个 问题 时 , 其 搜索 过 程 如 图 8.6 所 示 。 最 后 得 到 的 解 是 S; ={1,2}， 
最 大 价值 是 30。 


Si=9 
5=9 
S={01234} 


也 = 


S51={ 0} Si=9 

S=9 S52={0} 
S={1234} S={1234} 
b=31.9 b=30 


S51={01} Si=9 


S 9 52={01} 
53={234} S53={234} 
b=31.9 b=26.35 


S1={012} 
S=9 
53={34} 
b=0 


51={013} S1={01} S51= {123} 
S52={23} S52= {0} 
53={4} 
b=29 


图 8.6 0/1 背包 问题 分 支 限界 法 的 求解 过 程 
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8.4.2 0/1 背包 问题 分 支 限界 算法 的 实现 


用 下 面 的 数据 结构 来 存放 物体 的 有 关 信息 : 


typedef struct { 


float Ws; /* 物体 重量 */ 
float Ds /* 物体 价值 */ 
float V7 /* 物体 的 价值 重量 比 */ 
int num; /* 物体 排序 前 的 初始 序号 */ 
} OBJECT; 
OBJECT ob[n]; 
float M; /* 背包 载重 量 */ 


用 布尔 数组 来 表示 和 集合 中 的 物体 ， 相 应 元 素 为 假 ， 表 示 不 存在 相应 物体 ， 为 真 ， 表 示 


存在 相应 物体 。 因 为 物体 是 按 价 值 重 量 比 递减 顺序 排序 的 ， 搜 索 深度 与 物体 装 入 背包 的 
顺序 存在 对 应 关系 ， 所 以 集合 5, 和 5 可 以 隐 含 。 这 样 ,可 以 用 下 面 的 结构 来 存放 结 点 中 的 
数据 : 


3 


struct knapnode { 
BOOL sl[n]; /* 当前 集合 si 中 的 物体 */ 
int kk /* 当前 结 点 的 搜索 深度 */ 
float b; /* 当前 结 点 的 价值 上 界 */ 
float wi /* 当前 集合 5; 中 的 物体 重量 */ 
float p; /* 当前 集合 5; 中 的 物体 价值 */ 
struct knapnode *next; /* 优先 队列 的 链 指针 */ 


}; 

typedef struct knapnode KNAPNODE; 

用 变量 gbase 指向 优先 队列 的 首 元 素 , 用 变量 bound 存放 当前 搜索 到 的 可 行 解 的 最 优 上 
用 数组 obx 存 放 最 终 背 包 中 物体 的 原始 序号 。 


KNAPNODE *qbase; /* 优先 队列 指针 */ 
float bound; /* 当前 可 行 解 的 最 优 上 界 */ 
int obx[n]; /* 按 原始 序号 存放 的 背包 中 的 物体 */ 


用 下 面 两 个 函数 对 优先 队列 进行 操作 : 

@ voidQ insert(KNAPNODE *qgbase, KNAPNODE *xnode): 
把 xnode 所 指向 的 结 点 按 背 包 中 物体 的 价值 上 界 插 入 优先 队列 gbase 中 ， 上 界 越 
大 ， 优 先 性 越 高 。 

© KNAPNODE *Q delete(KNAPNODE *gpase): 

取 下 并 返回 优先 队列 gbase 的 首 元 素 。 


“ 231 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


使 用 knap_bound 函数 来 计算 分 支 结 点 的 上 界 。knap_bound 函数 叙述 如 下 ; 


1. void knap bound (KNAPNODE *node,float M,OBJECT ob[],int n) 

ss 

3 int i = node->k; 

4 float WwW = node->w; 

i float p = node->p; 

6 if (node->w>M) /* 物体 重量 超过 背包 载重 量 */ 
node->b = 0; /* 上 界 置 为 0 */ 

8 else { /* 否则 ,确定 背包 的 剩余 载重 量 */ 
9 while (wtob[i].w<=M) && (i<n) {  /* 继续 装 入 可 得 到 的 最 大 价值 */ 
LO; Ww += ob[i].w; 

了 P += ob[i++] .p; 

} 

3 if (i<n) 

14. node->b =p+ (M-w) * ob[i].p / ob[li].w; 

THs else 

16; node->b = p; 

Ls } 

| 


这 个 函数 的 执行 时 间 ， 在 最 好 的 情况 下 是 0(1) 时 间 ， 在 最 坏 的 情况 下 是 O(n) 时 间 。 
这 样 ，0/1 背包 问题 分 支 限界 算法 可 叙述 如 下 : 
算法 8.3 用 分 支 限界 方法 实现 0/1 背包 问题 


输入 : 包含 n 个 物体 的 重量 和 价值 的 数组 ob [] , 背包 载重 量 M 
输出 ， 最 优 装 入 背包 的 物体 obx [] , 装 入 背包 的 物体 个 数 k, 装 入 背包 的 物体 价值 


1. float knapsack _ bound (OBJECT ob[],float M,int n,int obx[],int &k) 
有 

3 int i} 

4 float v,bound = 0; 

S's KNAPNODE *xnode,*ynode,*znode,*qbase = NULL; 

6 for (i=0;i<n;i++) { 

7 ob[il.v = ob[i].p/ob[i].w; /* 计算 物体 的 价值 重量 比 */ 
8 ob[il.num = i; obx[il = -1; /* 物体 排序 前 的 原始 序号 */ 
9. } 

10. merge sort (ob,n); /* 物体 按 价 值 重 量 比 排序 */ 
las xnode = new KNAPNODE; /* 建立 父亲 结 点 x */ 

2% for (i=0;i<n;i++) /* 结 点 x 初始 化 */ 

Ec xnode->sl[i] = FALSE; 

14. xnode->p = xnode->w = 0; 

Se Xnode->k = 0; 

二 有 2 while (xnode->k<n) { 
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Ls ynode = new KNAPNODE; /* 建立 结 点 Y */ 

Ts *ynode = *xnode; /* 结 点 x 的 数据 复制 到 结 点 y */ 
19% ynode->sl[ynode->k] = TRUE; /* 装 入 第 k 个 物体 */ 

20 ynode->w += ob[ynode->k] .w; /* 背包 中 物体 重量 累计 */ 

21 ynode->p += ob[ynode->k] .p; /* 背包 中 物体 价值 累计 */ 

22。 ynode-—>k++; /* 搜索 深度 加 1 */ 

3 knap bound (ynode, M, ob,n); /* 计算 结 点 y 的 上 界 */ 

:人 if (ynode->b>bound) { /* 上 界 高 于 当前 可 行 解 的 最 优 值 */ 
> Q insert (qbase, ynode); /* 结 点 y 按 上 界 插入 优先 队列 */ 
26. if (ynode->k==n) /* 结 点 y 为 叶子 结 点 */ 

2 bound = ynode->b; /* 更 新 当前 可 行 解 的 最 优 值 */ 
28 } 

29. else delete ynode; /* 前 去 结 点 Y */ 

30 . znode = new KNAPNODE; /* 建立 结 点 z */ 

3 *znode = *xnode; /* 结 点 x 的 数据 复制 到 结 点 z */ 
32. znode-—>k++; /* 搜索 深度 加 1 */ 

835 knap_bound (znode, M, ob,n); /* 计算 结 点 z 的 上 界 */ 

34. if (znode->b>bound) { 

35 Q insert (qbase, znode); /* 结 点 z 按 上 界 插 入 优先 队列 */ 
36 . if (znode->k==n) 

3 bound = znode->b; 

30% } 

39.。 else delete znode; 

40. delete xnode; /* 释放 结 点 x 的 缓冲 区 */ 

41. xnode = Q delete (qbase); /* 取 下 队列 首 元 素 作为 新 的 父亲 结 点 */ 
42. } 

43. V = xnode->p; k= 0; 

44. for (i=0;i<n;i++) /* 取 装 入 背包 中 物体 在 排序 前 的 序号 */ 
45. if (xznode->sl[i]) 

46. obx [k++] = ob[i] .num; 

47. delete xnode; /* 释放 zx 结 点 缓冲 区 */ 

48. while (qbase) { /* 释放 队列 结 点 缓冲 区 */ 

49. xnode = Q delete (qbase); 

50 . delete xnode; 

LE } 

52. return v; /* 返回 背包 中 物体 的 价值 */ 
33。 1 


该 算法 分 为 3 个 部 分 : 第 6~15 行 是 初始 化 部 分 ， 第 16~42 行 是 算法 的 搜索 部 分 ， 第 


43~52 行 是 算法 的 结束 部 分 。 第 7 行 计 算 物 体 的 价值 重量 比 ; 第 8 行 把 物体 在 排序 前 的 原 
始 序号 保存 在 结构 变量 o6 的 成 员 变量 num 中 ,并 把 数组 obx 的 成 员 初 始 化 为 -1; 第 10 行 把 
物体 按 价值 重量 比 的 递减 顺序 排序 ;第 11~15 行 建 立 一 个 父亲 结 点 ， 把 结 点 中 表示 背包 所 
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装 入 的 物体 集合 的 数组 $S; 的 所 有 元 素 初 始 化 为 假 ， 把 结 点 中 表示 背包 所 装 入 物体 的 重量 、 
价值 、 搜 索 深度 等 变量 都 初始 化 为 0。 算 法 的 主要 工作 由 第 16~42 行 的 while 循环 完成 。 如 
果 由 xnode 所 指向 的 结 点 的 搜索 深度 小 于 n， 就 继续 执行 循环 体 。 循环 体 由 两 个 主要 部 分 
组 成 : 第 17~29 行 处 理 把 物体 大 装 入 背包 的 分 支 结 点 ， 计 算 装 入 物体 大 后 的 上 界 ， 再 按 上 
界 之 值 处 理 是 否 插入 队列 ; 第 30~39 行 处 理 不 把 物体 大 装 入 背包 的 分 支 结 点 ， 计 算 在 这 种 
情况 下 的 上 界 ， 再 按 上 界 之 值 处 理 是 否 插入 队列 。 第 40 行 释放 xzrode 所 指向 的 缓冲 区 ; 第 
41 行 从 队列 中 取 下 上 界 最 大 的 元 素 ， 并 使 xnode 指向 这 个 元 素 。 这 时 ， 如 果 xnode 所 指向 的 
结 点 的 搜索 深度 上 等 于 nw， 说 明 该 结 点 已 完成 搜索 ， 并 且 是 上 界 中 的 最 大 者 ， 因 此 是 最 优 
装 入 的 方案 。 算 法 的 最 后 部 分 是 释放 缓冲 区 及 返回 结果 的 处 理 。 

算法 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 算法 的 第 6~15 行 中 , 第 6-9 行 的 for 循环 需要 花费 O(n) 
时 间 , 第 10 行 执行 排 序 算法 需要 花费 O(nlogn) 时 间 ; 第 11~15 行 对 父亲 结 点 进行 初始 化 ， 
需要 花费 O(n) 时 间 。 第 16~42 行 的 while 循环 ， 循 环 体 的 执行 次 数 取决 于 所 搜索 的 结 点 个 
数 ， 假 定 搜索 的 结 点 个 数 为 c。 第 18 行 和 第 31 行 , 复制 结 点 中 的 数据 ， 需 花费 O(n) 时 间 ; 
第 23 行 和 第 33 行 的 计算 上 界 的 工作 ， 需 花费 O(n) 时 间 ; 第 25、35、41 行 的 队列 操作 ， 
需 花费 O(n) 时间; 其 余 花 费 O(1) 时 间 。 因 此 , 第 16~42 行 的 while 循环 , 需 花费 O(cn ) 时 
间 。 最 后 ， 在 第 43~52 行 中 ， 第 44~46 行 的 for 循环 把 背包 中 的 物体 按 原始 序号 存放 在 数 
组 obx 中 需 O(n) 时 间 ; 第 48~50 行 的 while 循环 释放 队列 中 存放 的 结 点 的 存储 空间 , 需 O(c) 
时 间 。 综 上 所 述 ， 在 最 坏 情况 下 ， 该 算法 需 花费 O(cn ) 时 间 。 

因为 每 一 个 结 点 需要 O(n) 空间 ， 因 此 空间 复杂 性 也 是 O(cn ) 。 


8.5 货 郎 担 问题 


令 G=(V,E) 是 一 个 有 向 赋 权 图 ， 顶点 集 为 =(vo,vi,…,vn1)。 货 郎 担 问 题 可 描述 为 : 
求 从 图 中 任 一 顶点 vi 出 发 ， 经 图 中 所 有 其 他 顶点 一 次 且 只 有 一 次 ， 最 后 回 到 同一 顶点 wv 的 
最 短路 径 。 这 个 问题 ， 也 就 是 求 图 的 最 短 哈密 尔 顿 回路 问题 。 假 定 e 为 图 的 邻接 矩阵 ，cy 
表示 顶点 vi 到 顶点 y 的 关联 边 的 长 度 ( 它 可 以 是 某 种 费用 ， 例 如 城市 六 到 城市 立 的 交通 费 
用 或 通信 线路 的 花费 等 ， 因 此 又 把 e 称 为 费用 矩阵) 。 使 用 8.1 节 所 叙述 的 第 2 种 分 支 限 
界 方法 来 求解 这 个 问题 。 在 此 首先 要 确定 选择 哪 一 条 边 进行 分 支 ， 以 及 怎样 计算 其 下 界 。 


8.5.1 费用 矩阵 的 特性 及 归 约 


假定 1 是 图 G 的 一 条 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 ，w(1) 是 这 条 回路 的 费用 。 因 为 费用 矩阵 中 
的 元 素 cj 表示 顶点 v 到 顶点 vj 的 关联 边 的 费用 ,根据 哈密 尔 顿 回 路 的 性 质 ， 它 和 费用 和 矩阵 
c 中 的 元 素 有 如 下 关系 : 

引 理 8.1 令 G=(V,E) 是 一 个 有 向 赋 权 图 , 1 是 图 G 的 一 条 哈密 尔 顿 回路 , e 是 图 G 的 
费用 矩阵 ， 则 回路 上 的 边 对 应 于 费用 矩阵 e 中 每 行 每 列 各 一 个 元 素 。 
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证 明 假定 图 G 有 ”个 顶点 ,费用 矩阵 中 的 第 ; 行 元 素 表 示 顶 点 六 到 其 他 项 点 的 出 边 费 
， 第 i 列 元 素 表示 其 他 顶点 到 顶点 vi 的 入 边 费 用 。1 是 图 G 的 一 条 哈密 尔 顿 回 路 。 六 是 回 
路 中 的 任意 一 个 顶点 ，0<i<n 一 1。 它 在 回路 中 只 有 一 条 出 边 ， 该 出 边 对 应 于 费用 和 矩阵 中 
第 ; 行 的 一 个 元 素 。 六 在 回路 中 只 出 现 一 次 ， 因 此 费用 抑 阵 的 第 ; 行 有 且 只 有 一 个 元 素 与 其 
对 应 。 另 外 ，wvwi 在 回路 中 只 有 一 条 入 边 ， 因 此 ， 费 用 和 矩阵 中 的 第 i 列 也 有 且 只 有 一 个 元 素 
与 其 对 应 。 回 路 中 的 顶点 共有 n 个 ， 对 应 于 图 G 的 n 个 顶点 ， 所 以 费用 和 矩阵 的 每 一 行 和 每 
一 列 都 有 且 只 有 一 个 元 素 与 回路 中 的 顶点 的 出 边 与 入 边 一 一 对 应 。 

例如 ， 如 图 8.7 (a) 所 示 为 一 个 5 城市 的 货 郎 担 问 题 的 费用 和 矩阵 ， 令 1=vovavivav2vo 是 
哈密 尔 顿 回路 ， 回 路 上 的 边 对 应 于 费用 和 矩 阵 中 的 元 素 c03,c31,c14,c42,c20。 可 以 看 到 ， 费 | 
抢 阵 中 的 每 一 行 和 每 一 列 都 有 且 只 有 一 个 元 素 与 回路 中 的 边 相 对 应 。 

定义 8.1 费用 矩阵 e 的 第 i 行 (或 第 j 列 ) 中 的 每 个 元 素 减 去 一 个 正常 数 1h; (或 chj )， 
得 到 一 个 新 的 费用 和 矩阵 c ， 使 得 c 中 第 i 行 (或 第 j 列 ) 中 的 最 小 元 素 为 0， 称 为 费用 矩阵 
的 行 归 约 或 列 归 约 )。 称 hi; 为 行 归 约 常数 ， 称 chj 为 列 归 约 常数 。 

例如 ， 把 图 8.7 (a) 中 的 每 一 行 都 进行 行 归 约 ， 第 0 行 的 每 一 个 元 素 都 减 去 25， 第 1 
行 的 每 一 个 元 素 都 减 去 5， 第 2 行 的 每 一 个 元 素 都 减 去 1， 第 3 行 的 每 一 个 元 素 都 减 去 6， 
第 4 行 的 每 一 个 元 素 都 减 去 7， 得 到 行 归 约 常数 1 =25 ,Ih =5,1h, =1,1hs=6,1h4 =7， 所 
得 结果 如 图 8.7 (b) 所 示 。 把 图 8.7 (b) 的 第 3 列 进行 列 归 约 ， 得 到 列 归 约 常 数 chs =4， 
所 得 结果 如 图 8.7 (ce) 所 示 。 


< 
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ll ll ‘slalolel el 
Td et 
(a) (b) (ec) 
图 8.7 5 城市 货 度 担 问题 的 费用 和 矩阵 及 其 归 约 
定义 8.2 ”对 费用 矩阵 e 的 每 一 行 和 每 一 列 都 进行 行 归 约 和 列 归 约 , 得 到 一 个 新 的 费用 
和 矩阵， 使 得 < 中 每 一 行 和 每 一 列 至 少 都 有 一 个 元 素 为 0， 称 为 费用 矩阵 的 归 约 。 和 矩阵 < 称 
为 费用 和 矩阵 ce 的 归 约 矩阵 。 称 常数 有 


n-l n—l 
h= DIh + Dch, COS 
i=0 i=0 


为 矩阵 e 的 归 约 常数 。 
例如 ， 对 图 8.7 (a) 中 的 费用 矩阵 进行 归 约 ， 得 到 图 8.7 (c) 所 示 的 费用 矩阵 ， 把 
8.7(c) 所 示 的 费用 矩阵 ， 称 为 图 8.7 (a) 中 的 费用 和 矩阵 的 归 约 矩阵 。 此 时 ， 归 约 常 数 有 为 : 
h=25+5+1+6+7+4=48 
定理 8.1 令 G=(V,E) 是 一 个 有 向 赋 权 图 , 1 是 图 G 的 一 条 哈密 尔 顿 回路 , c 是 图 G 的 
费用 矩阵，w(7) 是 以 费用 矩阵 e 计算 的 这 条 回路 的 费用 。 如 果 和 矩阵 c 是 费用 矩阵 e 的 归 约 
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和 矩阵 ， 归 约 常数 为 n，w(71) 是 以 费用 和 矩阵 c 计 算 的 这 条 回路 的 费用 ， 则 有 : 
wl)=w(1)+h (353 
证 明 假定 cy 是 费用 矩阵 e 的 第 i 行 第 j 列 元 素 ，cy 是 费用 和 矩阵 e 的 第 i 行 第 j 列 元 

素 。 因 为 是 e 的 归 约 矩阵 ， 因 此， 对 所 有 的 i,y ， 其 中 0<iJj<n-1， 有 : 


cy =cy +Ihi +ch; 


w(1) 是 以 费用 矩阵 e 计算 的 哈密 尔 顿 回路 的 费用 ， 令 
w(1)= 2 
ijel 
Ww(1) 是 以 费用 矩阵 计算 的 同一 条 哈密 尔 顿 回路 的 费用 ， 令 
w(D)= > cy 
ijel 


由 引 理 8.1， 回 路 上 的 边 对 应 于 费用 矩阵 e 中 每 行 每 列 各 一 个 元 素 ， 则 有 : 
nl nl 
wD)= Do = Dot D+ Dch =w)+h 
ijel ijel i=0 J=0 
定理 证 毕 。 
定理 8.2 令 G=(V,E) 是 一 个 有 向 赋 权 图 ，1 是 图 G 的 一 条 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 ，e 
是 图 G 的 费用 矩阵 ，c 是 费用 矩阵 e 的 归 约 矩阵 ，G 是 与 费用 矩阵 < 相对 应 的 图 ，c 是 图 G 
4 邻接 矩阵 ， 则 7 也 是 图 G 的 一 条 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 。 
证 明 用 反 证 法 证 明 。 若 1 不 是 图 G 的 一 条 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 ， 则 图 G 中 必 存 在 另 
一 条 回路 1* ， 它 是 图 G 中 最 短 的 哈密 尔 顿 回路 ， 同时 ， 它 也 是 图 G 中 的 一 条 回路 。 令 w(1) 
是 以 费用 矩阵 上 计算 的 回路 7 的 费用 ，w( 广 ) 是 以 费用 矩阵 5 计算 的 回路 六 的 费用 ， 因 此 
必 有 : 


wl)=w(1" )+6 
其 中 ，5 是 一 个 正 数 。 又 7* 也 是 图 G 中 的 一 条 回路 ， 令 w(1) 和 w(7") 分 别 是 以 费用 和 矩阵 e 
计算 的 回路 1 和 7" 的 费用 ， 由 定理 8.1， 有 : 

w(1)=w(1)+h 

wl )=w(7 )+h 
其 中 ，h 是 费用 矩阵 ce 的 归 约 常数 。 因 此 

w(I)=w(I)+h=w(T )+6+h 

=w(1’)+6 
则 性 是 图 G 中 比 7 更 短 的 哈密 尔 顿 回路 ， 与 定理 的 前 提 相 矛盾 。 所 以 ，1! 也 是 图 G 的 一 条 最 
短 的 哈密 尔 顿 回路 。 


8.5.2 ”界限 的 确定 和 分 支 的 选择 


按照 定理 8.1 和 定理 8.2， 求 解 图 G 的 最 短 哈 密 尔 顿 回路 问题 ， 可 以 先 求 图 G 费用 矩阵 
c 的 归 约 矩阵 5 ， 得 到 归 约 常数 之 后 ， 再 转换 为 求 取 与 费用 矩阵 相对 应 的 图 G 的 最 短 哈 
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密 尔 顿 回路 问题 。 令 w(71) 是 图 G 的 最 短 哈 密 尔 顿 回路 的 费用 ，w(1) 是 图 G 的 最 短 哈密 尔 
顿 回路 的 费用 ， 由 定理 8.1， 有 w(1)=w(1)+h 。 由 此 得 出 ,图 G 的 最 短 哈密 尔 顿 回路 的 费 
用 ， 最 少 不 会 少 于 归 约 常数 h 。 因 此 ， 图 G 的 费用 和 矩阵 e 的 归 约 常 数 h ， 便 是 货 郎 担 问题 
状态 空间 树 中 根 结 点 的 下 界 。 

例如 ， 在 图 8.7 (a) 所 示 的 5 城市 货 郎 担 问 题 中 ， 图 8.7 〈c) 所 示 的 费用 矩阵 是 其 归 
约 矩 阵 ， 归 约 常数 48 便 是 该 问题 的 下 界 ， 说 明 该 问题 的 最 小 费用 不 会 少 于 48。 


1. 界限 的 确定 


假定 使 用 8.1 节 所 叙述 的 第 2 种 分 支 限 界 法 来 解 货 郎 担 问 题 。 选 取 沿 着 某 一 条 边 出 发 
的 路 径 ， 作 为 进行 搜索 的 一 个 分 支 结 点 ， 把 这 个 结 点 称 为 结 点 了 ;不 沿 该 条 边 出 发 的 其 他 
所 有 路 径 集合 ， 作 为 进行 搜索 的 另 一 个 分 支 结 点 ， 把 这 个 结 点 称 为 结 点 了 。 仍 以 图 8.7 (a) 


发 ， 沿 着 (w,vo) 的 边 前 进 ， 则 该 回路 的 边 必然 包含 费用 矩阵 中 的 cio。 根据 引 理 8.1， 回 路 
中 恰好 包含 费用 矩阵 e 中 不 同行 不 同 列 的 元 素 各 一 个 。 因此 ,费用 矩阵 c 中 的 第 1 行 和 第 0 
列 的 所 有 元 素 ， 在 今后 的 计算 中 将 不 再 起 作用 ， 可 以 把 它们 删 去 。 另 外 ， 回 路 中 也 肯定 不 
包含 边 (w,w)， 否 则 ， 将 构成 一 个 由 边 (w,w) 和 边 (ww) 所 组 成 的 小 回路 ， 从 而 使 所 构 
的 回路 不 再 成 为 哈密 尔 顿 回路 。 因 此 ， 可 以 把 边 (w,wW) 断 开 ， 即 把 元 素 cu 置 为 0。 经 
上 述 处 理 后 ， 图 8.7 〈c) 中 5x5 的 归 约 矩阵 ， 可 以 降 阶 为 图 8.8 (b) 所 示 的 4x4 的 矩阵 。 
这 个 矩阵 进一步 进行 归 约 ， 得 到 图 8.8(c) 所 示 的 归 约 矩阵 ， 其 归 约 常数 为 5。 而 图 8.7 (a) 
的 费用 无 阵 归 约 为 图 8.7 〈c) 中 的 费用 矩阵 时 ， 归 约 常数 为 48。 根 据 定理 8.1 和 定理 8.2， 
着 边 (wyo) 出 发 的 回路 ， 其 费用 肯定 不 会 小 于 48+5。 这 样 一 来 ， 就 可 以 把 这 个 数据 作为 结 点 
的 下 界 。 它 表明 沿 着 顶点 如 出发， 经 边 (vi,w) 的 回路 ， 其 费用 至 少 不 会 小 于 48+5 = 53。 
当 搜 索 深度 为 m， 并 选取 沿 着 某 一 条 边 vjvj 出 发 ， 作 为 进行 搜索 的 一 个 分 支 结 点 时 ， 
一 般 情 况 下 必须 进行 如 下 处 理 : 
(1) 删 去 费用 和 矩阵 的 第 i 行 及 第 j 列 的 所 有 元 素 ， 把 原来 n-m 阶 的 费用 和 矩阵 降 阶 为 


n 一 m 一 1 阶 。 


(2) 在 费用 和 矩阵 中 ， 把 cj 置 为 。， 因 为 今后 不 会 经 过 边 vjv; 。 


人 训导 妆 池 叶 吕 


图 8.8 了 结 点 对 费用 和 矩阵 的 降 阶 处 理 


和 
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一 般 情况 下 ， 假 定 父 亲 结 点 为 六，w( 耻 ) 是 父亲 结 点 的 下 界 。 现 在 ， 选 择 沿 wvj 边 向 
下 搜索 作为 其 一 个 分 支 结 点 ， 令 该 结 点 为 Y; 沿 其 他 非 vjvj 边 向 下 搜索 作为 其 另 一 个 分 
支 结 点 ， 令 该 结 点 为 Y 。 经 过 上 述 步 又 处 理 之 后 ， 费 用 和 矩阵 被 进一步 降 阶 和 归 约 ， 并 得 到 
降 阶 后 的 归 约 常数 ， 设 为 n ， 如 图 8.8 所 示 。 则 结 点 了 的 下 界 可 由 下 式 确定 : 
w(Y)=w(X)+h (8.5.3) 
因为 了 结 点 是 沿 其 他 非 vivj 边 向 下 搜索 的 分 支 结 点 ， 则 回路 中 不 会 包含 vivj 边 。 这 样 ， 
可 以 把 了结 点 相应 的 费用 矩阵 中 的 cj 置 为 m。 同时 ,根据 引 理 8.1， 它 必然 包含 费用 和 矩阵 中 
第 i 行 的 某 个 元 素 , 以 及 第 j 列 的 某 个 元 素 。 如 果 令 qj 为 第 i 行 中 除 cj 外 的 最 小 元 素 与 第 7 
列 中 除 c5 外 的 最 小 元 素 之 和 ， 即 


矶 本 ve ey . dln {on} (8.5.4) 
则 结 点 了 的 下 界 可 由 下 式 确定 : 
w(Y)=w(X)+dy (8.5.5) 


例如 ， 在 图 8.7 a》 中 ， 如 果 把 根 结 点 作为 父亲 结 点 对 ， 则 w( 革 )=48 。 这 时 ， 如 果 
选择 边 (vi,vo) 向 下 搜索 作为 其 一 个 分 支 结 点 ， 令 该 结 点 为 Y， 则 经 过 上 述 处 理 之 后 的 费用 
和 矩 了 泗 和 归 约 常数 如 图 8.8 所 示 。 于 是 ， 结 点 为 Y 的 下 界 为 : 

w(Y)=w(X¥)+h=48+5=53 


而 结 点 了 的 下 界 为 : 
w(Y)=w(X)+dy =48+4+13=65 

2. 分支 的 选择 

在 明确 了 Y 结 点 及 了 结 点 下 界 的 确定 方法 之 后 ， 现 在 考虑 分 支 的 选择 方法 。 在 从 父亲 
结 点 处 理 完毕 的 归 约 矩阵 c 中， 每 行 每 列 至 少 包含 一 个 其 值 为 0 的 元 素 。 于 是 ， 分 支 的 选 
择 按照 下 面 两 个 思路 进行: 

(1) 沿 cy =0 的 方向 选择 ， 使 所 选择 的 路 线 尽 可 能 短 。 

(2) 沿 qdj 最 大 的 方向 选择 ， 使 w( 了 ) 尽 可 能 大 。 

第 一 点 是 显而易见 的 。 第 二 点 是 考虑 到 了 结 点 有 一 个 明确 的 选择 方向 ， 而 了 结 点 尚 没 
有 明确 的 选择 方向 。 如 果 能 够 使 w( 工 ) =w(7Y) ， 使 搜索 方向 尽 可 能 沿 着 工 结 点 方向 进行 ， 
将 加 快 解 题 的 速度 。 

因此 ， 令 5 是 费用 和 矩阵 中 cj; = 0 的 元 素 集合 ，Du 是 S 中 使 dj; 达 最 大 的 元 素 qau ， 即 

Du =max {dy} (8.5.6) 


则 边 vv 就 是 所 要 选择 的 分 支 方向 。 

例如 ， 在 图 8.7 (a) 所 示 的 5 城市 货 郎 担 问题 的 费用 矩阵 中 ， 当 从 根 结 点 蕊 开始 向 下 
搜索 时 , 把 图 8.7(a) 所 示 费 用 矩阵 归 约 为 图 8.7(c) 所 示 和 矩阵 , 得 到 根 结 点 的 下 界 w( 王 ) = 48 
后 ， 此 时 有 co = cie =czx =c34 =ct =c4 =0， 其 搜索 方向 的 选择 如 下 : 
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do =3+2=5 do =13+4=17 dy =2+0=2 
qd34 =4+0=4 do =0+13=13 dss=0+2=2 
则 使 4d; 达 最 大 的 元 素 是 di。=17 。 因 此 ，Du = ao =17 。 由 此 确定 所 选择 的 方向 为 边 wvo， 
并 可 据 此 建立 两 个 分 支 结 点 了 和 了 。 此 时 ， 可 以 直接 用 式 〈8.5.7) 来 代替 式 (8.5.5) : 
w(Y)=w(X)+ Dg Ca 


8.5.3 ” 货 郎 担 问题 的 求解 过 程 


使 用 分 支 限 界 法 的 求解 过 程 中 ， 将 动态 地 生成 很 多 结 点 ， 用 结 点 表 来 存放 动态 生成 的 
结 点 信息 。 因 为 必须 按 费用 的 下 界 来 确定 搜索 的 方向 ， 因 此 可 以 用 优先 队列 或 堆 来 维护 结 
点 表 。 在 此 使 用 优先 队列 来 维护 结 点 表 。 至 此 ， 用 分 支 限界 法 求解 货 郎 担 问题 的 求解 过 程 
可 叙述 如 下 : 

(1) 令 当 前 可 行 解 的 最 优 下 界 bound 为 wo。 

(2) 建立 父亲 结 点 全 ， 令 结 点 他 的 费用 和 矩阵 是 对 ce ， 把 费用 矩阵 e 复制 到 蒜 c ， 费 用 
矩阵 的 阶 数 习 不 初始 化 为 m; 归 约 环 c ， 计 算 归 约 常 数 h， 令 结 点 对 的 下 界 人 w=h; 初始 
化 回路 的 顶点 邻接 表 .aq 。 

(3) 按 式 (8.5.4) ， 由 藉 c 中 所 有 cy =0 的 元 素 cy， 计 算 dy。 

(4) 按 式 (8.5.6) ， 选 取 使 dj; 最 大 的 元 素 di 作为 Du ， 选 择 边 wvi 作为 分 支 方向 。 

(5) 建立 儿子 结 点 7 ， 把 的 费用 和 矩阵 牙 c 复制 到 Yc， 把 的 回路 顶点 邻接 表 Xad 
复制 到 Zad ， 广 复制 到 Yk ， 把 工 c 中 的 元 素 cn 置 为 。， 归 约 工 c ; 按 式 (8.5.7) 计算 结 
点 的 下 界 了 ww ， 把 结 点 了 的 了 ww 与 bound 进行 比较 ， 处 理 是 否 插入 优先 队列 。 

(6) 建立 儿子 结 点 了 Z， 把 蕊 的 费用 矩阵 不 ec 复制 到 ec， 把 瑟 的 回路 顶点 邻接 表 碟 ad 
复制 到 Yaq ，Xk 复 制 到 Yk ; cx 置 为 m。 

(7) 删 去 Ye 的 第 行 第 1 列 元 素 ， 使 Yk 减 1， 从 而 使 费用 和 矩阵 Yc 的 阶 数 减 1;， 归 约 
降 阶 后 的 费用 和 矩阵 Zec ， 按 式 (8.5.3) 计算 结 点 工 的 下 界 了 ww 。 

(8) 若 了 ZE=2 ， 直 接 判 断 最 短 回 路 的 两 条 边 ， 并 登记 于 回路 邻接 表 了 ad ， 使 Yk =0。 

(9) 把 结 点 了 的 Yw 与 bound 进行 比较 ， 处 理 是 否 插入 优先 队列 和 更 新 bound 。 

(10) 取 下 优先 队列 元 素 作为 结 点 了 ， 若 了 k=0 ， 算 法 结束 ; 否则 ， 转 步骤 (3〉。 

例 8.4 求解 图 8.7 (a) 所 示 的 5 城市 货 郎 担 问题 。 

该 问题 的 求解 过 程 如 图 8.9 所 示 ， 具 体 步 又 如 下 : 

(1) 开始 时 ， 建 立 一 个 父亲 结 点 工 ， 把 费用 矩阵 e 复制 到 五 c ， 把 回路 结 点 邻接 表 
ad 初始 化 为 空 ， 基 k=5; 归 约 环 c ， 得 到 归 约 常数 48， 它 也 是 结 点 互 的 下 界 Xw;， 此 
时 ， 结 点 互 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 4 。 
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下 界 =72 4 


图 8.9 用 分 支 限 界 法 解 5 城市 货 郎 担 问题 的 过 程 


(2) 由 下 c 计算 最 大 的 Diy， 得 到 Di。 =17 ， 故 选取 边 wyo 作为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 先 
建立 结 点 了 作为 右 子 树 ,把 结 点 季 的 所 有 数据 复制 到 结 点 7。 此 时 ，Y.aq 仍 为 空 ， Yk=5; 
把 Yc 中 的 cjo 置 为 %， 归 约 Yec; 了 w=48+17=65; 把 结 点 了 按 普 w 插 入 优先 队列 ; 此 时 ， 
结 点 了 相应 于 图 8.9 搜索 树 中 的 结 点 C 。 

(3) 建立 结 点 了 作为 左 子 树 ， 把 结 点 对 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ; 把 边 viv。o 登记 到 回 
路 结 点 邻接 表 Y.aq ; 把 Yc 中 的 col 置 为 w; 删 去 Yc 中 第 1 行 第 0 列 的 所 有 元 素 ，Yk 减 为 
4; 归 约 Fc， 得 到 归 约 常数 5， 故 Yw=48+5=53; 把 结 点 了 按 Yw 插 入 优先 队列 ， 则 结 点 
了 为 队列 首 元 素 ; 此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 B 。 

(4) 取 下 队列 首 元 素 作为 新 的 结 点 于 ， 则 于 为 结 点 B， 而 结 点 C 成 为 新 的 队列 首 
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元 素 。 
(5) 由 下 c 计算 最 大 的 Du ， 得 到 Di =19 ， 故 选取 边 vv4 作为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 
先 建立 结 点 了 作为 右 子 树 ， 把 结 点 卫 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ， 此 时 ，Y 了 .aq 有 边 wvo ， 
了 k=4; 把 Yc 中 的 cs 置 为 op， 归 约 Yec; 了 w=53+19=72; 把 结 点 了 按 了 ww 插 入 优先 队 
列 ， 结 点 C 仍 为 队列 首 元 素 ， 此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 5 。 

(6) 建立 结 点 了 作为 的 左 子 树 ， 把 结 点 他 的 所 有 数据 复制 到 结 点 YY ; 把 边 wv4 登 
记 到 回路 结 点 邻接 表 Y.ad ， 现 在 ad 中 包含 边 vvo、vav4; 把 Yc 中 的 c43 置 为 w; 删 去 Ye 
中 第 3 行 第 4 列 的 所 有 元 素 ，Yk 减 为 3; 归 约 Fc， 得 到 归 约 常数 2， 故 Yw=53+2=55; 
把 结 点 了 按 Yw 插 入 优先 队列 ， 则 结 点 7 了 成 为 队列 首 元 素 ; 此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 
搜索 树 中 的 结 点 DD 。 

(7) 取 下 队列 首 元 素 作为 新 的 结 点 邓 ， 则 陡 为 结 点 D， 而 结 点 C 又 成 为 新 的 队列 首 
元 素 。 

(8) 由 下 c 计算 最 大 的 Du ， 得 到 Do =13 ， 故 选取 边 vovs 作为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 
先 建立 结 点 了 作为 右 子 树 , 把 结 点 他 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ; 此 时 , 了 ad 有 边 ViVo、s Vav4; 
把 工 c 中 的 cu; 置 为 o, 归 约 Fe; 了 w=55+13=68; 把 结 点 了 按 了 Fw 插入 优先 队列 , 结 点 C 
仍 为 队列 首 元 素 ， 此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜索 树 中 的 结 点 G。 

(9) 建立 结 点 了 作为 天 的 左 子 树 ， 把 结 点 蒜 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 Y; 把 边 vov3 登 
记 到 回路 结 点 邻接 表 了 ad ， 现 在 Y.aq 中 包含 边 vvo、vava、vov3; 把 Yc 中 的 c30 置 为 oo; 
删 去 Yc 中 第 0 行 第 3 列 的 所 有 元 素 ，Yk 减 为 2; 归 约 Yc， 得 到 归 约 常数 11， 故 
Y=55+11=66。 

(10) 此 时 ，Yk 为 2， 直 接 从 Yc 中 得 到 最 短 的 边 vjv1、vav，， 把 它 登 记 到 Y.aq 中 ; 
Yk 减 为 0; Y.ad 现在 包含 边 Vvo、vav4a、vov3、VWwwI、v4v3， 是 一 条 哈密 尔 顿 回路 ， 因 此 
得 到 一 个 可 行 解 ， 把 bound 更 新 为 66， 把 结 点 了 按 Y.w 插 入 优先 队列 ， 结 点 C 仍 为 队列 首 
元 素 ;， 此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 开 。 

(11) 取 下 队列 首 元 素 作为 新 的 结 点 蕊 ， 则 结 点 C 成 为 新 的 结 点 他 ,而 结 点 下 成 为 新 
的 队列 首 元 素 ; 此 时 ， 天 为 5， 而 人 w=65， 说 明 刚 取 得 的 哈密 尔 顿 回路 不 一 定 是 最 短 的 
路 ， 于 是 继续 从 结 点 C 进行 搜索 。 

(12) 由 天 c 计算 最 大 的 Dy， 得 到 Ds。 =12 ， 故 选取 边 wyvo 作为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 
先 建立 结 点 了 作为 右 子 树 , 把 结 点 蕊 的 所 有 数据 复制 到 结 点 站 ;此 时 ， 了 ad 仍 为 空 ，Y.k 仍 
为 5; 把 工 c 中 的 cj。 置 为 m, 归 约 工 c; 了 .w=65+12=77，, 大 于 当前 可 行 解 bound 的 最 优 值 ， 
故 结 点 了 被 前 去 。 

(13) 建立 结 点 了 作为 天 的 左 子 树 ， 把 结 点 于 的 所 有 数据 复制 到 结 点 YY; 把 边 wavo 登 
记 到 回路 结 点 邻接 表 了 .aq ， 现 在 了 ad 中 仅 包 含 边 wvo; 把 了 c 中 的 co 置 为 w; 删 去 Y.c 中 
第 3 行 第 0 列 的 所 有 元 素 ，Y.k 减 为 4; 归 约 Yc， 归 约 常数 为 0， 故 Yw=65+0=65， 小 于 
bound 的 当前 值 ， 故 把 结 点 了 按 Yw 插 入 优先 队列 ， 则 它 成 为 新 的 队列 首 元 素 ; 此 时 ， 结 点 
了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 五 。 

(14) 取 下 队列 首 元 素 ， 即 结 点 五 作为 新 的 结 点 于 ， 而 结 点 下 又 成 为 队列 首 元 素 。 


回 
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(15) 由 碟 c 计算 最 大 的 Du ， 得 到 Da =8， 故 选取 边 viv, 作 为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 建 
立 结 点 了 作为 右 子 树 ,把 结 点 了 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ;此 时 , Yk 为 4, 了 ad 包含 边 vavo; 
把 Yc 中 的 cv， 置 为 m， 归 约 Yc; 了 Yw=65+8=73， 大 于 bound 的 当前 值 ， 故 结 点 了 被 前 去 。 

(16) 建立 结 点 了 作为 全 的 左 子 树 ， 把 结 点 鞋 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ;把 边 vjv, 登 
记 到 回路 结 点 邻接 表 了 ad ， 现 在 Y.aq 中 包含 边 vyvo。、viv，; 把 Yc 中 的 c, 置 为 w; 删 去 工 c 
中 第 1 行 第 2 列 的 所 有 元 素 ， 使 Yk 减 为 3;， 归 约 Yc， 归 约 常 数 为 0， 故 Yw=65+0=65， 
小 于 bounq 的 当前 值 ， 故 把 结 点 了 按 Yw 插 入 优先 队列 ， 则 它 成 为 新 的 队列 首 元 素 ; 此 时 ， 
结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 了 。 

(17) 取 下 队列 首 元 素 ， 即 结 点 7 作为 新 的 结 点 下 ， 而 结 点 又 成 为 新 的 队列 首 元 素 。 

(18) 由 下 c 计算 最 大 的 Du ， 得 到 Du =5， 故 选取 边 vov 作 为 左 子 树 的 搜索 方向 ; 
建立 结 点 了 作为 右 子 树 , 把 结 点 他 的 所 有 数据 复制 到 结 点 ; 此 时 ,Yk 为 3，Y.ad 有 边 v3vo、 
viv2; 把 工 c 中 的 cu 置 为 o， 归 约 工 c; 了 w=65+3+2=70， 大 于 bound 的 当前 值 ， 故 结 点 
了 被 前 去 。 

(19) 建立 结 点 了 作为 蕊 的 左 子 树 ， 把 结 点 蕊 的 所 有 数据 复制 到 结 点 了 ;把 边 vovw 登 
记 到 回路 结 点 邻接 表 Y.aq ， 现 在 Y.aq 中 包含 边 wvo 、wy 、yowm:; 把 Yc 中 的 cwo 置 为 wo; 
出 去 Yc 中 第 0 行 第 1 列 的 所 有 元 素 , 则 Yk 减 为 2; 归 约 Yc, 归 约 常数 为 0, 故 Y=65+0=65。 

(20) 此 时 ，Yk 为 2， 直 接 从 Y.c 中 得 到 最 短 的 边 vyv4 、vav3， 把 它 登 记 到 了 .ad 中 ; 
Yk 减 为 0;， 了 .ad 现在 包含 边 yyvo、vViv;、vovi、VV4、vV4V3， 是 一 条 哈密 尔 顿 回 路 ， 因 此 
得 到 一 个 可 行 解 ， 把 bound 更 新 为 65， 把 结 点 了 按 Yw 插 入 优先 队列 ， 成 为 队列 首 元 素 ; 
此 时 ， 结 点 了 对 应 于 图 8.9 所 示 搜 索 树 中 的 结 点 J。 

(21) 取 下 队列 首 元 素 作为 新 的 结 点 于 ， 它 就 是 结 点 了; 此 时 ， 革 为 0, 说明 结 点 半 
中 的 哈密 尔 顿 回路 是 最 短 的 回路 ， 于 是 输出 并 ad 和 ， 算 法 结束 。 


8.5.4 几 个 辅助 函数 的 实现 


首先 定义 所 使 用 的 数据 结构 。 为 方便 起 见 ， 城 市 顶点 用 数字 0,1,…, n -1 编号 。 用 如 下 
的 数据 结构 来 定义 结 点 中 所 使 用 的 数据 : 


typedef struct node data { 


Type cr[n] [n]; /* 费用 矩阵 */ 
int row init[n]; /* 费用 和 矩阵 的 当前 行 映射 为 原始 行 */ 
int col init[n]; /* 费用 和 矩阵 的 当前 列 映射 为 原始 列 */ 
int row_cur[n]; /* 费用 和 矩阵 的 原始 行 映射 为 当前 行 */ 
int col cur[n]; /* 费用 和 矩阵 的 原始 列 映射 为 当前 列 */ 
Eat ad[n]; /* 回路 顶点 邻接 表 */ 
int k: /* 当前 费用 矩阵 的 阶 */ 
Type Ws; /* 结 点 的 下 界 */ 
struct node data *next; /* 队列 链 指 针 */ 

} NODE; 
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因为 在 搜索 过 程 中 ， 费 用 和 矩阵 不 断 地 降 阶 ， 而 原始 费用 和 矩阵 的 行 号 、 列 号 对 应 于 货 郎 
担 问题 的 城市 顶点 编号 ， 所 以 用 数组 row_init 、col _init 及 row_cur、col_cur 来 映射 当前 
费用 和 矩阵 中 的 行 号 、 列 号 与 原始 费用 和 矩阵 的 行 号 、 列 号 的 对 应 关系 。 它 们 的 映射 关系 如 下 : 
如 果 当 前 行 号 为 i， 则 其 对 应 的 原始 行 号 为 row_init[ 引 ;如 果 原 始 行 号 为 i ， 则 其 对 应 的 当 
前 行 号 为 row_cur[ 让 。 列 号 的 对 应 关系 类 似 。 


数组 aq 用 来 登记 当前 搜索 过 程 中 的 回路 顶点 邻接 表 ， 数 组 元 素 adg 团 存放 回路 中 与 顶 
点 i 相 邻 接 的 顶点 序号 。 与 顶点 i 及 顶点 ad 四 相关 联 的 有 向 边 ， 对 项 点 fi 来 说 是 出 边 ， 对 项 


点 ad 国 来 说 是 入 边 。 例 如 , 在 例 8.4 中 最 后 生成 的 回路 由 边 Vyvo、vVivy、vVov4、vVovi、vVav3 
组 成 ， 在 数组 ad 中 的 登记 情况 如 图 8.10 所 示 。 


人 让 
加 
图 8.10 回路 项 点 邻接 表 的 登记 情况 
算法 中 用 到 如 下 几 个 函数 : 
® Typerow min(NODE * node, int row, Type &second): 
计算 rode 所 指向 结 点 的 费用 矩阵 行 row 的 最 小 值 。 
@ Typecol min(NODE * node, int co1. Type &second): 
计算 rode 所 指向 结 点 的 费用 矩阵 列 co1 的 最 小 值 。 
® Typearray red(NODE * node): 
归 约 node 所 指向 结 点 的 费用 矩阵 。 
@ Typeedge sel(NODE * node, int &vk, int &v); 
计算 node 所 指向 结 点 的 费用 矩阵 的 Du ， 选 择 搜索 分 支 的 边 。 
® void del rowcol(NODE * node, int vk, int v); 
删除 noqe 所 指向 结 点 的 费用 和 矩阵 第 vk 行 第 vi 列 的 所 有 元 素 。 
® voidedge byp(NODE * node, int vk, int y1): 
登记 回路 顶点 邻接 表 ， 旁 路 有 关 的 边 。 
@ NODE * initial(Type cc[ J[], intn):; 
初始 化 。 
Iow_min(NODE * node ,int row,Type &second) 函 数 描述 如 下 : 


1. Type row min (NODE *node, int row,Type &second) 

2 4 

3 Type temp; 

4 int i; 

3% if (node->c[row] [0]<node->c[row] [1]) { 

6 temp = node->c[row] [0]; second = node->c[row] [1]; 
} 

8 else { 

9 temp = node->c[row] [1]; second = node->c[row] [0]; 
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EO } 

bk for (i=2;i<node->k;i++) { 

本 if (node->c[row] [il<temp) { 

光志 second = temp; temp = node->c[row] [il]; 
i } 

5% else if (node->c[row] [i]<second) 

06s second = node->c[row] [il]; 

Ls } 

0 return temp; 

和 

这 个 函数 返回 由 指针 noqe 所 指向 的 结 点 的 费用 矩阵 中 第 row 行 的 最 小 值 ， 并 把 次 小 值 


送 于 引用 变量 second 中 。 这 个 函数 的 运行 时 间 ， 取 决 于 第 11 行 开始 的 for 循环 ， 因 此 其 
运行 时 间 是 O(n) ， 所 需要 的 工作 单元 个 数 是 @(1) 。 
类 似 地 ， 函 数 Type col_min(NODE * node, int col, Type &seconq) 返 回 由 指针 node 所 指 
向 的 结 点 的 费用 矩阵 中 第 col 列 的 最 小 值 ， 并 把 次 小 值 回 送 于 引用 变量 seconq 中 。 

有 了 这 两 个 函数 后 ， 矩 阵 归 约 函 数 array_red(NODE *node) 的 实现 就 可 如 下 所 述 ， 它 归 
约 指针 node 所 指向 的 结 点 的 费用 和 矩阵， 返回 值 为 归 约 常数 。 


回 


1. Type array _ red (NODE *node) 

FJ | 

:| Es 

4 Type temp,templ,sum = ZERO VALUE OF TYPE; 

5 for (i=0;i<node->k;i++) { /* 行 归 约 */ 

6 temp = row min (node,i, temp1); /* 行 归 约 常数 */ 

7 for (j=0;j<node->k;j++) 

8 node->c[i][j] -= temp; 

9. sum += temp; /* 行 归 约 常数 累计 */ 
Os } 

Ls for (j=0;j<node->k;j++) { /* 列 归 约 */ 

Ey temp = col min(node,j,temp1); /* 列 归 约 常 数 */ 
Es for (i=0;i<node->k;i++) 

14. node->c[i][j] -= temp; 

15. sum += temp; /* 列 归 约 常数 累计 */ 
16. } 

E return sum; /* 返回 归 约 常数 */ 
i198. 1 


这 个 函数 由 行 归 约 和 列 归 约 两 部 分 组 成 。 第 5 行 开始 的 行 归 约 由 for 循环 组 成 ， 循 环 
体 的 执行 次 数 随 搜索 深度 而 变化 ， 最 多 执行 n 次。 循环 体 中 的 第 6 行 需 O(n) 时间; 第 7 
行 开始 的 内 部 for 循环 ， 也 需 O(n) 时 间 ; 整个 行 妇 约 需 O(nm?) 时 间 。 同 样 ， 列 归 约 也 需 
O(n ) 时 间 。 所以， 函数 的 运行 时 间 是 O(n?)。 同 时 可 以 看 到 ， 所 需要 的 工作 单元 个 数 是 
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oO) 。 

函数 Type edge_sel(NODE * node, int &vk, int &vD) 用 于 计算 Du ， 并 选择 搜索 分 支 的 边 。 
它 的 返回 值 是 所 计算 的 Du 的 值 , 并 把 与 搜索 边 相 关联 的 两 个 邻接 项 点 序号 放置 于 引用 变量 
以 和 vi 中。 对 存放 在 变量 vk 中 的 顶点 来 说 , 与 其 关联 的 搜索 边 是 出 边 ; 对 存放 在 变量 vi 中 
的 顶点 来 说 ， 与 其 关联 的 搜索 边 是 入 边 。 这 个 函数 的 实现 叙述 如 下 : 


1. Type edge sel(NODE *node, int &vk, int &v1) 

人 

3 luit 27 

4 Type temp,d = ZERO VALUE OF TYPE;  /* Type 数据 类 型 的 0 值 */ 
:人 Type *row Value = new Type[node->k]; 

6 Type *col value = new Type[node->k]; 

7 for (i=0;i<node->k;i++) /* 每 一 行 的 次 小 值 */ 

8 row min(node,i, row value[i]l) 7 

9 for (i=0;i<node->k;i++) /* 每 一 列 的 次 小 值 */ 

10. col minl(node,i,col _ value[i]l)7 

11. for (i=0;i<node->k,i++) { /* 对 费用 矩阵 所 有 值 为 0 的 元 素 */ 
2 for (j=0;j<node->k;j++) { /* 计算 相应 的 temp 值 */ 
洒 if (node->c[i] [j]==ZERO_ VALUE OF TYPE) { 

14. temp = row value[i] + col value[j]; 

15. if (temp>d) { /* 求 最 大 的 temp 值 于 a */ 
16. d= temp; vk=i; vl=j; 

1: } /* 保存 相应 的 行 、 列 号 */ 
9: } 

下 人 } 

20。 } 

2 delete row value; 

22. delete col value; 

235 return d; 


24. } 


这 个 函数 分 别 调用 row_min 函数 和 col min 函数 ， 求 取 费 用 和 矩阵 每 一 行 、 每 一 列 的 最 
小 值 和 次 小 值 。 调 用 这 个 函数 的 前 提 是 费用 矩阵 已 经 是 归 约 的 。 因 此 ， 每 一 行 、 每 一 列 都 
有 值 为 0 (Type 数据 类 型 的 0 值 ) 的 元 素 ， 它 们 必定 是 每 一 行 、 每 一 列 中 的 最 小 值 。 计 
算 qj; 时 ,根据 式 (8.5.4) ， 必 须 把 某 一 个 值 为 0 的 元 素 oy 除外 。 这 样 ， 次 小 值 正 好 就 是 除 
oy 之 外 的 最 小 值 。 所 以 ， 该 函数 的 第 7~10 行 的 两 个 for 循环 ， 预 先 把 费用 算 阵 每 一 行 、 每 
一 列 的 次 小 值 保存 在 数组 row_value 和 col_value 的 相应 元 素 中 。 然后 , 在 第 11~20 行 的 for 
循环 中 ， 对 每 个 cy=0 的 元 素 ， 用 公式 dj =row_valuel[lil+col_valuel[ j]; 即 可 求 得 a; o 
取 最 大 的 q; 作 为 Da 返回 , 并 把 相应 的 行 、 列 号 保存 在 引用 变量 vk 和 vi 中 。 必须 注意 的 是 ， 
变量 由 和 妇 所 保存 的 行 、 列 号 ， 并 不 是 费用 和 拖 阵 的 原始 行 、 列 号 ， 而 是 当前 已 被 降 阶 了 的 
费用 和 矩阵 的 行 、 列 号 。 在 以 后 的 处 理 中 ， 还 必须 把 它们 转换 为 费用 和 矩阵 的 原始 行 、 列 号 ， 
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以 便 和 城市 顶点 号 相对 应 。 


这 个 函数 第 7 行 和 第 9 行 的 for 循环， 最 多 执行 n 次 。 循 环 体 每 执行 一 次 ， 需 O(n) 时 
间 。 因 此 ， 这 两 个 循环 的 执行 时 间 都 是 O(n? ) 。 第 11 行 开始 的 二 重 for 循环 ， 内 、 外 循环 


的 循环 体 最 多 都 执行 n 次 ， 


因此 共 需 O(n? ) 时间。 


这 样 , 整个 函数 的 运行 时 间 便 是 O(n? ) 。 


此 外 ， 为 了 计算 dys， 需 要 分 配 O(n) 个 工作 单元 来 存放 每 一 行 、 每 一 列 的 次 小 值 。 
函数 del rowcol(NODE * node, int vk, int vD) 用 于 删除 费用 和 矩阵 当前 第 vt 行 和 第 vi 列 的 


所 有 元 素 。 其 实现 如 下 所 述 : 


for (i=0;i<vk;i++) 


元 素 上 移 */ 


node->c[i+1] [j]; 


元 素 左 移 */ 


1. void del rowcol (NODE *node,int vk,int v1) 
2 

3 了 

4 for (i=vk;i<node->k-1;i++) /* 

i for (j=0;j<vl;j++) 

6 node->c[i][j] = 

这 for (j=vl;j<node->k-1;j++) /* 

8 

9 


& node->c[i][j] = 
0 


for (i=vk;i<node->k-1;i++) /* 
Ls for (j=vl;j<node->k-1;j++) 
12; node->c[i][j] = 
Ek Vkl = node->row init[vk]; /* 
14. node->row_cur[vkl] = -1; Ld 
区 > for (i= vkl+1l;i<n;i++) 
LG: node->row_cur[i]-—-; 
Ws V1ll = node->col init[vl]; /* 
18. node->col_cur[v11] = -1; WC 
19's for (i=vll+1l;i<n;i++) 
20, node->col_ cur[il]--; 
2 for (i=vk;i<node->k-1;i++) /六 
入 node->row_ init[i] = 
3 for (i=vl;i<node->k-1;i++) /* 
时 node->col init[i] = 
2 node->k-—; 区 
pT | 


node->c[i] [j+1]; 


元 素 上 移 及 左 移 */ 


node->c[i+1] [j+1]; 


当前 行 vk 转换 为 原始 行 vk1*/ 
原始 行 vkl 置 删除 标志 */ 
vkl 之 后 的 原始 行 ,其 对 应 的 当前 行 号 减 1*/ 


当前 列 v1 转换 为 原始 列 v11*/ 
原始 列 v11 置 删除 标志 */ 
V11 之 后 的 原始 列 , 其 对 应 的 当前 列 号 减 1*/ 


修改 vk 及 其 后 的 当前 行 的 对 应 原始 行 号 */ 


node->row_init[i+l]7 


修改 v1 及 其 后 的 当前 列 的 对 应 原始 列 号 */ 


node->col init[i+1]; 


当前 矩阵 的 阶 数 减 1 */ 


这 个 函数 删除 当前 费用 矩阵 中 的 第 央行 和 第 认 列 ， 把 当前 的 大 阶 和 矩阵 降 成 大 -1 阶 窍 
阵 。 这 只 要 把 央行 之 后 的 元 素 往 前 移 一 行 ， 把 妇 列 之 后 的 元 素 往 左 移 一 列 即 可 。 这 个 函数 
沿 着 3 个 方向 来 移动 这 些 元 素 , 如 图 8.11 所 示 。 这些 步骤 由 第 4~12 行 的 3 个 for 循环 来 完 
成 。 和 矩阵 降 阶 之 后 的 行 和 列 ， 与 费用 矩阵 原始 的 行 、 列 不 相对 应 ， 而 费用 矩阵 的 原始 行 号 
对 应 于 有 向 边 的 起 点 , 原始 列 号 对 应 于 有 向 边 的 终点 。 因而 在 降 阶 过 程 中 , 用 数组 row_init 


及 col _init 把 当前 行 、 列 号 映射 为 原始 行 、 列 号 ; 
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号 映射 为 当前 行 、 列 号 。 每 当 和 矩阵 降 阶 时 ， 就 修改 这 两 对 数组 相应 元 素 的 内 容 ， 使 当前 矩 
阵 的 行 、 列 号 与 原始 矩阵 的 行 、 列 号 维持 对 应 关系 。 这 些 步 又 由 第 13~24 行 的 语句 来 实现 。 


图 8.11 和 矩阵 降 阶 时 元 素 的 移动 过 程 


这 个 函数 的 第 4、7、10 行 开始 的 3 个 循环 ， 实 现 元 素 的 移动 。 最 多 移动 0(n? ) 个 元 
素 ， 因 此 这 3 个 for 循环 共 需 O(n? ) 时间 。 第 15、19、21、23 的 for 循环 ， 维 护 费 用 矩阵 
的 原始 行 、 列 号 及 当前 行 、 列 号 的 对 应 关系 。 每 一 个 循环 的 循环 体 最 多 执行 次 ， 这 4 个 
循环 的 执行 时 间 都 是 O(n) 。 函 数 总 的 运行 时 间 是 O(n ) 。 另 外 ， 这 个 函数 所 需要 的 工作 
单元 个 数 是 @(1) 。 

在 检测 到 沿 当前 矩阵 的 让 行 、w 列 所 表示 的 边 进行 搜索 时 ， 用 函数 void edge_byp 
(NODE * node, intw int v1) 把 vk 行 、vi 列 所 表示 的 边 登 记 到 回路 顶点 邻接 表 ， 并 旁 路 矩阵 
中 有 关 的 边 。 这 个 函数 的 实现 叙述 如 下 : 


1. void edge byp (NODE *node, int vk,int v1) 

2 4 

3 nt Krls 

4 vk = row init[vk]; /* 当前 行 号 转换 为 原始 行 号 */ 

5, Vl = col init[v1]; /* 当前 列 号 转换 为 原始 列 号 */ 

6 node->ad[vk] = v1; /* 登记 回路 顶点 邻接 表 */ 

7 k = node->row_cur[v1]7 /* v1 转换 为 当前 行 号 k */ 

8 1 = node->col cur[vk]; /* vk 转换 为 当前 列 号 1 */ 

9. if ((k>=0)&& (1>=0)) /* 当前 行 、 列 号 均 处 于 当前 矩阵 中 */ 

10. node->c[k] [1] = MAX VALUE OF TYPE; /* 旁 路 相应 的 边 */ 

下 

这 个 函数 把 给 定 的 当前 行 号 w 转 换 为 原始 行 号 v; 把 当前 列 号 vi 转换 为 原始 列 号 v1 。 
于 是 ， 居 对 应 于 有 向 边 的 起 点 ，w 对 应 于 有 向 边 的 终点 。 把 这 条 边 登 记 到 回路 的 顶点 邻接 


表 。 接 着 ,把 vi 作为 有 向 边 的 起 点 ，vk 作 为 有 向 边 的 终点 ， 把 这 条 边 置 为 无 限 大 。 这 是 通 
过 把 vi 转换 为 当前 的 行 号 ， 把 vw 转 换 为 当前 的 列 号 1 来 达到 的 。 
很 显然 ， 这 个 函数 的 运行 时 间 为 @(1) ， 所 需要 的 工作 单元 个 数 也 是 @(1) 。 
初始 化 函数 NODE * initial(Type c[ ][ ], int 四 叙述 如 下 : 


"267。 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


1. NODE *initial (Type cI[][],int n) 

2 

3. bs 

4. NODE *node = new NODE; /* 分 配 结 点 缓冲 区 */ 

与 for (i=0;i<n;i++) /* 复制 费用 矩阵 的 初始 数据 */ 

让 for (j=0;j<n;j++) 

i noge->c[i][j] = c[il[j]; 

8. for (i=0;i<n;i++) { /* 建立 费用 和 拖 阵 原始 行 、 列 号 与 */ 
-2 node->row init[i] = i /* 初始 行 、 列 号 的 初始 对 应 关系 */ 
10. node->col init[i] = i; 

1s node->row cur[i] = i; 

2 node->col cur[i] = i; 

i } 

14. for (i=0;i<n;i++) /* 回路 顶点 邻接 表 初 始 化 为 空 */ 
Ls node->ad[i] = -1; 

16. node->k = n; 

1 return node; /* 返回 结 点 指针 */ 

6 许 


这 个 初始 化 函数 分 配 一 个 存放 数据 的 结 点 缓冲 区 ， 把 费用 和 矩阵 的 初始 数据 复制 到 结 点 
缓冲 区 的 相应 单元 ,建立 结 点 中 的 费用 和 矩阵 原始 行 、 列 号 与 当前 行 、 列 号 的 初始 对 应 关系 ， 
把 结 点 中 的 回路 顶点 邻接 表 初 始 化 为 空 ， 然 后 把 该 结 点 指针 作为 返回 值 返回 。 

这 个 函数 第 5 行 开 始 的 二 重 循环 ， 复 制 m? 个 元 素 , 需 O(m? ) 时 间 。 第 8、14 行 的 两 个 
for 循环 ， 其 循环 体 都 执行 n 次 ， 都 需 O(n) 时 间 。 因 此 ， 这 个 函数 的 执行 时 间 是 O(n? ) 。 
此 外 ， 如 果 不 把 结 点 缓冲 区 所 需要 的 存储 空间 包括 在 内 ， 这 个 函数 所 需要 的 工作 单元 个 数 
是 9(D 。 


8.5.5 货 郎 担 问题 分 支 限 界 算法 的 实现 


现在 利用 上 述 的 辅助 函数 ， 叙 述 货 郎 担 问题 分 支 限 界 算法 的 实现 。 再 定义 一 些 变量 和 
数据 结构 : 


NODE *xnode; /* 父亲 结 点 指针 */ 

NODE *ynode; /* 儿子 结 点 指针 */ 

NODE *znode; /* 儿子 结 点 指针 */ 

NODE *qbase; /* 优先 队列 首 指针 */ 
Type bound; /* 当前 可 行 解 的 最 优 值 */ 


于 是 ， 货 郎 担 问题 分 支 限 界 算法 描述 如 下 : 


算法 8.4 货 郎 担 问题 的 分 支 限界 算法 
输入 : 城市 项 点 的 邻接 矩阵 c[] [] ,顶点 个 数 n 
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输出 :最 短路 线 费用 w 及 回路 顶点 的 邻接 表 ad[] 


1. template <class Type> 

2. Type traveling salesman(Type c[][],int n,int ad[]) 

3. { 

4 nt 

5 Type d,w,bound = MAX VALUE OF TYPE; 

6 NODE *xnode,*ynode,*znode; 

7 xnode = initial(c,n); /* 初始 化 父亲 结 点 一 一 x 结 点 */ 

8 xnode->w = array red (xnode); /* 归 约 费用 和 矩阵 */ 

: while (xnode->k!=0) { 

10. d = edge_ sel (xnode,vk,v1);  /* 选择 分 支 方向 并 计算 De */ 

区 znode = new NODE; /* 建立 分 支 结 点 一 一 z 结 点 ( 右 儿子 结 点 ) */ 
5 *znode = *xnode; /* 和 X 结 点 数据 复制 到 z 结 点 */ 

3 znode->c[vk] [v1] = MAX VALUE OF TYPE;  ”/* 旁 路 z 结 点 的 边 */ 
Ld; array_red (znode); /* 归 约 z 结 点 费用 矩阵 */ 

Ts znode->w = xnode->w + d; /* 计算 z 结 点 的 下 界 */ 

16. if (znode->w<bound) /* 若 下 界 小 于 当前 可 行 解 最 优 值 */ 
i Q insert (qbase, znode); /* z 结 点 插入 优先 队列 */ 

18. else delete znode; /* 否则 ,前 去 该 结 点 */ 

9 ynode = new NODE; /* 建立 分 支 结 点 一 一 y 结 点 ( 左 儿子 结 点 ) */ 
20. *ynode = *xnode; /* X 结 点 数据 复制 到 y 结 点 */ 

2 edge byp (ynode, vk,v1); /* 登记 回路 顶点 的 邻接 表 , 旁 路 有 关 的 边 */ 
和 del rowcol (ynode, vk,v1); /* 删除 y 结 点 费用 和 矩阵 当前 vk 行 v1 列 */ 
a0 ynode->w = array_red (xnode); /* 归 约 y 结 点 费用 矩阵 */ 

二 ynode->w += xnode->w; /* 计算 y 结 点 的 下 界 */ 

pi if (ynode->k==2) { /* 费用 和 矩阵 只 剩 2 阶 */ 

26. if ((ynode->c[0] [0]== ZERO VALUE OF TYPE)&& 

2% (ynode->c[1] [1]== ZERO VALUE OF TYPE)) { 

28 . Ynode->ad[ynode->row_init[0]] = ynode->col init[0]; 
29. ynode->ad[ynode->row init[1]] = ynode->col init[1]; 
30。 } 

Ey else { 

a: ynode->ad[ynode->row init[0]] = ynode->col init[1]; 
a9 ynode->ad[ynode->row init[1]] = ynode->col init[0]; 
34. } /* 登记 最 后 的 两 条 边 */ 

355 ynode->k = 0; 

36. $ 

3 if (ynode->w<bound) { /* 车 下 界 小 于 当前 可 行 解 最 优 值 */ 
38. Q insert (qbase, ynode); /* yy 结 点 插入 优先 队列 */ 

3 if (ynode->k==0) /* 更 新 当前 可 行 解 最 优 值 */ 

40. bound = ynode->w; 

41. } 
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二 2 else delete ynode; /* 否则 前 去 Y 结 点 */ 

43 . xnode = Q delete (qbase); /* 取 优 先 队 列 首 元 素 */ 
44. } 

谢 写 二 W = xnode->w /* 保存 最 短路 线 费 用 */ 
46. for (i=0;i<n;i++) /* 保存 路 线 的 顶点 邻接 表 */ 
Ts ad[i] = xnode->ad[i]; 

48. delete xnode; /* 释放 xx 结 点 缓冲 区 */ 
49. while (gqbase) { /* 释放 队列 结 点 缓冲 区 */ 
Ss xnode = Q delete (qbase); 

S51 delete xnode; 

52。 } 

5 return w; /* 回 送 最 短路 线 费 用 */ 


54. } 


这 个 算法 按照 8.5.3 节 所 描述 的 求解 过 程 执行 ， 当 费用 矩阵 只 剩 下 2 阶 时 ， 就 可 以 直接 
求 取 剩 下 的 两 条 边 。 这 时 ， 和 矩阵 已 经 是 归 约 的 ， 每 行 每 列 必 有 一 个 元 素 为 0 (Type 数据 类 
型 的 0 值 ) 。 根 据 引 理 8.1， 如 果 coo 与 cu 有 一 个 不 为 0， 则 cu 和 ec 必 为 0。 取 值 为 0 的 
元 素 ， 其 对 应 边 费用 最 小 。 由 此 判断 取 相应 的 两 个 元 素 的 行 、 列 号 ， 转 换 为 原始 的 行 、 列 


这 个 算法 的 时 间 花 费 估 计 如 下 : 根据 8.5.4 节 的 结果 ， 第 7 行 初始 化 父亲 结 点 ， 第 8 
行 归 约 父亲 结 点 费用 矩阵 ， 都 需 O(zz ) 时 间 。 第 9 行 开 始 的 while 循环 ， 循 环 体 的 执行 次 
数 取决 于 所 搜索 的 结 点 个 数 ， 假 定 所 搜索 的 结 点 数 为 c。 在 while 循环 内 部 ， 第 10 行 选择 
分 支 方 向 , 需 O(n? ) 时间。 第 12 行 把 x 结 点 数据 复制 到 = 结 点 〈 这 里 包括 整个 费用 矩阵 的 
复制 工作 ) ， 第 14 行 归 约 = 结 点 的 费用 矩阵， 都 需 O(n? ) 时 间 。 第 17 行 把 = 结 点 插入 优 
先 队列 , 在 最 坏 情况 下 需 O(c) 时 间 。 第 20 行 , 把 x 结 点 数据 复制 到 y 结 点 , 同样 需 O(n?) 
时 间 。 第 21 行 登记 回路 邻接 表 ， 旁 路 有 关 的 边 ， 只 需 O(1) 时 间 。 第 22 行 删除 y 结 点 费用 
和 矩阵 当前 w 行 vi 列 , 第 23 行 归 约 y 结 点 费用 和 矩阵， 这些 操作 都 需 O(n? ) 时 间 。 第 38 行 把 
了 结 点 插入 队列 ， 第 43 行 删除 队列 首 元 素 ， 都 需 O(c) 时 间 。 其 余 的 花费 为 0(1) 时 间 。 因 
此 ， 整 个 while 循环 在 最 二 情况 下 需 O(cn? ) 时 间 。 最 后 ， 在 算法 的 尾部 ， 第 46 行 的 for 
循环 保存 路 线 的 顶点 邻接 表 于 数组 ad 作为 算法 的 返回 值 ， 需 O(n) 时间。 第 49 行 开始 的 
while 循环 释放 队列 的 缓冲 区 ， 在 最 坏 情 况 下 需 O(c) 时 间 。 所 以 ， 整 个 算法 的 运行 时 间 为 
O(cn’)。 

算法 所 需要 的 空间 ， 主 要 花费 在 结 点 的 存储 空间 。 每 个 结 点 需要 O(nm? ) 空间 存放 费用 
和 矩阵， 而 存放 费用 和 矩阵 的 原始 行 、 列 号 和 当前 行 、 列 号 的 对 应 关系 的 映射 表 ， 以 及 回路 的 


顶点 邻接 表 仅 需 O(n) 空间 。 因 此 ， 每 个 结 点 相应 需要 O(n? ) 空间 。 所 以 ， 算 法 的 空间 复 
杂 性 也 为 O(cn? ) 空间 。 
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习 题 
1. 求 如 下 费用 矩阵 的 归 约 矩阵 和 归 约 常数 : 
i wm 8562 
Te a 人 
4 0 wmw6 27wm0 
:Ee 和 区- 击 
ee 
3 6%8 8 
(3) e= CD.6= 
i 0 1%3 
9 8 1% 0 0 1 wu 
2. 在 上 述 费 用 矩阵 中 ， 求 第 1 次 进行 分 支 选择 所 选取 的 边 ， 及 相应 两 个 儿子 结 点 的 
下 界 。 
3. 用 第 1 种 分 支 限界 方法 重新 设计 解 货 郎 担 问题 的 算法 ， 分 析 在 最 坏 情况 下 算法 的 时 
间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 。 


4. 用 最 小 堆 的 方式 ， 而 不 是 优先 队列 的 方式 来 存放 结 点 的 数据 ， 重 新 设计 算法 8.1， 
分 析 在 最 坏 情况 下 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 。 
5. 使 用 算法 8.4 求解 如 下 费用 矩阵 的 货 序 担 问题 


mo 17 7 35 18 » 7 19 14 21 
9 om 5 14 29 13: mw 32 17.12 
(1) ec=|29 24 o 30 12 (2) ce=|28 25 wm 9 28 
27 21 25 wm 48 31 9 15 Ww 21 
l5 16 28 18 % 23 16 21 14 % 
%. T3122 o 11109 6 
3 om6 14 9 8 oo 7 3 4 
(3 EIS ww 6 .18 (4) c=|8 4 » 4 8 
9 3 二 汉 : 吗 ll1 10 5 om 5 
l8 14 9 8 o G93 3 wm 


画 出 解 相 应 货 郎 担 问题 的 搜索 树 ， 用 相应 的 归 约 矩阵 代表 结 点 ， 在 结 点 旁边 写 出 相应 
的 下 界 及 其 所 选择 的 边 ， 最 后 写 出 最 优 解 及 最 短路 径 长 度 。 

6. 有 如 下 0/1 背包 问题 ， 画 出 它们 的 搜索 树 ， 在 结 点 旁边 标 出 相应 的 上 界 ; 写 出 最 后 
的 最 优 解 ， 及 相应 的 最 大 价值 。 

(1) M=20, p={11.8.15,18.12,6}, w={5,3,2,10,4,2} 

(2) M=12, p={10,12,6,8,4}, w={4,6,3,4,2} 

(3) M=15, p={6,7,8,3,1}, w={5,7,10,5,2} 
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7. 用 第 1 种 分 支 限界 方法 重新 设计 解 0/1 背包 问题 的 算法 。 

8. 用 最 小 堆 的 方式 ， 而 不 是 优先 队列 的 方式 ， 来 存放 结 点 的 数据 ， 重 新 设计 算法 8.2， 
分 析 在 最 坏 情况 下 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 。 

9. 求 下 面 的 作业 分 配 问题 : 


3 6 45 和 
de-|1231 wy 
机 人 洛 2 
2 3 4178 
-和 和 7 3 4 4 
CE wy el 
i 0 El :tr 
人 S$ 下 


10. 用 最 小 堆 的 方式 , 而 不 是 优先 队列 的 方式 , 来 存放 结 点 的 数据 , 重新 设计 算法 8.3， 
分 析 在 最 坏 情 况 下 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 。 


参考 文献 


分 支 限界 法 的 思想 方法 可 在 文献 [和 ]、[17]、[19] 中 看 到 。 分支 限界 法 解 货 郎 担 问题 可 在 
文献 [3]、[8]、[10]、[13]、[17]、[20] 中 看 到 ， 另 一 种 用 分 支 限 界 法 解 货 郎 担 问题 的 方法 可 
在 [4]、[29]、[30] 中 看 到 。 分 支 限 界 法 解 01 背包 问题 可 在 文献 [4]、[9]、[17]、[19] 中 看 到 。 
分 支 限界 法 解 作业 分 配 问题 可 在 文献 [8]、[13] 中 看 到 。 分 支 限 界 法 解 单 源 最 短路 径 问 题 可 
在 文献 [19]、[58] 中 看 到 。 
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在 第 1 章 叙 述 算法 的 概念 时 ， 曾 提 到 算法 的 一 个 特征 一 一 确定 性 。 算 法 对 所 有 可 能 的 
输入 ， 都 有 确定 的 运算 ， 能 得 到 正确 的 答案 。 但 是 ， 也 有 很 多 确定 性 的 算法 ， 其 性 能 很 坏 。 
特别 是 许多 具有 很 好 的 平均 运行 时 间 的 算法 ， 在 最 坏 的 情况 下 却 具 有 很 坏 的 性 能 。 于 是 ， 
出 现 了 采用 随机 选择 的 方法 来 改善 算法 的 性 能 。1976 年 ，M.Rabin 把 这 种 新 的 算法 设计 方 
法 称 为 概率 算法 。 这 种 方法 把 “算法 对 所 有 可 能 的 输入 都 必须 给 出 正确 的 答案 ”这 一 条 件 
予以 放松 ， 允 许 在 某 些 方面 可 能 是 不 正确 的 ， 但 是 由 于 出 现 这 种 不 正确 的 可 能 性 很 小 ， 以 
至 可 以 安全 地 不 予 理 皮 ， 同样 ， 它 也 不 要 求 对 一 个 特定 的 输入 ， 算 法 的 每 一 次 运行 都 能 得 
到 相同 的 结果 。 增 加 这 种 随机 性 的 因素 ， 所 得 到 的 效果 是 令 人 惊奇 的 。 对 那些 效率 很 低 的 
确定 性 算法 ， 用 这 种 方法 可 以 快速 地 产生 问题 的 解 。 这 种 算法 也 被 称 为 随机 算法 。 


9.1 随机 算法 概述 


随机 算法 是 指 在 算法 中 执行 某 些 步骤 或 某 些 动作 时 ， 人 允许 进 行 一 些 随机 选择 。 在 随机 
算法 中 ， 除 了 接收 算法 的 输入 外 ， 还 接收 一 个 随机 的 位 流 ， 以 便 在 算法 的 运行 过 程 中 随机 
地 进行 选择 。 通 常 ， 把 解 问题 P 的 随机 算法 定义 为 : 设 了 是 问题 尸 的 一 个 实例 ， 在 用 算法 
解 7 的 某 些 时 刻 ， 随 机 地 选取 某 个 输入 be7T， 由 5b 来 决定 算法 的 下 一 步 动 作 。 随 机 算法 把 
随机 性 注入 算法 之 中 ， 改 善 了 算法 设计 与 分 析 的 灵活 性 ， 提 高 了 算法 的 解 题 能 力 。 

随机 算法 有 两 个 优点 ， 第 一 ， 随 机 算法 所 需要 的 执行 时 间 和 空间 ， 经 常 小 于 同一 问题 
的 已 知 最 好 的 确定 性 算法 ， 第 二 ， 迄 今 为 止 所 看 到 的 所 有 随机 算法 ， 它 们 的 实现 都 比较 简 
单 ， 也 比较 容易 理解 。 


9.1.1 随机 算法 的 类 型 


随机 算法 可 以 分 成 几 种 类 型 : 数值 概率 算法 、 拉 斯 维 加 斯 (Las Vegas) 算法 、 蒙 特 卡 
罗 (Monte Carlo) 算法 和 合 伍 德 (Sherwood) 算法 等 。 
@ ”数值 概率 算法 : 用 于 数值 问题 的 求解 。 这 类 算法 所 得 到 的 解 几乎 都 是 近似 解 ， 近 
似 解 的 精度 随 着 计算 时 间 的 增加 而 不 断 提 高 。 本 书 没有 涉及 数值 计算 问题 ， 有 关 
内 容 可 参考 相关 的 文献 资料 。 
@ 拉 斯 维 加 斯 算法 : 可 能 给 出 问题 的 正确 答案 ， 也 可 能 得 不 到 问题 的 答案 。 对 所 求 
解 问题 的 任 一 实例 , 用 同一 拉 斯 维 加 斯 算法 对 该 实例 反复 求解 多 次 , 可 使 求解 失 
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效 的 概率 任意 小 。 

@ ”蒙特 卡 罗 算 法 : 总 能 得 到 问题 的 答案 , 但 是 可 能 会 偶然 地 产生 一 个 不 正确 的 答案 。 
重复 地 运行 算法 ， 每 一 次 运行 都 独立 地 进行 随机 选择 ， 可 以 使 产生 不 正确 答案 的 
概率 变 得 任意 小 。 

@ 会 伍 德 算 法 : 许多 具有 很 好 的 平均 运行 时 间 的 确定 性 算法 ， 在 最 坏 的 情况 下 ， 其 
性 能 很 坏 。 对 这 类 算法 引入 随机 性 加 以 改造 ， 可 以 消除 或 减少 一 般 情 况 和 最 坏 情 
况 的 差别 。 在 一 些 文献 中 ， 把 这 类 算法 归 入 拉 斯 维 加 斯 算法 。 

在 确定 性 算法 4 中 ， 衡 量 算 法 4 的 时 间 复 杂 性 ， 是 取 它 的 平均 运行 时 间 。 如 果 4 是 一 

个 随机 算法 ， 对 大 小 为 n 的 一 个 确定 的 实例 I， 这 一 次 运行 和 另外 一 次 运行 ， 其 运行 时 间 
可 能 是 不 同 的 。 因 此 ， 更 正常 地 衡量 算法 的 性 能 ， 是 取 算法 4 对 确定 实例 了 的 期 望 运行 时 
间 ， 即 由 算法 4 反复 地 运行 实例 7 所 取 的 平均 运行 时 间 。 因 此 ， 在 随机 算法 里 ， 所 讨论 的 
是 最 坏 情 况 下 的 期 望 时 间 和 平均 情况 下 的 期 望 时 间 。 


9.1.2 ”随机 数 发 生 器 


正如 上 面 所 叙述 的 那样 ， 在 随机 算法 中 ， 要 随时 接收 一 个 随机 数 ， 以 便 在 算法 的 运行 
过 程 中 按照 这 个 随机 数 进行 所 需要 的 随机 选择 。 因 此 ， 随 机 数 在 随机 算法 的 设计 中 起 着 很 


重要 的 作用 。 
在 计算 机 中 产生 随机 数 的 方法 ， 经 常 采 用 下 面 的 公式 : 
du =d 
qd,=bd,i+e n=1,2,… (9.1.1) 


an =d, /65536 
用 这 个 公式 产生 0~65535 的 随机 数 a1,as,… 序列 的 程序 ,有 时 称 为 2” 步 长 的 倍增 谐 和 随机 
数 发 生 器 。 其 中 ，b 、c 、4 为 正 整数 ，q 称 为 由 该 公式 所 产生 的 随机 序列 的 种 子 。 常 数 b、 
c 的 选取 对 所 产生 的 随机 序列 的 随机 性 能 有 很 大 的 关系 ，4b 通常 取 一 素数 。 

实际 上 ， 计 算 机 并 不 能 产生 真正 的 随机 数 。 当 b、c 、4q 确定 之 后 ， 由 式 〈9.1.1) 所 产 
生 的 随机 序列 也 就 确定 了 。 所 产生 随机 数 只 是 在 一 定 程 度 上 的 随机 而 已 ， 因 此 ， 有 时 又 把 
用 这 种 方法 产生 的 随机 数 称 为 伪 随 机 数 。 

下 面 是 随机 数 发 生 器 的 一 个 例子 。 其 中 ， 函 数 random_seed 提供 给 用 户 选择 随机 数 的 
种 子 ， 当 形式 参数 4 =0 时 ， 取 系统 当前 时 间作 为 随机 数 种 子 ， 当 4 0 时 ， 就 选用 4 作为 
种 子 ， 函 数 random 在 给 定 种 子 的 基础 上 ， 计 算 新 的 种 子 并 产生 一 个 范围 为 Jow ~ high 的 新 
的 随机 数 。 


#define MULTIPLIER 0x015A4E35L 
#define INCREMENT 1 
static unsigned long seed; 


void random seed(unsigned long d) 
{ 
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if (d==0) 
seed = time (0); 
else 
seed = d; 
} 


unsigned int random(unsigned long low,unsigned long high) 
{ 

Seed = MULTIPLIER * seed + INCREMENT; 

return ((seed >> 16) % (high - low) + low); 


9.2 ”会 伍 德 算 法 


令 4 是 一 个 确定 性 算法 ， 它 对 输入 实例 x 的 运行 时 间 记 为 T(x)。 假 定 X, 是 算法 4 的 
输入 规模 为 的 所 有 输入 实例 的 全 体 ， 则 算法 4 的 平均 运行 时 间 为 : 
| 


xEX, 
显然 ， 这 不 排除 存在 着 个 别 实例 xe X, ， 使 得 T(x) >>T (n)。 实 际 上 ， 很 多 算法 对 不 同 
的 输入 数据 ， 显 示 出 不 同 的 运行 性 能 。 例 如 ， 当 输入 数据 是 均匀 分 布 时 ， 快 速 排序 算法 的 
运行 时 间 是 @(nlogn) ， 而 当 输入 数据 已 几乎 按 递增 或 递减 顺序 排列 时 ， 算 法 的 运行 时 间 
变 坏 ， 就 是 这 种 情况 。 
如 果 存 在 一 种 随机 算法 8 ， 使 得 对 规模 为 "的 每 一 个 实例 xs Y, ， 都 有 : 
Ts(x)=T(n)+s(n) 
偶然 会 有 某 一 个 具体 实例 x*e,， 算 法 B 运 行 这 个 具体 实例 所 花费 的 时 间 ， 可 能 比 上 式 所 
表示 的 运行 时 间 更 长 一 些 ， 但 这 是 由 算法 的 随机 选择 所 引起 的 ， 与 算法 的 输入 实例 无 关 。 
这 就 可 以 消除 算法 的 不 同 输入 实例 对 算法 性 能 的 影响 。 
合 伍 德 类 型 的 随机 算法 , 就 是 根据 上 述 思想 来 进行 设计 的 ,可 以 把 算法 B 关 于 规模 为 n 
的 输入 实例 的 期 望 运行 时 间 定 义 为 
T,(n)= 3 TX,| 


很 清楚 ，T; (n)=T,(n)+s(n)。 当 s(n) 与 T,(n) 相 比 很 小 而 可 以 忽略 时 ,使 伍 德 类 型 
的 随机 算法 显示 出 很 好 的 性 能 。 


9.2.1 随机 快速 排序 算法 
在 42.3 节 所 叙述 的 快速 排序 算法 quick sort 中 ,采用 数组 的 第 一 个 元 素 作为 枢 点 元 素 
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进行 排序 ， 在 平均 情况 下 的 运行 时 间 是 @(nlogn); 在 最 坏 情况 下 ， 数 组 中 的 元 素 已 按 递 
增 或 递减 顺序 排列 时 ， 运 行 时 间 是 @(z2) 。 这 种 最 坏 情 况 是 时 有 发 生 的 。 例 如 ， 有 一 个 很 
大 的 排序 过 的 文件 ， 附 加 若干 个 元 素 之 后 ， 再 重新 对 它 进行 排序 ， 这 时 其 运行 时 间 就 接近 
于 9(z2) 。 

出 现 这 种 情况 ， 是 由 于 快速 排序 算法 quick sort 采用 数组 的 第 一 个 元 素 作 为 枢 点 元 素 
进行 数组 的 划分 所 致 。 这 时 ， 由 于 数组 中 的 元 素 已 按 递增 或 递减 顺序 排列 ， 人 快速 排序 算法 
quick sort 退化 为 选择 排序 。 如 果 随 机 地 选取 一 个 元 素 作为 枢 点 元 素 ， 算 法 的 行为 不 受 数组 
元 素 的 输入 顺序 所 影响 ， 就 可 以 避免 这 种 情况 的 发 生 。 这 时 ， 所 谓 的 最 坏 情况 ， 是 由 于 随 
机 数 发 生 器 所 选择 的 随机 枢 点 元 素 所 引起 的 。 如 果 随 机 数 发 生 器 所 产生 的 随机 枢 点 元 素 序 
列 ， 恰 好 使 所 选择 的 元 素 序列 构成 一 个 递增 或 递减 顺序 ， 就 会 发 生 这 种 情况 ， 但 可 以 认为 
出 现 这 种 情况 的 可 能 性 是 微乎其微 的 。 

加 入 随机 选择 枢 点 元 素 的 快速 排序 算法 可 叙述 如 下 : 

算法 9.1 随机 选择 枢 点 元 素 的 快速 排序 算法 

输入 : 数组 A, 数组 元 素 的 起 始 位 置 low, 终止 位 置 high 

输出 ， 按 非 降 顺 序 排列 的 数组 A 


1. template <class Type> 
2. void quicksort random(Type A[],int low,int high) 
: 和 
4. random seed (0); /* 选择 系统 当前 时 间作 为 随机 数 种 子 */ 
5 r_quicksort (A, low,high); /* 递归 调用 随机 快速 排序 算法 */ 
6 } 
1. void r quicksort (Type A[],int low,int high) 
2 
E 光 nt 
4. if (low<high) { 
5。 k = random(low,high); /* 产生 low 到 high 之 间 的 随机 数 k */ 
6. swap (A[low] ,A[k]); /* 把 元 素 A[k] 交换 到 数组 的 第 1 个 位 置 */ 
Fs k = split (A,low,high);  /* 按 元 素 A[low] 把 数组 划分 为 2 个 */ 
: r_quicksort (A, low,k-1); /* 排序 第 1 个子 数组 */ 
9. r_quicksort (A, k+1,high); /* 排序 第 2 个 子 数组 */ 
0 } 
六 久生 


这 个 算法 在 最 坏 情况 下 ， 仍 然 需 @(n?) 时 间 。 这 是 由 于 随机 数 发 生 器 第 i 次 所 随机 产 
生 的 枢 点 元 素 ， 恰 恰 就 是 数组 中 第 i 大 或 第 i 小 的 元 素 。 但是， 正如 上 面 所 述 ， 出 现 这 种 情 
况 的 可 能 性 是 微乎其微 的 。 实 际 上 ， 输 入 元 素 的 任何 排列 顺序 ， 都 不 可 能 使 算法 行为 处 于 
最 坏 的 情况 。 因 此 ， 这 个 算法 的 期 望 运 行 时 间 是 @(nlogn)。 
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在 4.2.6 节 所 叙述 的 选择 算法 中 ， 从 个 元 素 中 选择 第 大 小 元 素 ， 其 运行 时 间 是 20cm ， 


一 个 乘 以 很 大 常数 的 @(n) 。 力 


入 随机 选择 因素 , 可 以 改善 算法 的 性 能 。 如 果 输 入 规模 为 n ， 


可 以 证 明 该 算法 的 时 间 复 杂 性 小 于 4n。 算 法 的 思想 方法 如 下 : 随机 选择 一 个 枢 点 元 素 ， 按 


枢 点 元 素 把 序列 划分 为 两 个 子 


序列 ， 判 断 第 左 小 元 素 位 于 哪 一 个 子 序列 而 丢弃 另 一 个 子 序 


列 。 递 归 地 执行 上 述 操作 ， 就 可 以 很 快 地 找到 第 丰 小 元 素 。 该 算法 可 描述 如 下 : 


算法 9.2 随机 选择 算法 
输入 : 数组 和 A 及 其 第 一 个 元 素 
输出 ， 所 选择 的 元 素 


下 标 low, 最 后 一 个 元 素 下 标 high, 所 选择 第 kx 小 元 素 的 序号 k 


1. template <class Type> 
2. Type select random(Type A[],int low,int high,int k) 
EE 
random seed (0); /* 选择 系统 当前 时 间作 为 随机 数 种 子 */ 
k=k-1; /* 使 k 从 数组 的 第 low 元 素 开始 计算 */ 
6 return r_select (A[] ,low,high,k);/* 递归 调用 随机 选择 算法 */ 
2 
1. Type r_select (Type A[],int low,int high,int k) 
ys 
E int 1 
4. if (high-low<=k) /* 第 k 小 元 素 已 位 于 子 数组 的 最 高 端 */ 
i return Al[high]; /* 直接 返回 最 高 端 元 素 */ 
6. else { 
EE i = random (low,high); /* 产生 low 到 high 之 间 的 随机 数 i */ 
8. swap (A[low] ,A[i]); /* 把 元 素 A[i] 交换 到 数组 的 第 1 个 位 置 */ 
9. i = split (A,1ow,high); /* 按 元 素 A[1low] 把 数组 划分 为 2 个 */ 
10. if ((i-low)==k) /* 元 素 A[i] 就 是 第 k 小 元 素 */ 
证 return A[i]; /* 直接 返回 A[i] */ 
Ee else if ((i-low)>k) /* 第 k 小 元 素 位 于 第 1 个 子 数 组 */ 
9 return r select (A,1ow,i-1,k); /* 从 第 1 个子 数组 寻找 */ 
14. else /* 否则 */ 
15. return r_ select (A,i+l,high,k-i-1);  /* 从 第 2 个 子 数组 寻找 */ 
Ds } 
by 


因为 数组 元 素 的 序号 从 low 开始 ， 它 是 被 检索 的 第 1 个 元 素 ， 所 以 该 算法 一 开始 就 把 
变量 上 减 1， 使 它 可 以 方便 地 与 数组 元 素 的 序号 互相 对 应 。 进 入 递归 函数 r_select 时 ， 在 该 
函数 的 第 4、5 行 ， 判 断 子 数组 元 素 个 数 是 否 小 于 等 于 丰 ， 如 果 条 件 成 立 ， 说 明子 数组 的 最 
高 端 元 素 便 是 所 希望 求 取 的 元 素 。 否 则 , 在 第 7 行 产 生 一 个 从 1ow 到 high 的 随机 数 ; ， 把 元 
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素 4[ 让 作为 枢 点 元 素 ; 在 第 9 行 ， 调 用 函数 split， 把 数组 划分 成 3 个 部 分 ， 即 小 于 枢 点 元 
素 的 子 数组 、 枢 点 元 素 、 大 于 枢 点 元 素 的 子 数组 ， 并 求 得 枢 点 元 素 在 数组 中 的 新 序号 i 。 
这 时 ， 如 果 第 10 行 的 条 件 成 立 ， 说 明 枢 点 元 素 便 是 所 要 选择 的 元 素 。 否 则 ， 如 果 第 12 行 
条 件 成 立 ， 说 明 所 选择 的 元 素 位 于 枢 点 元 素 的 新 序号 之 前 。 于 是 ， 丢 弃 后 一 部 分 子 数组 ， 
递归 地 调用 函数 r_select， 从 1ow 到 i-1 的 位 置 中 去 寻找 第 小 元 素 。 如 果 第 12 行 条 件 不 成 
立 ， 说 明 所 选择 的 元 素 位 于 枢 点 元 素 的 新 序号 之 后 。 这 时 就 丢弃 前 一 部 分 子 数组 ， 递 归 地 
调用 函数 r_select， 从 z+1 到 7rez 的 位 置 中 去 寻找 第 小 元 素 。 

这 个 算法 的 行为 和 性 能 ， 完 全 类 似 二 又 检索 算法 。 每 递归 调用 一 次 ， 就 丢弃 一 部 分 
元 素 ， 而 对 另 一 部 分 元 素 进行 处 理 ， 可 以 很 容易 地 把 这 个 算法 的 递归 形式 改写 成 循环 迭 
代 的 形式 。 

这 个 算法 的 运行 时 间 估 计 如 下 : 假定 数组 中 的 元 素 都 是 不 相同 的 。 在 最 坏 的 情况 下 ， 
这 个 算法 在 第 i 轮 递归 调用 时 ， 由 随机 数 发 生 器 所 选择 的 枢 点 元 素 ， 恰恰 就 是 数组 的 第 i 大 
元 素 或 第 i 小 元 素 。 因 此 ， 每 一 次 递归 调用 ， 只 丢弃 一 个 元 素 ， 而 对 其 余 元 素 继续 进行 处 
理 。 函 数 split 对 大 小 为 n 的 数组 进行 划分 ， 其 元 素 比较 次 数 为 nx 。 因 此， 算法 在 最 坏 情况 
下 ， 所 执行 的 元 素 比较 次 数 为 

n+(n-D+tl=3n (ntl)=0(n) 


正如 前 面 所 叙述 的 那样 ， 发 生 这 种 情况 的 概率 是 微乎其微 的 。 

下 面 分 析 这 个 算法 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 。 可 以 证 明 ， 对 大 小 为 的 数组 ， 这 
个 算法 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 小 于 4n 。 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 

令 C(n) 是 算法 对 n 个 元 素 的 数组 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 。 当 n=2 及 n=3 时 ， 
容易 验证 ，C(2)<4.2=8，C(3)<4.3=12。 

假定 对 所 有 的 上 ，1<k<n-1，C(k)<4k 成 立 。 下 面 证 明 C(n) <4n 也 成 立 。 

因为 枢 点 元 素 的 位 置 了 是 随机 选择 的 ， 假 定 它 是 0,1,…,m-1 中 的 任何 一 个 位 置 ， 并 都 
具有 相同 的 概率 。 因 为 序号 从 0 开始 ， 第 大 小 元 素 相 当 于 数组 的 第 大-1 位 置 。 所 以 ， 如 果 
i= 大 -1， 则 枢 点 元 素 就 是 所 寻找 的 第 丰 小 元 素 。 这 时 算法 只 调用 一 次 split 函数 ， 因 此 只 执 
行 了 n 次 元 素 比较 操作 。 如 果 i<k-1， 则 丢弃 序号 为 0,1,…,i 等 共 i+1 个 元 素 ， 在 其 余 的 
n 一 i 一 1 个 元 素 之 中 继续 寻找 第 小 元 素 。 这 时 除 调用 split 函数 所 执行 的 n 次 元 素 比较 操作 
外 ， 还 需 执行 C(n--i-1) 次 元 素 比较 操作 。 如 果 i>k-1， 则 丢弃 后 面 序号 为 i,i+1,-…,n-1 
等 共 n-i 个 元 素 , 在 前 面 的 i 个 元 素 之 中 寻找 第 小 元 素 。 这 时 除 调用 split 函数 所 执行 的 n 
次 元 素 比较 操作 外 ， 还 需 执行 C(i) 次 元 素 比 较 操作 。 枢 点 元 素 在 第 小 元 素 之 前 和 之 后 的 
情况 如 图 9.1 所 示 。 


i+1 个 元 素 nn 一 i-1 个 元 素 i 个 元 素 n -i 个 元 素 


(a) (b) 
图 9.1 枢 点 元 素 在 第 小 元 素 之 前 和 之 后 的 情况 
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因此 ， 算 法 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 为 : 
C(n)=n+— | Seo- i— D+Sc)| 
三 1 十 一 | zcor*zco| 


n+ 


= 1 | cece|| 


im 一 + 


< | cisco|| 


i=n-k+tl 


因为 CCn) 是 的 非 降 机 数 ， 所 以 ， 当 上 [2 时 ， 方程 
Fc)+$ ce 


i=n-k+l 


的 值 达 到 最 大 。 因 此 
cm SC): sco| 
i=n-|n/2H1 =|n/21 


根据 归纳 定义 ， 对 所 有 的 ，1<k<n 一 1，C(k)<4k 成 立 。 所 以 ， 有 
| > 4 十 


Nn | i=n-[72H1 i=[n/2] 
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多 | 
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办 | 到 


| 
i=[n/2] 2 
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n(n—l1) -一 一 
和 2 
12 一 1 n’—2n 
| 
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从 
3 
昌 


Le 


1 
3 
于 
S |co xs 1oo 


| 


“279。 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


1 
=n+= [3m —2n| 
=4n—2 
<4n 


由 此 得 出 ， 当 输入 规模 为 n 时 ， 随 机 选择 算法 select_random 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 
次 数 小 于 4n 。 因 此 ， 其 期 望 运行 时 间 是 @(n)。 


9.3” 拉 斯 维 加 斯 算法 


合 伍 德 类 型 的 随机 算法 消除 了 不 同 输入 实例 对 算法 性 能 的 影响 ,对 所 有 输入 实例 而 言 ， 
其 运行 时 间 相对 比较 均匀 ， 时 间 复 杂 性 与 原来 的 确定 性 算法 的 时 间 复 杂 性 相当 。 而 本 节 将 
要 介绍 的 拉 斯 维 加 斯 算法 则 是 另 一 种 类 型 的 随机 算法 ， 它 有 时 运行 成 功 ， 有 时 运行 失败 。 
因此 ， 需 要 对 同一 个 实例 反复 地 运行 ， 直 到 成 功 地 得 到 问题 的 解 为 止 。 

假定 BOOL las_vegas( P(x) ) 是 解 问题 P 的 某 个 实例 x 的 一 个 代码 段 ， 运 行 成 功 时 ， 它 
返回 TRUE ， 否 则 返回 FALSE 。 于 是 ， 拉 斯 维 加 斯 算法 反复 地 运行 下 面 的 代码 段 : 


while(!las vegas (P(x))); 


直到 运行 成 功 返回 TRUE 为 止 。 假 定 p(x) 是 对 输入 实例 x 成 功 地 运行 las_vegas 的 概率 ， 
为 了 使 上 面 的 代码 段 不 会 发 生死 循环 ， 必 须 有 p(x) >0。 换 句 话 说 ， 如 果 存 在 着 一 个 常数 
5 >0， 使 得 对 问题 P 的 所 有 实例 x*， 都 有 p(x) >6 ， 就 认为 该 拉 斯 维 加 斯 算法 是 正确 的 。 
因为 p(x)>5 ， 则 失败 的 概率 小 于 1-5 。 如 果 连 续 运行 算法 次 ， 就 可 把 失败 的 概率 降低 
为 (1-56)*。 当 充分 大 时 ，(1-5)* 趋 于 0。 所 以 ， 只 要 有 足够 的 时 间 运 行 上 述 的 代码 ， 总 
得 到 问题 的 解 。 

如 果 s(x) 是 成 功 地 运行 实例 x 所 花费 的 平均 时 间 , e(x) 是 失败 地 运行 实例 x 所 花费 的 
平均 时 间 ，p (x) 是 成 功 运行 的 概率 ， 则 总 的 平均 时 间 花 费 T(x) 是 : 

T(x)=p(x):s(x)+(1-p(x))-e(x) 
因此 ， 算 法 的 期 望 运行 时 间 为 : 
T(x)=(p(x)-s(x)+(1-p(x))-e(x))/ p(x) 


9.3.1 字符 串 匹 配 

给 定 两 个 长 度 分 别 为 n 和 m 的 字符 串 S 和 P，n>m， 判断 S 中 是 否 包 含有 与 P 相 匹配 
的 子 串 ， 称 为 字符 串 匹配 。 字 符 串 匹配 实际 上 是 模式 匹配 的 一 种 特殊 形式 。 有 时 ， 把 字符 
串 8 称 为 正文 ， 把 字符 串 己 称 为 模式 。 字 符 串 匹配 的 一 种 最 简单 的 方法 是 : 在 正文 5S 中 设 
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置 一 个 长 度 为 m 的 窗口 , 逐个 字符 地 检查 位 于 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 相 匹配 。 开始 时 ， 
窗口 位 于 正文 8 最 左边 的 起 始 位 置 , 然后 逐个 字符 地 向 右 移动 窗口 , 直到 窗口 位 于 正文 8 的 
最 右边 为 止 。 显 然 ， 检 查 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 匹配 ， 需 要 m 次 比较 操作 ， 窗口 的 移 
动 次 数 最 多 为 nm 次 。 因 此， 需要 比较 的 总 次 数 为 m(n 一 m+1)= (mn) 。 

另 一 种 字符 串 匹 配 算法 称 为 RK (Rabin-Karp ) 算法 ， 其 思想 方法 是 对 窗口 中 的 子 串 和 
模式 P 都 赋予 一 个 Hash 函数 ， 只 有 在 窗口 中 子 串 的 Hash 函数 值 与 模式 P 的 Hash 函数 值 
相等 时 ， 才 检查 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 相 匹配 ， 否 则 ， 就 不 进行 检查 ， 直 接 移 动 到 下 
一 个 窗口 ， 这 就 大 大 地 提高 了 检查 字符 串 匹 配 的 速度 。 

假定 正文 和 模式 P 中 出 现 的 字符 集 为 2={a0,a1,…,ab 4}， 其 中 ，b=|>|。 令 自然 数 
集 N, ={0,1…,b 一 上 }， 函 数 ch:7 一 N 为 : 

ch(ai)=i 

令 S=s1s2…sn， P= Pip2…pm? 窗口 中 的 子 串 Wi = sinsis2 sitm ;i=0,1,…,n—m。 
把 字符 串 中 的 每 一 个 字符 都 用 函数 ch 映射 为 0~b-1 的 正 整 数 ， 则 模式 P 及 窗口 中 的 子 串 ， 
可 表示 为 以 5 为 基底 的 、 具 有 m 位 数字 的 b 进 制 数 ,例如 , 模式 P 的 b 进 制 数 p 可 以 表示 为 : 

p= ys 
=y1:b" +y2 
=C((pW bE) ot yt 
其 中 ，y; =ch(p;)，i=1,2,…,m 。 同 样 ， 窗 口中 的 子 串 多 ,i 的 5 进 制 数 wi,i 可 表示 为 : 


= ml ss 
Wi = Xa “b 士 Xi42 “b t+ Xitml b+ Xi+m 


0 十 一 十 mr-1 b+ ym 


=(…((xil DD) + Xr2) 有 十 … 士 Xin) D+ Xirm 
其 中 ，xw =ch(si)，i=1,2,-…,n。 对 窗口 中 的 子 串 画 ,的 5 进 制 数 wi,,， 有 如 下 的 递 推 
关系 : 


Wis2 = Win —xin1 6™ ) b+ xirm i=0,1,.…, n—m 
引入 Hash 函数 : 
hp)p modg 
h(wi)=w; modg 
其 中 ，g 是 某 个 充分 大 的 素数 , 运算 符 mod 为 求 模 运算 , 与 C 语言 中 的 求 模 运算 不 尽 相 同 。 
其 运算 规则 如 下 : 假定 a、5 为 整数 ，a 除 以 5b 余数 为 r， 若 a、b 符号 相同 ， 则 a mod5b 的 
结果 为 r; 若 a、b 符号 不 同 ， 则 a modz 的 结果 为 r 以 5 为 模 的 补 数 。 
于 是 ， 对 窗口 子 串 到 ,1 的 5 进 制 数 wi, 的 Hash 函数 h(wi,)， 有 如 下 的 递 推 关 系 : 
h(wis2)=((h(win)— xin .DBP mod gq) :b+txismi) modg 〖 人 二 和 
由 此 ， 可 以 用 下 面 的 步骤 来 实现 字符 串 的 匹配 : 
(1) 计算 bmodg ， 为 计算 式 (9.3.1) 做 准备 。 
(2) 计算 第 1 个 窗口 子 串 的 Hash 函数 值 h(w) 。 
(3) 计算 模式 子 串 的 Hash 函数 值 h(p) 。 
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(4) 令 i=0。 


(5) 如 果 h(w)=h(p)， 逐 个 字符 比较 窗口 子 串 和 模式 子 串 的 字符 ， 转 步骤 (6) ; 否 


则 ， 转 步骤 (7) 。 


(6) 如 果 窗 口子 串 和 模式 子 串 的 所 有 字符 都 相同 ， 算 法 结束 ， 返 回 


转 步骤 (7) 。 
(7) i=i+l,， 若 i>m-m ， 算 法 结束 ， 返 回 窗 


位 置 ， 否 则 ， 


窗 


位 置 为 -1 的 结果 ， 表 明 没有 匹配 的 子 


串 。 否 则 ， 按 式 〈9.3.1) 计算 下 一 个 窗口 子 串 的 Hash 函数 值 h(w) ， 转 步骤 (5) 。 


算法 的 实现 如 下 : 


算法 9.3 字符 串 匹配 
输入 ; 存放 正文 字符 串 的 数组 S[] ,J 


E 文 字符 串 的 长 度 n, 模式 字符 串 数组 P[] ,模式 字符 串 长 度 m， 


素数 9 
输出 : 与 相 匹配 的 子 串 在 正文 中 的 起 始 位 置 
1. #define BASE base /* base=| 工 | ,2 为 构成 字符 串 S 和 模式 串 P 的 字符 集 */ 
2. long match (char S[],1Long n,char P[],1ong m,long 9q) 
3 寺 
4 long b = BASE; /* 字符 集 z 的 字符 个 数 */ 
5 long i,jrk,1locs 
6 long w=0,p=0, x=1; 
时 for (i=0;i<m-1;i++) /* 计算 bp”! mod q */ 
8 X= (x * b) sq 
EE for (i=0;i<m;i++) 
10. Ww= (Ww*b+ ch(s[i])) % q; /* 第 1 个 窗口 子 串 的 Hash 值 */ 
1 for (i=0;i<m;i++) 
12. p= (p*b+ch(P[i])) % q; /* 模式 串 的 Hash 值 */ 
Ls i=0; loc= -1; 
14. while ((i<n-m) && (loc==-1)) { 
15. if (w==p) { /* 判断 Hash 值 是 否 相等 */ 
16. for (k=0;k<m;k++) /* 若 相 等 ,检查 是 否 匹 配 */ 
Ts if (S[i+k] !=P[k]) break; 
18. if (k>=m) /* 模式 串 全 部 检查 完毕 , 则 窗口 子 串 匹 配 */ 
19. loc = i; /* 否则 ,不 匹配 */ 
20s } 
2 if (loc>=0) /* 模式 匹配 ,跳出 循环 */ 
和 break; 
23. w= ((w— ch(s[i]) * x) * b + ch(S[i+m])) $% q; 
24. i++? /* 下 一 个 窗口 子 串 Hash 值 */ 
25. # 
206 return loc; 
27. 


在 这 个 算法 中 ，mod 运算 仍 沿用 C 语言 中 的 运 
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别 。 算 法 的 第 7、8 行 计算 5b” mod g 的 值 ， 需 @(m) 时间 。 第 9、10 行 计算 正文 第 1 个 窗 
子 串 b 进 制 数 的 Hash 值 ， 其 中 ， 函 数 ch(S[ 直 把 字符 $[ 可 映射 为 自然 数 ;， 需 @(D 时 间 。 
因此 , 计算 正文 第 1 个 窗口 子 串 b 进 制 数 的 Hash 值 也 需 @(m) 时间。 第 11、12 行 计算 模式 
串 b 进 制 数 的 Hash 值 ， 同 样 需 @(m) 时间。 第 14 行 开始 的 while 循环 检查 是 否 存 在 与 模式 
串 Hash 值 相同 的 窗口 子 串 , 该 循环 的 循环 体 最 多 执行 nm 次 。 第 23 行 计算 下 一 个 窗口 子 
串 的 Hash 值 ， 只 需 @(1) 时 间 。 如 果 所 有 窗口 子 串 的 Hash 值 都 与 模式 串 的 Hash 值 不 
则 第 16 行 开始 的 内 部 for 循环 一 次 也 不 执行 。 这 样 执行 while 循环 所 花费 的 时 间 为 O(n) ， 
整个 算法 的 执行 时 间 为 O(n+m) 时 间 。 如 果 存 在 着 一 个 与 模式 串 Hash 值 相同 的 窗口 子 串 ， 
而 且 在 for 循环 的 进一步 检查 中 , 该 子 串 与 模式 串 匹 配 , 由 于 for 循环 的 循环 体 只 需 @(m) 时 
间 ， 因 此 在 这 种 情况 下 ， 整 个 算法 的 执行 时 间 仍 为 O(n+m) 。 

但 是 , 窗口 子 串 的 Hash 值 与 模式 串 的 Hash 值 相同 , 并 不 保证 这 两 个 字符 串 一 定 匹配 。 
如 果 都 出 现 Hash 值 相同 而 字符 串 不 匹配 ， 则 算法 的 执行 时 间 仍 然 可 能 需要 O(mm) 。 当 
Pz ， 而 h(p)=h(wi) 时， 就 将 出 现 这 种 情况 。 通 常 把 这 种 情况 称 为 假 匹 配 。 这 是 由 于 
所 选用 的 素数 g 整除 p 一 w; 所 引起 的 。 如 果 对 所 有 的 i=1,…,n 一 m， 都 出 现 假 匹 配 ， 只 有 所 
选用 的 素数 g 整除 下 面 的 式 子 时 才 有 可 能 : 


n—m 
r=[ip-w) 
i=1 


而 p 和 w; 都 是 具有 m 位 数字 的 5b 进 制 数 ， 所 以 ，r < (5”)”=b”™。 已 知 x(n) 是 小 于 n 的 不 
同 素数 个 数 ， 且 x(n) 渐 近 于 n/lnn。 如 果 令 b=25 ， 则 整除 上 面 式 子 的 素数 个 数 不 会 超过 
X(6mn)。 令 R=12mn?， 小 于 RR 的 不 同 素数 个 数 有 x(12mnm?) 个 。 考 虑 : 
A(6mn) ~ 6mn In(l2mn’) 
zl2mn’) lIn(Gmn) 12mn? 
1 ln(l2mn?) 
2n ”In (Gmn) 
1 .mh(Gmn)? 
2n ln(6mn) 
1 2ln(6mn) 


2n In (6mn) 


本 


上 式 说 明 : 如 果 在 小 于 的 素数 集合 中 随机 地 选择 素数 gq， 那么 出 现 假 匹配 的 概率 将 小 于 
1/n。 这 样 ， 可 用 下 面 的 算法 来 实现 字符 串 匹 配 。 


算法 9.4 字符 串 匹 配 的 随机 算法 
输入 : 正文 字符 串 的 数组 S[] , 正文 字符 串 的 长 度 n, 模式 字符 串 数 组 P[] ,模式 字符 串 长 度 m, 小 于 
R 的 素数 集合 R[] 
输出 : 与 P 相 匹配 的 子 串 在 正文 中 的 起 始 位 置 
1. #define N number of primes /* number of primes 为 小 于 R 的 素数 集合 元 素 个 数 */ 
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- long match random(char S[],long n,char P[],1ong m,long R[]) 
-1{ 
long q; 


q = random(1,N); 
q= RI[ql; 


2 

可 

4 

3 random seed (0); 
6 

3 

8 return match(S[],n,P[],m,q); 
9 


-1} 


这 个 算法 从 小 于 RR 的 素数 集合 中 随机 地 选择 一 个 素数 ， 使 得 在 调用 match 时 ， 出 现 假 
匹配 的 概率 小 于 1/n ， 从 而 在 执行 match 的 while 循环 时 ， 最 多 增加 mn/n 时 间 。 因 此 ， 该 
算法 的 时 间 复 杂 性 仍然 为 O(n+m) ， 而 这 是 在 提供 小 于 R 的 素数 集合 的 数据 下 得 到 的 。 此 
外 ， 该 算法 总 能 给 出 正确 的 答案 。 


9.3.2 ”整数 因子 


假设 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 n 是 一 个 合 数 ， 必 存在 的 一 个 非 平凡 因子 x， 
1<x<n， 使 得 x 整除 n。 因 此 , 给 定 一 个 合 数 n， 求 n 的 非 平 凡 因 子 的 问题 , 称 为 整数 的 
因子 分 割 问题 。 

通常 ， 可 以 用 下 面 的 算法 来 实现 整数 的 因子 分 割 问 题 : 

算法 9.5 整数 n 的 因子 分 割 问 题 


输入 : 整数 n 
输出 整数 n 的 因子 


1. int factor(int n) 
让 半 
意 int i,m; 
4. m= sqrt((double)n); 
所 for (i=2;i<m;i++) 
6 if (ngsi==0) return i; 
7 return 1; 
8. } 
显然 ， 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 是 O(m?); 当 n 的 位 数 是 m 时 ， 其 时 间 复 杂 性 为 
O(10”?) 。 可 以 看 出 ， 这 是 一 个 指数 时 间 算 法 ， 效 率 很 低 。 
求 整数 因子 的 另 一 个 算法 是 Pollard 算法 ， 它 是 一 个 拉 斯 维 加 斯 算法 。 这 个 算法 选取 
0~m-1 之 间 的 一 个 随机 数 xm ， 然 后 按 下 式 : 
=I) modn 


循环 办 代 ， 产 生 序列 ,x,,…。 对 i=2*,k=0,1,…，, 及 2* <j<2%" 的 1 和 j，, 求 取 xi 一 xj 与 
n 的 最 大 公 因子 4 。 如 果 4 是 的 非 平 凡 因 子 ， 算 法 结束 。 该 算法 利用 1.1.1 节 所 叙述 的 
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求 取 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 欧 几 里 得 算法 ， 来 求 x; -xj 与 n 的 最 大 公 因 子 4 。 算 法 叙述 
如 下 : 
算法 9.6 求 取 整 数 因子 的 Pollard 算法 


输入 : 整数 n 

输出 : 整数 n 的 因子 

1. int pollard(int n) 

2. { 

3 int i,k,x,y,d = 0; 

4 random seed(0) 7 

二 i=1; 

6 k= 28 

7 x = random(1,n); 

8 VY 三 x 

9 while (i<n) { 

10 i++;? 

下 下 5 X= (xXx*x- 1) sn; 
和 d = euclid(n,y-x); 
13s if ((d>1)&&(d<n) ) 
14. break; 

5， else if (i==k) { 
16. 1 

Ts | 4 

了 9 } 

是 多 } 

20. return d; 


21. 1 


对 算法 Pollard 进行 深入 分 析 得 到 ， 执 行 算法 的 while 循环 的 循环 体 Vd 次 后 ， 就 可 以 
得 到 的 一 个 因子 4 。 因 为 ”的 最 小 因子 4< Yn， 所 以 , 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 为 O(nY4) 。 


9.4 蒙特 卡 罗 算 法 


与 拉 斯 维 加 斯 算法 不 同 ， 蒙 特 卡 罗 算 法 总 能 得 到 问题 的 答案 ， 但 是 可 能 会 偶然 地 产生 
不 正确 的 答案 。 假 定 解 某 个 问题 的 蒙特 卡 罗 算 法 ， 对 该 问题 的 任何 实例 得 到 正确 解 的 概率 
为 p， 并且 有 1/2< p<1， 则 称 该 蒙特 卡 罗 算法 是 p 正确 的 ， 该 算法 的 优势 为 p-1/2。 如 
果 对 同一 个 实例 ， 该 蒙特 卡 罗 算法 不 会 给 出 两 个 不 同 的 正确 答案 ， 就 称 该 蒙特 卡 罗 算法 是 
一 致 的 。 对 一 个 一 致 的 、p 正确 的 蒙特 卡 罗 算法 ， 如 果 重 复 地 运行 ， 每 次 运行 都 独立 地 进 
行 随机 的 选择 ， 就 可 以 使 产生 不 正确 答案 的 概率 变 得 任意 小 。 
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9.4.1 数组 的 主 元 素 问 题 


第 4 章 曾 介绍 过 用 递归 方法 求解 数组 主 元 素 问题 的 递归 算法 ， 这 个 问题 也 可 以 用 蒙特 
卡 罗 算 法 来 求解 。 随 机 地 选择 数组 中 的 一 个 元 素 4[ 订 进行 测试 ， 如 果 它 是 主 元 素 ， 就 返回 
TRUE , 否则 返回 FALSE , 然后 再 对 这 个 算法 进行 进一步 的 处 理 。 下 面 是 这 个 算法 的 描述 。 

算法 9.7 求 数组 A 的 主 元 素 

输入 : n 个 元 素 的 数组 AT] 

输出 :数组 A 的 主 元 素 


1. template <class Type> 

2. BOOL r majority(Type A[],Type &x,int n) 
k P| 

4 int jk 

5 random seed (0); 

6 i = random(0,n-1); 

J k= 0; 

8 for (j=0;j<n;j++) 

9. if (A[i]==A[j]) 

10. K++7 

311， if (k>n/2) { 

有 x = A[i]; return TRUE; 
Ls } 

于 else return FALSE; 

5 证 


这 个 算法 随机 地 选择 数组 中 的 一 个 元 素 4[ 可 进行 测试 , 如 果 返 回 TRUE , 则 4[ 门 所 赋 
予 的 变量 x 就 是 数组 的 主 元 素 ; 否则 ， 随 机 选择 的 元 素 4[i] 不 是 主 元 素 。 这 时 ， 数 组 中 可 
能 有 主 元 素 ， 也 可 能 没有 主 元 素 。 如 果 数 组 中 存在 着 主 元 素 ， 则 非 主 元 素 的 个 数 小 于 n/2。 
算法 将 以 大 于 1/2 的 概率 返回 TRUE ， 以 小 于 1/2 的 概率 返回 FALSE 。 这 说 明 算法 出 现 错 
误 的 概率 小 于 1/2 。 如 果 连 续 运行 该 算法 次， 返回 FALSE 的 概率 将 减少 为 2*， 则 算法 
发 生 错误 的 概率 为 2 。 

如 果 和 希望 算法 检测 不 出 主 元 素 的 错误 概率 小 于 = ， 则 令 : 


2*=g 
有 : 
2 = 
由 此 得 到 : 
大 =log(1/s) 


因此 ， 在 上 面 算法 的 参数 中 增加 一 个 允许 检测 不 出 主 元 素 的 错误 概率 ， 则 上 面 的 算法 可 修 
改 为 : 
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算法 9.8 求 数组 的 主 元 素 
输入 : n 个 元 素 的 数组 Ar] 
输出 : 数组 A 的 主 元 素 


1. template <class Type> 

2. BOOL majority monte (Type A[],Type &x,int n,double e) 
3. { 

4 intk tnripl Es 

hs BOOL flag = FALSE; 

6 random seed(0); 

7 s = log(l/e); 

8 for (t=1l;t<=s;t++) { 

9 i = random(0,n-1); 

105 Kk 三 O08 

11. for (j=0;j<n;j++) 

法 2 if (A[i]==A[j]) 

13s k++; 

14. if (k>n/2) { 

Es x = A[i]; flag = TRUE; break; 
16s } 

Es } 

EE return flag; 

9. Ff 


这 个 算法 以 所 给 的 参数 e 计 算出 重复 测试 的 次 数 s, 然后 重复 地 执行 第 9 行 开始 的 循环 
体 s 次 。 如 果 一 次 也 检测 不 到 存在 着 主 元 素 ， 就 返回 FALSE ; 只 要 其 中 有 一 次 检测 到 存在 
着 主 元 素 ， 就 返回 TRUE ， 则 这 个 算法 的 错误 概率 小 于 所 给 参数 。。 

容易 看 到 ， 算 法 所 需 的 运行 时 间 为 O(nlog(1/e))。 


9.4.2 ”素数 测试 


素数 的 研究 和 密码 学 有 很 大 的 关系 ， 而 素数 的 测试 又 是 素数 研究 中 的 一 个 重要 课题 。 
测试 一 个 整数 n 是 否 为 素数 ， 常 用 的 方法 是 把 这 个 数 除 以 2~ | Vn 」 的 数 ， 如 果 余 数 为 0， 
则 它 是 一 个 合 数 ， 否 则 就 是 素数 。 这 种 测试 素数 的 思想 是 ， 寻找 一 个 可 以 整除 n 的 整数 a ， 
如 果 存 在 着 这 样 的 a ， 则 是 合 数 ， 否则 ， 它 是 素数 。 这 个 方法 简单 ， 但 效率 很 低 ， 因 为 它 
是 一 个 指数 时 间 算法 。 这 就 使 得 人 们 从 其 他 方向 去 思考 问题 , 来 证 明 被 测试 的 整数 就 是 素数 。 

关于 素数 的 性 质 ， 有 下 面 的 费 尔 马 〈(Fermat) 定理 。 

定理 9.1 如 果 n 是 素数 ， 则 对 所 有 不 被 整除 的 4a， 都 有 a”! =1(mod ”) 。 

费 尔 马 定理 给 出 了 判定 素数 的 必要 条 件 ， 但 非 充 分 条 件 。 定 理 表 明 : 如 果 存在 a， 使 得 
al(mod n)1, 则 n 肯定 不 是 素数 。 于 是 , 可 以 设计 一 个 计算 a”(mod n) 的 算法 exp_mod， 
然后 通过 该 算法 的 计算 结果 来 判断 是 否 为 素数 的 可 能 性 。 下 面 是 这 个 算法 的 描述 : 
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算法 9.9 指数 运算 后 求 模 
输入 : 正 整 数 a,m,n,m<n 
输出 : am" (mod n) 


1. int exp mod(int n,int a,int m) 

> 加 

3 Lnt EGE = 08 

4. int *b = new int{[m]; 

Bs while (m!=0) { /* 把 m 转 换 为 二 进 制 数字 于 b[k] */ 
6 b[k++] = m $ 2; 

7 得 

8 } 

a 和 

BO; for (i=k-1;1i>=0;71=—) 4{ /* 计算 ar (mod n) */ 
Ys c= (ct* ce) ns 

2 if (b[k]==1) 

Ly c= (a*c)sn 

14. 和 

5 delete b; 

16. return c; 

了 


这 个 算法 分 成 两 部 分 ， 第 5~8 行 把 六 转换 为 二 进 制 数字 于 数组 5 ; 第 9~14 行 , 求 c 的 
平方 ， 并 根据 数组 b 相应 元 素 的 二 进 制 数 值 是 否 为 1， 来 确定 是 否 把 c 乘 以 a 。 每 一 次 求 平 
方 或 乘法 之 后 ， 就 对 n 求 模 ， 而 不 是 先 计算 a”"， 最 后 再 对 n 求 模 。 显 然 ， 这 两 部 分 代码 的 
运行 时 间 都 需要 @(logm)。 因 为 m<n， 所 以 该 算法 的 运行 时 间 也 是 (logn)。 

由 此 ， 可 以 采用 下 面 的 算法 来 测试 整数 ?是 否 为 素数 。 
算法 9.10 素数 测试 的 一 种 版 本 

输入 : 正 整 数 n 

输出 : 若 n 是 素数 , 返回 TRUE, 否则 返回 FALSE 


1. BOOL prime testl(int n) 

汪汪 

3 if (exp_mod(n,2,n-1)==1) 

4. return TRUE; /* 素数 或 伪 素 数 */ 
5 else 

6. return FALSE; /* 合 数 */ 

7. 1 


算法 9.10 判断 条 件 2 =1(modn) 是 否 成立 ， 如 果 不 成 立 ，n 肯定 是 合 数 。 但 是 ， 如 
果 成 立 ， 不 能 排除 ?是 合 数 的 可 能 性 。 因 为 费 尔 马 定理 仅 是 判定 素数 的 必要 条 件 ， 而 非 充 
分 条 件 ， 其 逆 非 真 。 例 如 ， 在 4-2000 之 间 的 所 有 合 数 中 ， 有 341、561、645、1105、1387、 
1729、1905 等 都 满足 2”! =1(modn) 条 件 。 
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事实 上 ， 有 很 多 合 数 m 存 在 着 整数 ， 使 得 ae" =1(mod n) 成 立 。 这 样 的 合 数 称 为 卡 
迈克 尔 (Carmichael) 数 。 而 当 一 个 合 数 n 相对 于 基数 a 满足 费 尔 马 定理 时 , 就 称 n 是 以 a 为 
基数 的 伪 素 数 。 因 此 ,改善 算法 9.10 的 另 一 种 方法 是 在 2 和 nn-2 之 间 随 机 地 选择 一 个 数 作 
为 基数 。 尽 管 如 此 ， 仍 然 有 可 能 把 伪 素 数 当成 素数 而 出 现 错 误 。 为 了 减少 这 种 错误 ， 可 采 
用 下 面 的 二 次 探测 方法 。 如 果 是 素数 ， 则 mn 一 1 必然 是 偶数 。 因 此 , 可 令 n-1=24m， 并 考 
察 下 面 的 测试 序列 : 

am(modn),aza(modn),a 和 (modm) ,azm(modn) 
把 上 述 测试 序列 称 为 Miller 测试 。 关 于 Miller 测试 ， 有 下 面 的 定理 : 

定理 9.2 若 n 是 素数 ，a 是 小 于 n 的 正 整数 ， 则 nn 对 以 a 为 基 的 Miller 测试 ， 结 果 
为 真 。 

证 明 nn 是 素数 ， 令 n-1=24m。 因 为 a 是 小 于 n 的 正 整 数 ， 根 据 费 尔 马 定理 ， 
(a mm)2 =a2m =arl=l(modn) ， 因 此 有 : 

(az ™)? -1=0(mnodn) 
(am +D:(az "1)=0(modn) 

上 式 说 明 ， 如 果 n 是 素数 ， 必 然 也 有 a2 三 1(modn) 及 a2 m=-_1(modn) 。 依 此 
向 前 递 推 , 对 所 有 的 +, 0<r<g, 都 有 az =l(modn) 及 a?”"=-1(modn)。 因 此 ,nn 对 
以 a 为 基 的 Miller 测试 ， 结 果 为 真 。 

定理 9.3 若 n 是 合 数 ，a 是 小 于 nn 的 正 整数 ， 则 n 对 以 a 为 基 的 Miller 测试 ， 结 果 为 
真 的 概率 小 于 或 等 于 1/4。 

上 述 定理 说 明 : Miller 测试 把 卡 迈 克 尔 数 当成 素数 处 理 的 错误 概率 最 多 不 会 超过 1/4。 
如 果 进 一 步 增加 探测 素数 或 伪 素 数 的 机 会 ， 可 以 进一步 降低 发 生 错误 的 概率 。 如 果 重 复 测 
试 t 次， 则 可 把 错误 概率 降低 为 4*。 因 此 ， 如 果 令 k=[logn|]， 则 错误 概率 将 为 
4-ben1< 1/n? 。 这 样 一 来 ， 这 个 算法 将 至 少 以 1-1/n? 的 概率 给 出 正确 的 答案 。 当 充分 大 
时 ， 可 以 认为 Miller 测试 是 完全 可 信赖 的 。 由 此 ， 算 法 9.10 可 修改 如 下 : 

算法 9.11 素数 测试 


输入 : 正 整 数 n 
输出 : 若 n 是 素数 , 返回 TRUE, 否则 返回 FALSE 


1. BOOL prime test(int n) 

2 

3 int i,j,x,am,k,q = 0; 

4 入 三 k = log(n); 

Bs while (ms2==0) { /* 计算 n-1 = 2 的 g 和 m */ 
6 有 2 

了 q++? 

8 } 

9. random seed(0); 

10. for (j=0;j<=k;j++) { 
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El a = random(2,n-2); 

重要 x = exp mod(n,a,m); 

l if (x!=1) 

14. return FALSE; /* 合 数 */ 
5 else { 

16s for (i=0;i<q;i++) { 

村 六 if (x!=(n-1)) 

18. return FALSE; /* 合 数 */ 
9 其 二 人 


ch } 

22。 } 

323 return TRUE; /* 素数 */ 
pL 


这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 可 估计 如 下 : 假定 第 4、9、11 行 需 要 O(1) 时 间 ; 第 5~8 行 需 
要 @(logm)=O(logz) 时 间 ; 第 10 行 开始 的 for 循环 的 循环 体 需 执行 logn 次 ， 在 循环 体 中 
第 12 行 的 花费 为 O(logn) 时 间 ， 第 16 行 开始 的 内 部 for 循环 的 循环 体 需 执行 logm 次 ， 因 
此 需要 花费 @(logm)=0O(logn) 时 间 。 由 此 ， 算 法 的 总 花费 为 O(log? m) 。 


习题 


1. 设计 一 个 随机 检索 算法 , 在 有 序 表 的 Jow 和 high 之 间 检 索 元 素 x 。 要 求 在 Jow 和 high 
之 间 随 机 地 选择 一 个 元 素 进行 检索 ， 以 取代 二 又 检索 算法 。 
2. 用 循环 迭代 的 形式 重新 编写 算法 9.2。 
3. 说 明 在 9.2.2 节 中 ， 当 大 =| /2 |] 时， 下 面 式 子 : 
ycG)+yCO) 
i=n—k+1 i=k 
的 值 达到 最 大 。 
4. 抛掷 10 次 硬币 ， 得 到 正面 的 次 数 可 能 为 0,1,2,…,10 。 用 数组 元 素 4 四 来 统计 每 抛 
掷 10 次 硬币 出 现 i 次 正面 的 计数 。 例 如， 连续 抛 撕 10 次 硬币 , 全 部 出 现 反 面 , 元 素 4[0] 加 


1; 出 现 3 次 正面 ， 元 素 4[3] 加 1…… 用 随机 数 发 生 器 产生 的 0、1 来 模拟 硬币 抛掷 出 现 的 
正 、 反 面 。 设 计 一 个 算法 ， 把 每 抛掷 10 次 硬币 作为 一 个 试验 ， 重 复 10000 次 这 样 的 试验 ， 
打印 出 现 正面 的 频率 图 。 


5. 假设 某 文件 包含 个 记录 ， 设 计 一 个 随机 算法 ， 随 机 抽取 其 中 m 个 记录 ， 并 分 析 该 
算法 的 时 间 复 杂 性 。 

6. 设计 一 个 随机 算法 ， 随 机 产生 1~n 之 间 的 m 个 不 同 整数 。 

7. 假设 n 是 一 个 素数 , 令 x 为 1<x<n1 的 整数 , 如 果 存 在 一 个 整数 y, 1<y<n1， 
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使 得 x=y?(modn)， 则 称 y 是 x 的 模 n 的 平方 根 。 例 如 ，9 是 3 的 模 13 的 平方 根 。 设 计 一 
个 拉 斯 维 加 斯 算法 ， 求 整数 x 的 模 的 平方 根 。 

8. 假定 不 考虑 输入 对 算法 的 影响 , 蒙特 卡 罗 算 法 Monte_Carlo(P) 至 少 以 1- si 的 概率 给 
出 问题 的 正确 解 。 修 改 该 算法 ， 使 其 正确 性 概率 提高 到 1- es ， 其 中 0< a, < a。 

9. 令 序 列 工 =x,x,,…,x,， 其 中 元 素 x 在 序列 中 正好 出 现 k 次 ，1<k<n。 希 望 在 
序列 中 找 出 一 个 元 素 x; =x*。 用 如 下 算法 来 检索 这 个 元 素 : 重复 地 在 1 和 7 之 间 产 生 一 个 
随机 数 i， 检 查 是 否 x; =x 。 按 平均 时 间 来 考虑 ， 试 说 明 是 这 个 算法 快 ， 还 是 线性 检索 算 
法 快 。 

10. 令 4、B、C 是 3 个 nxn 的 矩阵 。 给 出 一 个 @(m?) 时 间 的 算法 ， 测 试 4xB=C 是 
否 成 立 。 如 果 成 立 返回 TRUE ， 否 则 返回 FALSE 。 当 AxB#C 时 ， 算 法 返回 TRUE 的 概 
率 是 多 少 ? 


参考 文献 


文献 [19] 描 述 了 随机 算法 的 3 种 类 型 ， 随 机 数 发 生 器 的 相关 内 容 可 在 文献 [13]、[19] 中 
看 到 ，2? 步 长 的 倍增 谐 和 随机 数 发 生 器 代码 可 在 文献 [31] 中 看 到 。 随 机 快速 排序 算法 可 在 
文献 [3]、[10]、[17]、[20] 中 看 到 。 随 机 选择 算法 可 在 文献 [3]、[9]、[17] 中 看 到 。 在 文献 [3]、 
[8]、[13]、[32] 中 可 看 到 字符 串 匹 配 的 有 关内 容 。 整 数 因子 和 数组 的 主 元 素 测试 是 基于 文献 
[19] 的 。 素 数 的 随机 测试 算法 可 在 文献 [3]、[10]、[13]、[19]、[33] 中 看 到 。 在 文献 [8]、[34] 
中 可 看 到 另 一 种 素数 的 随机 测试 算法 。 
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在 前 面 的 章节 中 ， 结 合算 法 设计 方法 ， 讨 论 过 图 的 最 短路 径 问 题 、 最 小 生成 树 问 题 、 
图 的 哈密 尔 顿 回 路 问题 ， 以 及 最 短 哈密 尔 顿 回 路 问题 。 本 章 将 继续 讨论 图 和 网 络 的 其 他 一 
些 问题 ， 主 要 包括 图 的 遍历 问题 、 网 络 流 问 题 ， 以 及 无 向 图 的 匹配 问题 。 


10.1 图 的 遍历 


图 的 遍历 是 指 从 图 的 某 个 顶点 出 发 ， 沿 着 与 顶点 相关 联 的 边 ， 访 问 图 中 的 所 有 顶点 各 
一 次 。 图 的 遍历 通常 有 两 种 方法 ; 深度 优先 搜索 和 广度 优先 搜索 。 下 面 分 别 介绍 这 两 种 遍 
历 方法 及 其 应 用 。 


10.1.1 图 的 深度 优先 搜索 遍历 


图 的 深度 优先 搜索 (depth first search) 遍历 类 似 于 树 的 前 序 遍 历 。 令 G=(V,E) 是 一 个 
有 向 图 或 无 向 图 。 开始 时 , 图 G 中 的 所 有 顶点 都 未 曾 被 访问 过 。 从 G 中 任 选 一 个 顶点 u eV 
作为 初始 出 发 点 , 访问 出 发 点 u ， 把 它 标记 为 访问 过 ; & 可 能 有 多 个 邻接 顶点 ， 先 访问 其 第 
一 个 邻接 顶点 v， 也 把 它 标 记 为 访问 过 ; 同样 ，v 也 可 能 有 多 个 邻接 项 点， 把 vy 作为 新 的 出 
发 点 ， 访 问 其 第 一 个 邻接 顶点 w， 也 把 它 标记 为 访问 过 ; 现在 ， 重 新 把 w 作为 新 的 出 发 点 ， 
访问 与 w 相 邻 接 的 一 个 尚未 访问 过 的 顶点 ， 如 此 继续 朝 着 前 方 〈 深 度 ) 进行 搜索 。 搜 索 路 
径 一 直 向 前 延伸 ， 直 到 搜索 到 某 个 项 点， 该 顶点 的 所 有 邻接 顶点 都 已 被 访问 过 ， 再 回溯 到 
之 前 的 顶点 ， 搜 索 这 个 顶点 尚未 被 访问 过 的 下 一 个 邻接 项 点， 又 从 这 个 邻接 顶点 出 发 ， 向 
前 搜索 。 

可 以 看 到 ， 上 述 搜索 过 程 可 以 递归 进行 ， 它 尽 可 能 地 朝 着 前 方 (深度) 继续 进行 搜索 ， 
当 搜 索 到 某 个 顶点 的 所 有 邻接 项 点 都 已 被 访问 过 ， 再 进行 回 滴 ， 所 以 称 为 深度 优先 搜索 。 
例如 ， 假 定 x 是 刚 被 访问 过 的 顶点 ， 就 从 xz 出发， 选择 一 条 未 经 搜索 过 的 边 (w,v) ; 若 v 已 
被 访问 过 ， 重 新 从 x 出 发 ， 再 选择 另 一 条 未 经 搜索 过 的 边 (u,w); 若 w 尚未 访问 过 ， 则 搜 
索 路 径 由 延伸 到 w， 于 是 访问 w， 把 w 标 记 为 访问 过 ， 并 从 w 出 发 ， 搜 索 与 w 相关 联 的 
边 …… 这 个 过 程 一 直 递归 地 重复 ， 搜 索 路 径 一 直 向 前 延伸 。 当 与 w 相关 联 的 所 有 边 都 已 搜 
索 完 毕 就 回溯 到 zx ， 继 续 从 xz 选择 另 一 条 未 经 搜索 过 的 边 ,向 另 一 个 方向 搜索 。 如 果 与 x 相 
关联 的 所 有 的 边 也 已 搜索 完毕 ， 就 从 xz 回溯 到 x 之 前 的 顶点 。 如 果 z 是 初始 出 发 点 ， 就 结束 
搜索 过 程 。 于 是 ， 在 整个 搜索 过 程 中 ， 建 立 了 一 棵 生成 树 。 如 果 w 是 初始 出 发 点 ，u 就 是 
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该 生成 树 的 根 。 

如 果 给 定 的 图 是 连通 图 ， 从 图 中 的 任意 一 个 顶点 出 发 ， 可 以 遍历 图 中 的 各 个 顶点 。 如 
果 图 是 非 连 通 图 , 则 从 任意 顶点 出 发 进行 搜索 ， 只 能 访问 到 与 该 项 点 存在 通路 的 所 有 顶点 ; 
如 果 要 访问 与 该 顶点 没有 通路 的 其 他 项 点， 就 须 从 未 被 访问 过 的 其 他 项 点 中 寻找 一 个 顶点 
继续 进行 搜索 。 

为 方便 起 见 ， 图 的 顶点 用 数字 编号 。 令 图 的 顶点 集合 为 玉 ={0,1,…,2-]}， 用 图 的 邻 
接 表 来 表示 图 中 各 顶点 及 其 关联 边 之 间 的 关系 : 


struct adj list { /* 邻接 表 结 点 的 数据 结构 */ 
EnE: vs? /* 邻接 顶点 的 编号 */ 
struct adj list *next; /* 下 一 个 邻接 顶点 */ 


typedef struct adj list NODE; 


NODE node[n]; /* 图 的 邻接 表 */ 

此 外 ， 再 定义 下 面 的 3 个 数组 ， 来 登记 各 个 顶点 在 遍历 中 被 访问 的 顺序 号 : 

int pren[n]; /* 相应 顶点 的 前 序 遍 历 的 顺序 号 */ 
int postn[n]; /* 相应 顶点 的 后 序 遍 历 的 顺序 号 */ 
int traln]; /* 按 前 序 遍 历 顺序 存放 的 顶点 序号 */ 


其 中 , 数组 ra 按 遍历 顺序 存放 被 遍历 顶点 的 序号 。 由 于 深度 优先 搜索 过 程 是 一 个 递归 
过 程 ， 因 此 实现 深度 优先 搜索 的 算法 ， 也 可 以 用 递归 算法 来 描述 。 这 样 ， 深 度 优先 搜索 算 
法 的 步骤 可 叙述 如 下 : 

(1) 把 所 有 项 点 标记 为 未 访问 过 。 

(2) 令 i=0。 

(3) 若 顶 点 i 已 访问 过 ， 转 步骤 (4) ; 否则 ， 调 用 dfs(i) 进 行 深度 优先 搜索 ， 转 步 
又 (4) 。 

(4) i=i+1; 车 i<n， 转 步骤 (3) ; 否则 ， 算 法 结束 。 

对 于 函数 dfs(i)， 则 步骤 如 下 : 

(1) 把 项 点 i 标记 为 访问 过 ; 使 指针 pp 初始 化 为 顶点 i 的 邻接 表 的 首 元 素 。 

(2) 若 指 针 p 为 空 ， 函 数 运行 结束 ; 否则 取 该 指针 所 指向 的 元 素 ， 设 该 元 素 顶 点 编号 
为 v。 

(3) 若 顶点 v 已 访问 过 ， 转 步骤 (4) ; 否则， 调用 dfs(v)， 转 步骤 (4) 。 

(4) 使 指针 p 指 向 下 一 个 邻接 顶点 ， 转 步骤 (2) 。 

算法 的 实现 可 叙述 如 下 : 


算法 10.1 图 的 深度 优先 搜索 遍历 

输入 : 图 的 邻接 表 node [] ,图 的 顶点 个 数 n 

输出 ， 相 应 顶点 的 前 序 遍历 顺序 号 pren [] 、 后 序 遍 历 顺序 号 postn [] 、 按 遍历 顺序 存放 的 顶点 序 
号 tra[] 
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void dfs (int v,NODE node[],int n,int pren[],int postn[],BOOL b[], int 
&prefdn, int gpostfdn,int tra[],int &count) 


| 


a 


} 


int i,prefdn,postfdn, count; 
BOOL *b = new BOOL[n]; 
prefdn = 0; postfdn = 0; count = 0; 
for (i=0;i<n;i++) 

bl[i] = FALSE; 
for (i=0;i<n;i++) 

区 

dfs (i,node,n,pren, postn, b, prefdn, postfdn, tra, count); 

delete b; 


. Void dfs (int v,NODE node[],int n,int pren[],int postn[],BOOL bl[],int 


&prefdn, int gpostfdn,int tra[],int &count) 


NODE *p; 
b[v] = TRUE; tra[count++] = V;/* 标记 顶点 v, 登 记 前 序 遍 历 顺序 的 顶点 */ 
pren[v] = ++prefdn; /* 登记 顶点 的 前 序 遍 历 顺 序号 */ 
p = node[v] .next; /* 取 顶 点 v 邻接 表 的 第 一 个 邻接 项 点 指针 */ 
while (p!=NULL) { /* 若 邻接 表 非 空 */ 
if (!b[p->v]) /* 邻接 顶点 未 标记 ,对 其 深度 优先 搜索 */ 
dfs (p->Vv, node,n,pren,postn,b,prefdn, postfdn, tra, count); 
p = p->next /* 取 下 一 个 邻接 项 点 指针 */ 
t 
postn[v] = ++postfdn; /* 登记 顶点 的 后 序 遍 历 顺序 号 */ 


这 个 算法 用 布尔 数组 b 作为 顶点 是 否 被 访问 过 的 标志 ;在 搜索 过 程 中 ， 用 数组 pren 记 
录 顶 点 的 前 序 遍 历 顺序 号 ， 用 数组 postm 记录 顶点 的 后 序 遍 历 顺序 号 ， 用 数组 tra 记录 按 前 
序 遍 历 顺序 存放 的 顶点 序号 。 开 始 时 ， 把 5b 的 所 有 元 素 置 为 FALSE ， 表 示 所 有 顶点 均 未 被 


访问 过 。 


同时 ， 把 计数 器 prefdn 和 postfin 初始 化 为 0。 在 深度 优先 搜索 过 程 中 ， 这 两 个 计数 


器 用 来 对 被 访问 过 的 顶点 进行 计数 ， 同时， 也 用 它 来 登记 被 访问 顶点 的 前 序 遍历 顺序 号 和 后 
序 遍历 顺序 号 。 然 后 ， 从 顶点 0 开始 进行 深度 优先 搜索 。 如 果 图 是 连通 的 ， 从 顶点 0 出 发 ， 


可 以 遍历 


图 中 所 有 项 点 ; 如 果 图 是 非 连通 的 ， 只 能 遍历 图 的 一 个 连通 分 支 。 该 连通 分 支 搜索 


结束 时 ， 就 返回 到 算法 traver df 第 8 行 的 循环 语句 顶部 ， 继 续 对 其 他 顶点 进行 搜索 。 
搜索 完成 时 ， 由 开始 出 发 进行 搜索 的 顶点 ， 到 其 他 所 有 项 点， 构成 了 一 棵 树 ， 称 为 深 


度 优先 搜索 4 
顶点 mw 路径] 


成 树 。 开 始 出 发 的 顶点 ， 是 这 棵 树 的 根 结 点 。 如 果 项 点 是 从 树 的 根 结 点 到 


上 的 一 个 项 点， 就 称 顶 点 v 是 顶点 w 的 祖先 ， 顶 点 w 是 顶点 v 的 儿孙 。 如 果 从 


开始 顶点 进行 搜索 ， 不 能 到 达 其 他 所 有 项 点， 那么 搜索 的 结果 便 会 产生 若干 棵 深度 优先 搜 


*296°* 


第 10 章 ”图 和 网 络 问 题 


索 生成 树 ， 它 们 构成 了 一 个 森林 。 

根据 深度 优先 搜索 的 遍历 过 程 ， 可 以 对 图 中 所 有 的 边 进 行 分 类 。 令 G=(V,E) 是 一 个 
无 向 图 ， 则 边 集 E 中 的 边 ， 根 据 人 遍历 的 结果 ， 可 以 划分 为 下 面 两 种 类 型 : 

@” 树 边 (tree edges) : 深度 优先 搜索 生成 树 中 的 边 。 如 果 在 搜索 时 ， 边 (u,v)eE 是 

从 顶点 出 发 进行 搜索 的 边 , 而 顶点 v 尚 未 被 访问 过 ， 则 边 (w,v) 就 是 图 G 中 的 树 
边 ， 它 是 生成 树 中 的 一 条 边 。 

@ ”后 向 边 (back edges) : 其 他 的 所 有 边 。 

例 10.1 图 10.1 表示 一 个 无 向 图 的 深度 优先 搜索 遍历 的 情况 。 图 10.1 (a) 表示 一 个 
无 向 图 ; 图 10.1 (b) 表示 从 顶点 a 开始 进行 搜索 ， 按 顺序 访问 a,5,e,f,i,g,h,qd,c 时 所 生 
成 的 深度 优先 搜索 生成 树 ， 实 线 表示 树 边 ， 虚 线 表 示 后 向 边 。 在 生成 树 顶点 旁边 的 两 个 数 
字 ， 分 别 表 示 该 顶点 的 前 序 遍历 和 后 序 遍 历 的 顺序 。 


图 10.1 无 向 图 深度 优先 搜索 遍历 的 例子 


如 果 G=(V,E) 是 有 向 图 ， 则 边 集 E 中 的 边 可 以 划分 为 4 种 类 型 

@” 树 边 : 深度 优先 搜索 生成 树 中 的 边 。 与 无 向 图 的 情况 一 样 ， 如 果 在 搜索 时 ， 边 
(wy)e 巨 是 从 顶点 2& 出 发 进行 搜索 的 边 ， 而 顶点 v 尚 未 被 访问 过 ， 则 边 (u,v) 就 
是 树 边 ， 它 是 生成 树 中 的 一 条 边 。 

@ ”后 向 边 : 与 边 (u,v) 相关 联 的 顶点 u 和 v， 在 深度 优先 搜索 树 中 ，v 是 的 祖先 ; 
在 从 出 发 沿 着 边 (u,v) 进行 搜索 时 ，v 已 标记 为 访问 过 。 

@ 前 向 边 (forward edges) : 与 边 (u,v) 相 关联 的 顶点 u 和 wv， 在 深度 优先 搜索 树 中 ， 
u 是 v 的 祖先 ， 在 从 wu 出 发 沿 着 边 (u,v) 进行 搜索 时 ，v 已 标记 为 访问 过 。 

@@ ”交叉 边 〈cross edges) : 其 他 的 所 有 边 。 

例 10.2 图 10.2 表示 一 个 有 向 图 的 深度 优先 搜索 遍历 的 情况 。 图 10.2 (a) 表示 一 个 
有 向 图 , 图 10.2 (b) 表示 对 该 有 向 图 从 顶点 a 开始 , 按 顺序 访问 a,b,e,f,i,h,g,c,q 的 情况 。 
这 时 ， 在 深度 优先 搜索 树 中 ， 边 (a,q) 和 边 (i,g ) 都 不 是 树 边 。 在 由 a 沿 着 (a,q) 搜索 时 ，4 
已 被 访问 过 ， 并 且 a 是 4 的 祖先 ; 在 由 i 沿 着 (i,g) 搜 索 时 ，g 已 被 访问 过 ， 并 且 i 是 g 的 祖 
先 。 因此， 边 (a,q) 和 边 (i,g) 都 是 前 向 边 。 边 (f,8) 和 边 (h,e) 也 不 是 树 边 。 在 由 了 沿 着 边 
(了.5) 搜索 ， 以 及 由 h 沿 着 边 (h,e) 搜 索 时 ，b 是 了 的 祖先 ，e 是 的 祖先 ， 并 且 b5 和 e 都 已 


se 
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访问 过 。 因此, 边 (了 ,5) 和 边 (h,e) 是 后 向 边 。 边 (4,e) 也 不 是 树 边 。 在 由 4 沿 着 边 (4,e) 搜 
索 时 ，4q 既 不 是 e 的 祖先 ， 也 不 是 e 的 儿孙 。 因 此 ， 边 (d,e) 是 交叉 边 。 


图 10.2 有 向 图 的 深度 优先 搜索 遍历 的 例子 


在 图 10.2 (c) 中 ， 搜 索 顺 序 是 a,c,4q,e,f,b,i,g,h。 这 时 ， 边 (a,b) 及 (a,d) 是 前 向 边 ， 
因为 由 a 沿 着 边 (a,5) 搜索 时 , 以 及 由 a 沿 着 边 (a,q) 搜 索 时 , b 及 4 都 已 被 访问 过 , 且 a 是 
5 的 祖先 ， 也 是 q 的 祖先 。 边 (b,e) 和 (he) 是 后 向 边 ， 因 为 由 b 沿 着 (b,e) 搜 索 以 及 由 有 h 
沿 着 (hh,e) 搜 索 时 ，e 已 访问 过 ， 且 e 是 b 和 有 的 祖先 。 边 (h,g) 是 交 义 边 ， 因 为 由 h 沿 着 
(h,g ) 搜索 时 ，g 已 经 访问 过 ， 且 刀 既 不 是 g 的 祖先 ， 也 不 是 g 的 儿孙 。 

由 上 面 的 例子 可 以 看 到 ， 图 的 深度 优先 搜索 生成 树 不 是 唯一 的 ， 它 与 顶点 的 搜索 顺序 
有 关 。 同 样 ， 在 遍历 之 后 ， 边 的 类 型 也 与 搜索 的 顺序 有 关 。 深 度 优 先 搜索 可 以 按照 邻接 表 
进行 ， 也 可 以 按照 邻接 矩阵 进行 。 如 果 按 照 图 的 邻接 表 进 行 ， 则 邻接 表 中 登记 项 的 顺序 决 
定 了 遍历 之 后 边 的 类 型 ， 如 果 按 照 图 的 邻接 矩阵 进行 ， 则 项 点 编号 顺序 决定 了 遍历 之 后 边 
的 类 型 。 

现在 估计 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 。 假定 图 及 n 个 顶点 和 m 条 边 。 算法 traver_dfs 的 第 6、 
7 行 ， 把 顶点 的 访问 标记 初始 化 为 FALSE ， 需 花费 B@(n) 时 间 。 第 8 行 执行 的 for 循环 ， 工 
作 所 花费 的 时 间 由 两 部 分 组 成 : 测试 项 点 是 否 被 访问 过 ， 共 花费 @(n) 时 间 ， 以 及 调用 函 
数 dfs 进行 遍历 所 花费 的 时 间 。 在 执行 函数 dfs 时 ， 共 需 登 记 n 个 顶点 的 访问 标记 ， 需 花费 
QB(n) 时 间 ; 然后 按照 邻接 表 判 断 邻 接 顶 点 是 否 被 访问 过 ， 这 一 步 的 总 次 数 ， 是 邻接 表 登 
记 项 的 总 个 数 ， 对 有 向 图 ， 是 图 的 边 数 m， 对 无 向 图 ， 则 是 图 边 数 m 的 两 倍 。 因 此 ， 在 算 
法 traver_dfs 的 整个 for 循环 中 ， 用 于 函数 dfs 的 总 花费 是 @(n+m)。 由 此 ， 算 法 总 的 花费 
时 间 是 @(n+m)。 当 m=0(n?) 时 ， 算 法 总 的 花费 时 间 是 O(n?)。 

很 显然 , 除了 存放 作为 输入 用 的 邻接 表 需 要 8B(m)=0O(n?) 的 空间 外 , 算法 用 于 存放 顶 
点 的 遍历 顺序 号 和 登记 顶点 的 访问 标志 所 需 的 工作 单元 ， 需 要 @(n) 的 工作 空间 。 
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10.1.2 图 的 广度 优先 搜索 遍历 


图 的 广度 优先 搜索 (breadth first search) 遍历 类 似 于 树 的 按 层 次 遍历 。 开 始 时 ， 图 中 
所 有 顶点 均 未 访问 过 。 从 图 中 选择 一 个 顶点 作为 初始 出 发 点 v， 则 图 的 广度 优先 搜索 的 基 
本 思想 是 : 首先 访问 出 发 顶点 v， 然 后 访问 vy 的 所 有 邻接 顶点 wi,w,,…,w;， 接 着 依次 访问 
与 wi,w,,…,wi 相 邻接 的 、 未 曾 访问 过 的 所 有 顶点 。 依 此 类 推 ， 直 到 与 初始 顶点 v 存 在 通路 
的 所 有 顶点 全 部 访问 完毕 为 止 。 这 种 搜索 方法 的 特点 是 尽 可 能 地 朝 着 横向 方向 进行 搜索 ， 
所 以 称 为 广度 优先 搜索 。 

为 了 保证 在 访问 完 w 的 所 有 邻接 顶点 之 后 ， 接 着 访问 w, 的 邻接 顶点 ， 设 置 一 个 先进 
先 出 队列 。 在 访问 v 的 所 有 邻接 顶点 wwz,…,wi 的 同时 ， 也 把 wwa,…,w 依次 放 入 队列 
尾 。 在 对 v 的 所 有 邻接 项 点 处 理 完毕 之 后 ， 就 从 队 首 取 下 w,， 处 理 w 的 邻接 项 点 ;同时 ， 
也 把 与 wi 邻接 的 未 访问 过 的 顶点 依次 放 入 队列 尾 。w 的 邻接 顶点 处 理 完毕 时 ,又 从 队 首 取 
下 w,， 继 续 上 述 处 理 ， 直 到 队列 为 空 。 这 样 ， 广 度 优先 搜索 算法 的 步 又 可 叙述 如 下 : 

(1) 把 所 有 顶点 标记 为 未 访问 过 。 

(2) 令 i=0。 

(3) 若 顶 点 i 未 访问 过 ， 则 调用 bfs() 进 行 广度 优先 搜索 。 

(4) i=i+1; 若 i<n， 转 步骤 (3) ， 否 则 算法 结束 。 

对 于 函数 bfs(i)， 步 又 如 下 : 

(1) 把 顶点 i 标记 为 访问 过 ， 建 立 一 个 待 搜 索 的 元 素 ， 其 顶点 编号 为 i ， 放 入 搜索 队 
列 尾 。 

(2) 若 搜 索 队 列 为 空 ， 函 数 运行 结束 ; 否则 取 下 队 首 元 素 ， 设 该 元 素 顶 点 编号 为 v 。 

(3) 对 顶点 v 的 所 有 邻接 顶点 w ， 若 w 已 访问 过 ， 则 不 作 处 理 ， 否则， 把 w 标记 为 访 
问 过 ， 并 建立 一 个 待 搜索 的 元 素 ， 其 顶点 编号 为 w ， 放 入 搜索 队列 尾 ; 转 步骤 (2) 。 

假定 用 下 面 的 数据 结构 来 进行 队列 操作 : 


typedef struct { 


NODE *head; /* ”队列 的 头 指针 */ 
NODE *tair; /* ”队列 的 尾 指针 */ 
} QUEUE; 
NODE node[n]; /* 图 的 邻接 表 */ 


其 中 ，NODE 是 10.1 节 所 描述 的 图 的 邻接 表 结 点 的 数据 结构 。 对 于 队列 ， 可 以 定义 下 
面 几 种 基本 操作 。 


@ voidinitial Q(QUEUE &quene); 翌 初始 化 队列 queue */ 

@ void append Q(QUEUE &queue, NODE *node):;/* 把 元 素 node 放 入 队列 尾 */ 
@ NODE *delete Q(QUEUE &quene): 人 # 取 下 队 首 元 素 */ 

@ BOOL empty Q(QUEUE guene): 诊 判断 队列 queue 是 否 为 空 */ 


利用 上 述 对 队列 的 操作 ， 图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 的 实现 ， 可 描述 如 下 : 
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算法 10.2 图 的 广度 优先 搜索 遍历 
输入 : 图 的 邻接 表 node [] ,图 的 顶点 个 数 n 
输出 : 顶点 的 广度 优先 搜索 顺序 编号 bfn[] 


1. void traver bfs (NODE node[],int n,int bfn[]) 

2 

要 int i,count = 07 

4. BOOL *b = new BOOL[n]; 

x for (i=0;i<n;it++) /* 把 所 有 顶点 标记 为 未 访问 过 */ 
6 b[i] = FALSE; 

7 for (i=0;i<n;i++) /* 从 顶点 0 开始 进行 广度 优先 搜索 遍历 */ 
8 if (!b[il]) 

9 bfs (i,node,n,bfn, count); 

10. delete b; 

汪汪 

1. void bfs (int v,NODE node[],int n,int bfn[],int &count) 

Fe 

3 int w; 

洒 QUEUE queue; /* 建立 一 个 搜索 队列 */ 

5. NODE *pl,*p = new NODE; /* 建立 一 个 等 待 搜索 的 队列 元 素 */ 
6 initial Q(queue); /* 初始 化 搜索 队列 */ 

7 p->v=v; /* 赋予 待 搜索 的 队列 元 素 的 顶点 编号 */ 
8 append Q (queue,p); /* 把 该 元 素 放 到 搜索 队列 尾 */ 

9. b[v] = TRUE; /* 把 该 顶点 标记 为 访问 过 */ 

10. bfn[v] = ++count; /* 登记 顶点 的 遍历 顺序 号 */ 

了 5 while (!(empty(queue))) { /* 搜索 队列 是 否 非 空 */ 

ys p = delete Q(queue); /* 取 下 搜索 队列 的 队 首 元 素 */ 
ES W = p->v; /* 该 元 素 的 顶点 编号 保存 于 w */ 
14. delete p; /* 删 去 该 元 素 */ 

15。 pl = node [w] .next; /* 取 该 顶点 的 邻接 表 指 针 于 pl1*/ 
16. while (pl!=NULL) { /* 该 项 点 的 邻接 顶点 是 否 处 理 完 */ 
于 这 if (!b[p1->v]) { /* 若 邻接 顶点 未 访问 过 

38。 b[p1->v] = TRUE; /* 把 该 顶点 标记 为 访问 过 */ 

319， bfn[pl->v] = ++count; /* 登记 顶点 的 遍历 顺序 号 */ 

20. p = new NODE; /* 建立 一 个 待 搜索 的 队列 元 素 */ 
2 p->v = pl->v; /* 赋予 该 元 素 的 顶点 编号 */ 

友人 append Q (queue,p); /* 把 该 元 素 放 到 搜索 队列 尾 */ 
23， } 

24. pl = pl->next; /* 准备 处 理 下 一 个 邻接 顶点 */ 
2 } 

26. } 
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例 10.3 10.3 (b) 是 对 图 10.3 (a) 采用 广度 优先 搜索 遍历 所 生成 的 树 ， 顶 点 旁边 
的 数字 表示 该 顶点 从 队列 中 取出 的 顺序 。 


交叉 边 
图 10.3 广度 优先 搜索 生成 树 的 例子 


开始 时 ， 把 项 点 a 标记 为 访问 过 ， 并 把 它 放 到 队列 之 中 。 在 函数 bfs 的 while 循环 中 把 
它 取 下 ,访问 其 3 个 邻接 项 点 2 、c 和 4q ， 并 相继 把 这 3 个 顶点 放 入 队列 。 接 着 ,把 b 从 队 
列 取 下 , 访问 其 2 个 邻接 顶点 e 和 ,也 把 这 2 个 顶点 放 进 队列 。 这 时 , 队列 中 的 元 素 为 c、 
4、e 和 /。 队 列 的 首 元 素 是 <， 把 它 取 下 。c 的 邻接 顶点 是 a 和 4 ， 都 已 访问 过 。 于 是 ， 
又 从 队列 中 取 下 首 元 素 4 。 同样 ，q 的 邻接 顶点 都 已 访问 过 。 这 时 , 队列 中 元 素 剩 下 e 和 了。 
对 e 和 了 继续 进行 同样 的 处 理 ， 直 到 队列 为 空 。 

同 深度 优先 搜索 遍历 一 样 ， 广 度 优先 搜索 遍历 也 得 到 一 棵 生成 树 ， 称 为 广度 优先 搜索 
生成 树 。 遍 历 的 结果 ， 对 于 无 向 图 ， 边 可 以 是 树 边 或 交叉 边 ; 对 于 有 向 图 ， 边 可 能 是 树 边 、 
后 向 边 或 交叉 边 ， 但 没有 前 向 边 。 

当 图 具有 nn 个 顶点 和 m 条 边 时 ， 算 法 traver_bfs 第 5、56 行 把 顶点 的 访问 标记 初始 化 为 
FALSE ， 需 花费 @(n) 时 间 。 第 7 行 开 始 的 for 循环 执行 个 判断 ， 需 @(n) 时间。 如 果 图 
有 上 个 连通 分 支 ， 则 执行 次 bfs 的 调用 。 在 函数 bfs 内 部 ， 队 列 的 各 个 操作 均 花费 @(1) 时 
间 。 在 次 bfs 的 调用 中 ， 共 执行 个 顶点 的 入 队 和 出 队 操作 ;又 因为 有 m 条 边 ， 对 无 向 图 
来 说 ， 共 需 执行 2m 个 邻接 顶点 的 判断 处 理工 作 。 这 样 ， 整 个 算法 的 运行 时 间 为 @(m+n)。 
当 m=0O(n?) 时 ， 算 法 总 的 花费 时 间 是 O(n?)。 
同样 , 这 个 算法 除了 存放 作为 输入 用 的 邻接 表 需 要 B@(m)= O(n?) 的 空间 外 ,算法 用 于 
存放 顶点 的 遍历 顺序 号 和 登记 顶点 的 访问 标志 ， 以 及 顶点 的 搜索 队列 所 需 的 工作 单元 ， 需 
要 ee(n) 的 工作 空间 。 


10.1.3 无 向 图 的 接合 点 


定义 10.1 图 G=<V,E> 是 连通 图 , 顶点 集 ScV, 若 删 去 S 中 的 所 有 顶点 , 将 使 图 G 
不 连通 ， 就 称 8 是 图 G 的 割 集 。 若 S={v}， 则 称 v 为 图 G 的 市 点 (cut nodes) 或 接合 点 
(articulation point) 。 

一 个 无 向 连通 图 中 ， 接 合 点 可 能 不 止 一 个 。 如 果 图 G 是 具有 两 个 以 上 顶点 的 无 向 图 ， 
车 G 中 存在 不 同 的 顶点 w、v 和 w， 使 得 uw 和 w 之 间 的 通路 必须 通过 v， 则 顶点 v 就 是 图 G 
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的 一 个 接合 点 。 这 时 ， 如 果 删 去 顶点 v 及 v 的 所 有 关联 边 ， 将 使 G 不 连通 。 如 果 一 个 无 向 连 
通 图 没有 接合 点 ， 则 这 样 的 图 就 称 为 双 连 通 图 。 寻找 无 向 图 的 接合 点 问题 有 着 广泛 的 应 用 。 
例如 ， 在 一 个 通信 网 络 中 ， 如 果 它 是 双 连 通 的 ， 其 中 一 个 节点 发 生 故 障 ， 其 他 节点 仍 可 正 
常 通信 。 但 是 ， 如 果 存 在 着 接合 点 ， 那 么 接合 点 一 旦 发 生 故 障 ， 有 些 节点 就 无 法 通信 。 因 
此 ， 需 要 在 通信 网 络 中 判断 是 否 存在 接合 点 ， 如 果 存 在 ， 就 把 它们 寻找 出 来 ， 并 对 每 个 接 
合 点 增加 相应 的 关联 边 ， 从 而 使 整个 通信 网 络 成 为 双 连 通 的 。 

关于 图 的 接合 点 ， 有 如 下 性 质 : 

性 质 10.1 当 且 仅 当 深度 优先 搜索 树 的 根 结 点 至 少 有 两 个 以 上 儿子 结 点 ， 则 根 结 点 是 
接合 点 。 

性 质 10.2 ” 当 且 仅 当 深度 优先 搜索 树 中 , 的 每 一 个 儿孙 结 点 不 能 通过 后 向 边 到 达 v 的 
祖先 结 点 ， 则 结 点 是 接合 点 。 

可 以 通过 对 图 的 深度 优先 搜索 遍历 ， 利 用 上 述 两 个 性 质 来 寻找 图 中 的 接合 点 。 为 此 ， 
在 进行 深度 优先 搜索 时 ， 对 每 个 顶点 ve ， 维 护 两 个 变量 pren[v] 及 bacim[v]。 pren[v] 是 
顶点 v 的 遍历 顺序 号 。 它 就 是 深度 优先 搜索 算法 中 的 prefin ， 在 每 一 次 调用 深度 优先 搜索 
过 程 访问 某 个 顶点 时 , 该 值 加 1。 变量 bacjlm[v] 是 顶点 v 的 后 向 可 达 顶 点 的 最 小 遍历 顺序 号 。 
按照 下 面 的 方法 来 维护 这 个 变量 :开始 时 ， bacln[v] 初 始 化 为 pren[v]; 在 深度 优先 搜索 过 
程 中 ， 若 (v,w) 是 从 顶点 v 出 发 进行 搜索 的 边 ， 令 bacim[v] 是 下 列 数值 中 之 最 小 者 。 

® pren[lv]。 

@ pren[w]， 若 (v,w) 是 后 向 边 。 

@ backn[w]， 若 (v,w) 是 树 边 。 

这 样 ， 只 要 在 深度 优先 搜索 树 中 ，v 有 一 个 儿子 结 点 w， 使 得 backn[w] 宇 pren[v]， 则 
说 明 v 的 儿孙 结 点 w 不 能 通过 后 向 边 到 达 v 的 祖先 结 点 , 因此 v 是 接合 点 。 例如 , 在 图 10.4 
中 ， 以 w 为 根 的 子 树 不 能 通过 后 向 边 到 达 wu， 使 得 backn[w] 宇 pren[v] 成 立 ， 因 此 在 图 10.4 
中 ，v 是 接合 点 。 


图 10.4 接合 点 的 例子 


下 面 是 寻找 无 向 图 的 接合 点 的 步骤 : 

令 root 是 开始 搜索 的 项 点， 开始 时 ， 把 所 有 项 点 标记 为 未 访问 过 ; 把 root 作为 artdfs 
函数 中 形式 参数 v 的 实 参 ， 调 用 artdfs 从 进行 搜索 。artdfs 的 搜索 步骤 如 下 : 

(1) 把 vy 标 记 为 访问 过 ， 初始化 pren[v] 、bacim[v]; 使 指针 pp 指 向 v 的 邻接 表 登 记 项 。 

(2) 若 p 为 空 ， 处 理 搜索 到 的 接合 点 的 计数 和 登记 ， 算 法 结束 。 

(3) 若 p 非 空 , 令 p 所 指向 的 邻接 点 是 w; 若 w 未 被 访问 过 ， 则 (v,w) 是 树 边 ， 转 步 
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又 (4) ; 否则 (ww) 是 后 向 边 ， 转 步骤 (7) 。 
(4) 递归 调用 artdfs 对 w 进行 深度 优先 搜索 。 


(5) 若 * 是 根 结 点 ， 按 性 质 10.1 判断 v 是 否 为 接合 点 ， 否 则 ， 更 新 v 的 后 向 可 达 顶 点 
的 遍历 顺序 号 ， 按 性 质 10.2 判断 v 是 否 为 接合 点 。 


(6) 使 p 指 向 下 一 个 邻接 点 ， 转 步骤 (2) 。 

(7) 若 (ww) 是 后 向 边 ， 更 新 v 的 后 向 可 达 顶 点 的 遍历 顺序 号 ， 转 步骤 (6) 。 
利用 10.1 节 所 描述 的 图 的 邻接 表 结 点 的 数据 结构 NODE， 算 法 的 实现 描述 如 下 : 
算法 10.3 寻找 无 向 连通 图 的 接合 点 


输入 : 无 向 连通 图 的 邻接 表 node [] ,图 的 顶点 个 数 n, 开始 搜索 顶点 root 
输出 ; 返回 接合 点 的 个 数 及 存放 接合 点 的 数组 art[] 


1 
2 
3 
4 
5. 
6 
_ 
8 
9 


10。 
和 
12。 
Ls 


ownaou 必 wm [ed 


上 
口 


PR PP FRR 
On 人 WwW IN 


} 


. int art point (NODE node[],int n,int art[],int root) 
省 


int i,prefdn,count, degree; 
BOOL *b = new BOOL[n]; 
int *pren = new int[n]; 
int *backn = new int[n]; 
prefdn = 0; count = 0; degree = 0; 
for (i=0;i<n;i++) 
b[i] = FALSE; 
artdfs (root, node, pren, backn, b, prefdn,art, count, root, degree); 
delete b; delete pren; delete backn; 
return count; 


. voidartdfs (intv,NODEnode[],intpren[],intbackn[],BOOLb[],int gprefdn, 


int art[],int &count,int root,int gdegree) 


int w; 
BOOL artpoint = FALSE; 
NODE *p = node [v] .next; /* 把 Vv 标记 为 访问 过 , 初始 化 pren,backn */ 
b[v] = TRUE; pren[lv] = ++prefdn; backn[v] = prefdn; 
while (p!=NULL) { /* 立 的 所 有 邻接 顶点 是 否 处 理 完毕 */ 
W = p->v; /* 处 理 v 的 邻接 顶点 w */ 
if (!b[w]) { /* (ViWw) 为 树 边 */ 


artdfs (w, node, pren, backn,b, prefdn,art, 
count, root, degree); /* 对 w 进行 深度 优先 搜索 */ 


if (v==root) { /* 判断 Vv 是否 为 根 结 点 */ 
degree++7 /* 根 结 点 的 度 增 1 */ 
if (degree>=2) /* 若 根 结 点 的 度 大 于 等 于 2 */ 
artpoint = TRUE7 /* 则 根 结 点 是 接合 点 */ 
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16. else { /* 处 理 v 后 向 可 达 的 顶点 */ 
Ts backn[v] = min(backn[v],backn[w]); 

18. if (backn[w]>=pren[v]) artpoint = TRUE; 

19; } /* 如 后 向 可 达 的 顶点 至 多 是 V_ */ 
20. } /* 则 是 接合 点 */ 

21s else /* (Vrw) 是 后 向 边 ， 更 新 v 的 后 向 可 达 顶 点 的 遍历 顺序 号 */ 
人 backn[v] = min(backn[v],pren[w]); 

2 p = p->next; /* 处 理 下 一 个 邻接 顶点 */ 

24. } 

25. if (artpoint) { /* 如 果 v 是 接合 点 , 则 登记 于 art*/ 
265 count++; art[count] = V7 

PF } 

28. 1 


这 个 算法 从 根 结 点 开始 进行 深度 优先 搜索 ， 对 每 一 个 访问 的 顶点 v， 把 pren[v] 和 
backn[v] 初 始 化 为 prefdn 。 在 由 某 个 顶点 w 回溯 到 vy 时， 如 果 发 现 bacjkm[w] 小 于 backn[v]， 
说 明 v 的 儿子 结 点 w 由 后 向 边 可 达 v 的 祖先 ， 比 v 由 后 向 边 可 达 的 祖先 结 点 ， 其 辈分 更 高 ， 
就 把 bacim[v] 置 为 backn[w] ; 如 果 发 现 bacijm[w] > pren[v]， 说 明 w 由 后 向 边 可 达 的 祖先 结 
点 ， 至 多 不 能 超过 vy， 因 此 w 只 能 通过 v 到 达 v 的 祖先 结 点 ， 故 v 是 一 个 接合 点 。 

例 10.4 在 图 10.5(a) 中 寻找 接合 点 ,图 10.5(a) 的 深度 优先 搜索 生成 树 如 图 10.5 (b) 
所 示 。 


图 10.5 寻找 接合 点 的 例子 


假定 开始 时 ， 由 顶点 c 沿 着 顶点 4,e,k,1 进行 搜索 ， 当 搜索 到 顶点 1 时 ， 后 向 边 (1,k) 使 
得 bacin[1] 由 原来 的 5 变 为 4。 由 1 返回 到 时 , 虽然 (1) 是 树 边 , 但 backn[ 站 与 baclm[k] 都 
是 4， 因 此 bacim[ 妇 值 不 变 。 此 时 ， 因 为 bacilm[1]> pren[k]， 所 以 是 接合 点 。 由 顶点 上 继 
续 搜索 到 顶点 时 ，/ 的 后 向 边 (f,e) 使 得 backn[f] 由 原来 的 6 变 为 3。 由 返回 到 kk 时， 
也 使 backn[#] 由 原来 的 4 变 为 3。 而 的 后 向 边 (k,e) 仍 使 backn[ 有 ] 保 持 不 变 。 由 返回 到 e@ 
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时 ， 因 为 baclm[k] > pren[e]， 所 以 e 是 接合 点 。e 的 后 向 边 (e,q) 使 bacim[el] 由 原来 的 3 变 
为 >。 由 e 返 回 到 4 时， 因为 bacim[e] > pren[4]， 所 以 4 是 接合 点 。4q 继续 沿 着 j,i,h,g 搜 
索 。 当 搜索 到 g 时 ，g 的 后 向 边 (g,h) 使 得 bacim[g] 由 原来 的 10 变 为 9。。 由 g 返回 到 hn 时 ， 
因为 bacim[g] > prenlh] ， 所 以 h 是 接合 点 。 由 继续 沿 着 b,a 搜索 ， 到 达 a 时 ，a 的 后 向 边 
(a,h) 使 得 backn[a] 由 原来 的 12 变 为 9。 由 a 返回 到 b 时 , b 的 后 向 边 (b. 有 ) 使 得 baclm[5] 由 
原来 的 11 变 为 9。 由 5 返回 到 h 时 ，h 的 后 向 边 (h,i) 使 得 bacilm[n] 由 原来 的 9 变 为 8。 由 
返回 到 i 时 ， 因 为 baclm[ 有 ]> pren[i]， 所 以 i 是 接合 点 。i 的 后 向 边 (i,c) 使 得 baclm[] 由 原来 
的 8 变 为 1。 由 i 返回 到 j 时 , 使 bacin[ 放 由 原来 的 7 变 为 1。 由 j 返 回 到 4 时， 使 backn[4] 
由 原来 的 2 变 为 1。 由 4 返回 到 c 时 ， 因 为 。 是 根 结 点 ， 而 c 的 度 为 1， 所 以 c 不 是 接合 点 。 
算法 结束 。 在 搜索 过 程 中 ， 找 到 上 、e、q 、h 、i 是 接合 点 。 

这 个 算法 使 用 图 的 深度 优先 搜索 方法 寻找 无 向 图 的 接合 点 。 与 dfs 函数 相 比 ，artdfs 函 
数 除了 增加 处 理 和 判断 接合 点 的 代码 外 ， 其 余 二 者 的 工作 过 程 完全 一 样 ， 而 处 理 和 判断 接 
合 点 的 代码 的 运行 时 间 为 @6(1) 。 因 此 ， 算 法 总 的 花费 时 间 仍 然 是 @(n+m)。 当 m=0(n?) 
时 , 算法 总 的 花费 时 间 是 O(n?)。 同 样 , 除了 存放 作为 输入 用 的 邻接 表 需 要 @(m)=0O(n?) 
的 空间 外 ， 算 法 用 于 存放 顶点 的 遍历 顺序 号 、 后 向 可 达 顶 点 的 最 小 遍历 顺序 号 、 登 记 顶 点 
的 访问 标志 ， 以 及 图 的 接合 点 序号 等 所 需 的 工作 单元 ， 需 要 @(n) 的 工作 空间 。 


10.1.4 有 向 图 的 强 连 通 分 支 


定义 10.2 给 定 有 向 图 G=(V,E), 图 中 任意 两 个 顶点 ueV,veV ,车 u 和 vv 互相 可 达 ， 
则 称 图 G 是 强 连通 图 。 

定义 10.3 有 向 图 的 极 大 强 连通 子 图 称 为 强 连 通 分 支 。 

因此 ， 有 向 图 G 的 强 连 通 分 支 是 一 个 最 大 的 顶点 集合 ， 在 这 个 集合 中 ， 每 一 对 顶点 之 
间 都 有 路 径 可 达 。 在 有 向 图 中 寻找 强 连通 分 支 的 问题 ， 即 是 找 出 图 中 每 一 对 顶点 之 间 都 有 
路 径 可 达 的 所 有 顶点 集合 。 可 以 按照 下 面 的 步 又 进行 : 

(1) 对 G 执 行 深度 优先 搜索 ， 求 出 每 个 项 点 的 后 序 遍历 顺序 号 postn 。 

(2) 反 转 有 向 图 G 中 的 边 ， 构 造 一 个 新 的 有 向 图 G* 。 

(3) 由 最 高 postn 编号 的 顶点 开始 ， 对 G* 执行 深度 优先 搜索 。 如 果 深 度 优先 搜索 未 达 
到 所 有 顶点 ， 由 未 访问 的 最 高 posin 编号 的 顶点 开始 ， 继 续 深度 优先 搜索 。 

(4) 步骤 (3) 所 产生 的 森林 中 的 每 一 棵 树 ， 对 应 于 一 个 强 连通 分 支 。 

例 10.5 求 图 10.6 (a) 所 示 有 向 图 的 强 连 通 子 图 。 首 先 ， 对 图 10.6 (a) 从 顶点 a 开 
始 执行 深度 优先 搜索 ， 生 成 图 10.6 (b) 所 示 的 由 树 边 所 构造 的 两 棵 树 的 森林 。 在 顶点 的 旁 
边 标 出 了 前 序 遍 历 及 后 序 遍 历 的 顺序 ， 得 到 后 序 遍 历 由 大 到 小 的 顺序 是 c,4,a,b,f,e。 第 二 
步 , 把 图 10.6 (a) 所 示 边 的 方向 反 转 , 得 到 图 10.6 (c) 所 示 的 图 。 第 三 步 , 按照 c,q,a,b, f,e 
的 顺序 ， 对 图 10.6〈c) 所 示 的 图 进行 深度 优先 搜索 ， 生 成 图 10.6 〈d) 所 示 的 森林 。 该 森 
林 由 3 棵 树 组 成 ， 每 一 棵 树 对 应 一 个 强 连通 分 支 。 

在 实现 寻找 有 向 图 强 连 通 分 支 的 算法 时 ， 除 了 10.1.1 节 所 引入 的 变量 外 ， 再 引入 如 下 
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int sn; /* 强 连通 分 支 个 数 */ 
int trapos [n] 7 /* 相应 强 连通 分 支 的 顶点 集 在 数组 tra 的 起 始 位 置 */ 
int postv[n]; /* 按 后 序 遍历 顺序 存放 的 顶点 序号 */ 


于 是 ， 寻 找 有 向 图 强 连 通 分 支 的 算法 可 描述 如 下 : 


(¢) (d) 
图 10.6 寻找 强 连 通 分 支 的 例子 


算法 10.4 有 向 图 的 强 连通 分 支 

输入 : 图 的 邻接 表 node [] ,图 的 顶点 个 数 n 

输出 : 强 连 通 分 支 个 数 , 按 遍 历 顺 序 存放 的 项 点 序号 tra[], 每 个 强 连通 分 支 的 顶点 集 在 数组 tra 
中 的 起 始 位 置 trapos[] 


1. int strongly con com(NODE node[],int n,int tra[],int trapos[]) 
2 

3 int i,prefdn,postfdn, count, sn; 

4 int *pren = new int[n]; 

每 int *postn = new int[n]; 

6 int *postV = new int[n]; 

7 BOOL *b = new BOOL[n]; 

8 NODE *arnode = new NODE[n]; 

A prefdn = 0; postfdn = 0; count = 0; 

10. for (i=0;i<n;i+t+) /* 顶点 访问 标志 初始 化 为 假 */ 
11. b[i] = FALSE; 

Ls for (i=0;i<n;i++) /* 对 G 执行 深度 优先 搜索 */ 

La if (!b[i]) 

14. dfs (i, node, n, pren, postn, b, prefdn, postfdn, tra, count); 
是 for (i=0;i<n;i++) { 

16. postv[postn[i]-1] = i; /* 按 后 序 遍 历 顺 序 存 放 的 顶点 序号 */ 
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es b[i] = FALSE; /* 顶点 访问 标志 初始 化 为 假 */ 
185 } 
Tok reverse (node, arnode); /* 反 转 有 向 图 的 边 , 构造 新 图 的 邻接 表 */ 
20 . prefdn = 0; postfdn = 0; count =0; sn= 0; 
-4 for (i=n-1;i>=0;i--) { 
bp if (!b[postv[il]) { 
trapos [sn] = count; /* 登记 强 连通 分 支 顶点 集 在 tra 中 的 位 置 */ 
Bs Sn++; /* 强 连通 分 支 计 数 */ 
2 dfs (postv[i],arnode,n,pren,postn,b,prefdn, 
postfdn, tra, count); /* 对 新 的 图 执行 深度 优先 搜索 */ 
265 } 
2 } 
28' delete pren; delete postn; 
295 delete postv; delete b; 
30: delete arnode; 
31。 return sn; 
S323. 


这 个 算法 的 第 9~11 行 执行 第 一 次 深度 优先 搜索 的 初始 化 工作 , 把 遍历 过 程 中 的 3 个 计 
数 器 清 零 , 把 所 有 顶点 的 访问 标志 置 为 FALSE 。 第 12~14 行 调用 10.1.1 节 所 叙述 的 深度 优 
先 搜 索 算法 dfs， 从 顶点 0 开始 进行 遍历 。 遍 历 的 结果 是 在 数组 postn 中 得 到 各 个 顶点 的 后 
序 遍 历 顺序 号 。 在 第 15~18 行 的 for 循环 中 ， 第 16 行 把 postn 数组 中 按 顶 点 顺序 存放 的 后 
序 遍 历 顺序 号 ， 转 换 为 Post 数组 中 的 按 后 序 遍 历 顺 序 存 放 的 顶点 序号 。 第 17 行 把 所 有 项 
点 的 访问 标志 第 二 次 置 为 FALSE 。 第 19 行 的 reverse 函数 ， 实 现 反 转 有 向 图 G 中 的 边 ， 构 
造 一 个 新 的 有 向 图 G"” 。 按 图 G 的 邻接 表 头 结 点 数组 node ， 产 生 图 G' 的 邻接 表 头 结 点 数组 
arnode ， 及 图 G" 的 邻接 表 。 第 20 行 把 4 个 计数 器 清 零 ， 为 第 二 次 深度 优先 搜索 做 准备 。 
第 21 行 开始 的 for 循环 ， 从 posin 序号 最 高 的 顶点 开始 ， 进 行 第 二 次 深度 优先 搜索 。 在 这 


个 循环 中 , 每 调用 一 次 dks， 就 完成 一 个 强 连通 分 支 的 搜索 ,并 把 该 连通 分 支 中 所 有 项 点 的 
访问 标志 置 为 TRUE 。 在 数组 tra 中 ， 顺 序 登记 着 该 连通 分 支 中 所 有 顶点 的 序号 ， 在 数组 
trapos 中 ， 登 记 着 每 一 个 强 连通 分 支 的 顶点 集 登 记 在 ya 中 的 起 始 位 置 。 

函数 reverse 的 实现 如 下 : 

1 .void reverse (NODE *node,NODE *arnode) 

2. { 

3 Ent ,kr 

交 。 NODE *p,*pl; 

入 for (k=0;k<n;k++) /* arnode 为 新 图 邻接 表 的 头 结 点 */ 

6 arnode [k] .next = NULL; /* 头 结 点 指针 初始 化 为 空 */ 

有 for (k=0;k<n;k++) { 

8 P = node [k] .next; 

9. while (p!=NULL) { /* 反 向 登记 新 图 邻接 表 的 登记 项 */ 

10s pl = new NODE; 
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时 pl->v = ks; 

bl pl->next = arnode [p->V] .next; 
13, arnode[p->v] .next = pl; 

14. P = p->next; 

15s } 

65 } 

是 7 


算法 10.4 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 第 9~11 行 的 初始 化 工作 需要 @(z) 时间; 第 12~14 
行 的 第 一 次 深度 优先 搜索 ， 需 要 @(n+m) 时 间 ; 第 15~18 行 的 初始 化 工作 需要 @(n) 时 间 ; 
第 19 行 的 reverse 函数 ， 对 m 条 边 构造 新 的 邻接 表 ， 因 此 需要 B@(m) 时 间 ; 第 21 行 开始 的 
第 二 次 深度 优先 搜索 ， 需 要 B(n+m) 时 间 。 因 此 ， 整 个 算法 的 时 间 复 杂 性 是 @(n+m)。 同 
样 , 除了 存放 作为 输入 用 的 邻接 表 需 要 @(m)= O(n?) 的 空间 外 , 算法 用 于 存放 顶点 的 遍历 
顺序 号 、 登 记 顶 点 的 访问 标志 等 所 需要 的 工作 单元 为 G6(n); 用 于 存放 反 向 图 的 邻接 表 需 
要 @(m) 空间 。 因 此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空间 为 @(m)=0O(n?)。 


10.2 网 络 流 


流 是 一 种 抽象 的 实体 ， 在 源 点 流出 ， 通 过 边 输 送 ， 在 收 点 被 吸收 ， 将 目标 从 一 个 地 点 
输送 到 另 一 个 地 点 。 例 如 输油管 网 络 ， 边 是 输油管 ， 结 点 是 把 管道 连接 在 一 起 的 接点 。 这 
样 的 网 络 称 为 流 网 络 。 流 网 络 可 以 用 一 个 四 元 组 (G,s,t,c) 来 表示 。 其 中 ，G=(V,E) 是 一 
个 有 向 图 ， 它 有 两 个 不 同 的 顶点 s 和 +， 分 别称 为 源 点 和 收 点 ，c (u,v) 是 VV 中 所 有 项 点 对 
和 v 的 容量 函数 。 有 时 ， 直 接 用 网 络 G 来 表示 一 个 流 网 络 。 流 网 络 的 最 大 流 问 题 是 在 给 定 
流 网 络 (G,s,t,c) 中， 寻找 从 s 到 1 流量 最 大 的 流 。 


10.2.1 网 络 流 的 概念 


在 流 网 络 (G,s,t,c) 中 , 如果 w 和 v 是 太 中 的 任意 顶点 , 则 容量 函数 c(x,v) 表示 流 经 yx 和 
v 所 允许 的 最 大 流量 。 在 流 网 络 G 中 , 源 点 s 没 有 入 边 , 收 点 1 没有 出 边 。 如 果 边 (u,v)eE， 
则 表示 w 到 v 的 容量 ce(w,v)>0; 否则 ，c (u,v)=0。 关 于 网 络 流 问 题 ， 有 下 面 几 个 基本 的 
定义 和 定理 。 

定义 10.4 ”给 定 流 网 络 (G,s,t,c) 中 , 顶点 对 wy 的 流量 函数 f(w,v) 满足 下 面 4 个 条 件 : 

C.1 斜 对 称 (skew symmetry) : Vu,veV,f(uv)= 一 f(v,u)。 如 果 f(u,v)>0， 就 说 


这 是 从 x 到 v 的 流量 。 

C.2 容量 约束 (capacity constraints): Vu,veV,f(uv)<c(uv)。 如 果 f(wu,v)=c(u,v)， 
就 说 边 (u,v) 是 饱和 的 。 

C.3 流量 守恒 (flow conservation) : VueV —{s,t}, > f(u,v)=0 ， 也 即 任 何 内 部 顶 


vey 


点 的 净 流 量 〈 出 去 的 总 流量 减 去 进来 的 总 流量 ) 为 0。 


“308。 
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C4 VveV,f(v,v)=0。 
则 称 了 是 网 络 G 的 流 。f(u,v) 表示 顶点 x 到 顶点 v 的 流量 。 
定义 10.5 割 集 {S.7} 是 一 个 划分 , 它 把 顶点 集 玉 划分 成 两 个 子 集 8 和 了 ,使 得 se 5S， 
teT。 用 c(S,7T) 表 示 制 集 {S,T} 的 容量 ， 则 : 
c(ST)= > c(u,v) 
ueSveT 
了 (5S,7) 表示 割 集 {S,7} 的 交叉 流量 ， 则 : 
天 (JE Fn) 


ueS,veT 
这 样 , 割 集 {5,7} 的 交叉 流量 , 是 从 5 中 的 顶点 到 7 中 的 顶点 的 所 有 正 流量 之 和 , 减 去 从 7 
中 的 顶点 到 $ 中 的 顶点 的 所 有 正 流量 之 和 。 
定义 10.6 令 f 是 G 中 的 一 个 流 ， 则 了 的 大 小 用 | 了 | 表示 。 它 定义 为 : 
[ff(s}r)=D fs) 
vey” 


其 中 ，V'=V-{s} ; | 了 | 表示 从 源 点 流出 的 流量 大 小 。 

引 理 10.1 令 f 是 G 中 的 一 个 流 ，{5,T} 是 G 中 的 任意 一 个 割 集 ， 则 |f|= 了 (5,7T)。 

证 明 ”用 归纳 法 证 明 : 

(1) 车 S={s}， 由 定义 10.5 和 定义 10.6 直接 得 到 。 

(2) 假定 对 割 集 {5,7}， 引 理 成 立 ， 即 |f|=f(S,7)。 令 S'=SU{w}，7T'=7T-{w}， 
下 面 证 明 对 割 集 {S8,7"} ， 引 理 也 成 立 。 根 据 割 集 的 交叉 流量 的 定义 以 及 条 件 C.1、C.3、 
C.4， 有 : 


f(S",T")=f(S,T)+f({w},T)-—f (5S,{w})-f ({w},{w}) 
=f(S,T)+f({w},T)+f({w},S)-0 
=f (5,T)+f ({w},r) 
=f(5S,T)+0 
=f(S,7) 
I 
定义 10.7 若 网 络 G 中 容量 函数 为 c<， 流 为 1 ， 则 对 每 一 个 顶点 对 u,veV, 流 了 的 剩 
余 容量 函数 + 定义 为 ， Vu,veV,r(uv)=c(u,v)-f (uv)。 流 了 的 剩余 图 是 一 个 有 向 图 
R=(V,Ej)， 它 具有 由 + 所 定义 的 容量 及 边 集 Ej 。 
Er={(u,v)|r(u,v)>0} 
剩余 容量 + (wv) 表示 在 容量 约束 条 件 C.2 下 ， 尚 可 以 沿 着 边 (u,v) 流 入 的 流量 。 如 果 
f (uv)<c(u,v), 那么 在 Ey 中 将 包含 边 (u.v) 和 (vu)。 如 果 G 中 wu 和 v 之 间 没 有 边 ， 则 
(uv) 或 (vw) 都 不 在 Ej 中 。 因 此, | Ej|<2|E|。 
例 10.6 图 10.7 (a) 表示 一 个 带 有 流 了 的 网 络 G。 在 图 中 ， 每 一 条 边 都 标 出 其 容量 
及 流量 。 例 如 ，c(s,a)=8，f(s,a)=6; c(s,d)=5，f(s,d)=5 等。 根据 条 件 C.1， 有 
f(as)=-6, f(qd,s)=-5。 10.7 (b) 是 它 的 剩余 图 R ， 根 据 上 述 定义 ， 有 
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r(s,a)=c(s,a)—f(s,a)=8—6=2, r(a,s)=c(a,s)—f (a,s)=0-(-6)=6, 以 及 r(s,d)= 
c(s,d)—f(s,d)=5-5=0, 而 r(d,s)=c(d,s)—f (d,s)=0-(-5)=5 等 。 


(f+f (uv)=f uv)+f (u,v) 


称 f+f' 为 流 f 和 f' 之 和 。 
类 似 地 ， 定 义 函 数 了 一 万 为 
(f= (uv)=f u,v) f(u,v) 
引 理 10.2 /是 G 中 的 流 ，f"' 是 了 的 剩余 图 R 的 流 ， 则 f+f' 是 G 中 的 流 ， 且 有 
[If+fF'HfI+If'|. 
证 明 (1) f 是 G 中 的 流 ，f' 是 f 的 剩余 图 R 的 流 ， 它 们 都 满足 条 件 C.1， 有 : 
(f+f u,v)= fv) + f (u,v) 
=-f (0) -7 "(v0) 
=-(f ,0) + fv,0)) 
=-(f +f v0) 
所 以 ，f+ 放 满足 条 件 C.1。 
(2) f' 是 了 的 剩余 图 R 的 流 ， 对 G 中 的 任意 顶点 w 和 v， 有 : f'(u,v)<r(u,v)， 
(f+f u,v)= fv) + fu,y) 
<f (u,v)+r(u, v) 
=f(u,v)+c(u, v)—f(u, v) 
=c(u, v) 
所 以 ，f+ 六 满足 条 件 C.2。 
(3) 了 和 六 都 满足 条 件 C3， 有 : vueV-{st}, Df(uv)=0, Df'(uv)=0。 


因此 
ESF) TF) + (uv) 
= f(r) + Df (us) 
=0 
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所 以 ，f + 满足 条 件 C.3。 

(4) f 和 了 f' 都 满足 条 件 C4， 有 : VveV， f(v,v)=0, f'(v,v)=0。 

(fF +I)Nvv)= vv) + fv,v) 
=0 

所 以 ，f+ 了 "满足 条 件 C.4。 综 上 所 述 ，f+f' 是 G 中 的 流 。 

(5) 由 定义 10.6， 对 V'=V-{s} 有 : 

[f+f' l=(f+/)({s},.V") 
= Df +I)(s.Y) 


= Df (sv)+ (sv) 


YE 
afI+|7"| 

定义 10.9 令 f 是 G 中 的 一 个 流 。f 的 剩余 图 R 中 , 由 s 到 1 的 有 向 路 径 p 称 为 流量 / 
的 增 广 路 径 。 沿 着 路 径 p 的 最 小 的 剩余 容量 ， 称 为 p 的 瓶颈 容量 。 

例如 ， 在 图 10.7 (b) 中， 路 径 s,a,b,t 是 一 条 具有 瓶颈 容量 为 2 的 增 广 路 径 。 如 果 沿 
着 这 个 路 径 再 压 入 另外 2 个 单位 的 流量 ， 则 G 中 的 流量 成 为 最 大 。 

定理 10.1 (最 大 流 最 小 割 定理 ) 令 (G,s,t,c) 是 一 个 流 网 络 ，f 是 G 中 的 流 ， 则 下 面 
的 3 个 命题 等 价 : 

(1) 存在 一 个 容量 为 c(S8,7) =| /| 的 割 集 {1S,7} 。 
(2) f 是 G 中 的 最 大 流 。 
(3) 不 存在 了 的 增 广 路 径 。 

证 明 (1) 之 (2) : 对 网 络 G 的 任意 一 个 割 集 {S,T},， 由 引 理 10.1,， 有 |f|= 了 (5S,7)。 
根据 容量 约束 条 件 ， 对 G 中 的 所 有 顶点 w 、v， 都 有 (u,v)<c(u,v)。 根 据 割 集 {5,7} 的 容 
量 及 交叉 流量 的 定义 ， 对 G 中 的 任意 流 / ， 都 有 

f(S,T)= 2 f (u,v) 
ueS.veT 


< Dc(u,v) 


MES.VET 
=c(S.7) 
因此 ， 当 |f|=c(5,7) 时 ， 表 明 G 中 所 有 由 S 到 7 的 交叉 流量 已 经 饱和 ， 所 以 是 G 中 的 
最 大 流 。 
(2) = (3) : 如 果 流 网 络 G 存 在 了 的 增 广 路 径 , 设 该 路 径 为 p， 那么 就 可 以 沿 着 p 增 
加 流量 ， 使 得 原来 的 了 不 是 G 中 的 最 大 流 。 所 以 ， 不 存在 了 的 增 广 路 径 。 
(3) > (1) : 令 S 是 由 s 通 过 了 的 剩余 图 R 中 的 路 径 可 达 的 顶点 集 ， 令 T=V-5， 
则 {5,7} 是 G 的 一 个 制 , 当 G 中 不 存在 了 的 增 广 路 径 时 , 则 /的 剩余 图 KR 中 不 包含 由 S 到 7 
的 边 ， 说 明 由 5 到 7 的 边 已 经 饱和 。 有 : 
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1f1=f(5.7) 
= > flu,v) 


ueS,veT 


和 > c(u,v) 


ueSwveT 
=c(S,T) 
因此 ， 存 在 这 样 的 割 集 {S,7}， 使 得 c(S.7)=| |。 


10.2.2 ”Ford Fulkerson 方法 和 最 大 容量 增 广 


最 大 流 最 小 割 集 定理 说 明 ， 如 果 网 络 G 的 流 了 不 存在 增 广 路 径 ， 则 了 就 是 G 中 的 最 大 
流 。 因 此 ， 在 寻找 网 络 G 中 的 最 大 流 时 ， 可 以 令 G 的 初始 流量 了 为 0， 然 后 重复 地 在 了 的 
剩余 图 中 寻找 一 条 增 广 路 径 ， 用 这 条 路 径 的 瓶颈 容量 来 扩张 流量 / ， 直 到 剩余 图 中 不 存在 
增 广 路 径 为 止 。 这 就 是 所 谓 的 Ford_Fulkerson 方法 。 对 Ford_Fulkerson 方法 的 一 个 改进 ， 
称 为 最 大 容量 增 广 (MCA) 。 它 不 是 简单 地 在 剩余 图 中 寻找 增 广 路 径 ， 而 是 有 目的 地 搜索 一 
条 具有 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 ， 从 而 加 快 算法 的 运行 时 间 。 最 大 容量 增 广 法 的 步骤 如 下 : 

(1) 初始 化 剩余 图 R 的 容量 r+ : 对 所 有 的 (u,v)eE,，r(u,v)=c(u,v)。 

(2) 初始 化 网 络 的 流 f: 对 所 有 的 (u,v)eE，f(u.v)=0。 

(3) 如 果 尺 中 存在 增 广 路 径 ， 则 找 出 瓶颈 容量 5 最 大 的 增 广 路 径 P ， 转 步骤 (4) ; 
否则 ， 算 法 结束 。 

(4) 扩张 流量 f : 对 所 有 的 边 (wu,v)ep，, 令 f(u,v)=f(u,v)+56。 

(5) 更 新 剩余 图 R : 对 所 有 的 边 (u,v)ep， 令 r(u,v)=r(u,v)-6; 转 步 又 (3) 。 

假定 网 络 的 流量 用 实数 表示 ， 网 络 各 边 的 流量 和 容量 用 图 的 邻接 矩阵 表示 。 下 面 是 算 
法 中 用 到 的 一 些 数据 的 说 明 : 


float etny lal /* 网 络 各 顶点 之 间 的 容量 */ 

float Er[n] [n]; /* 在 最 大 流下 网 络 各 顶点 之 间 的 流量 */ 
float z[n] [nl]; /* 剩余 图 中 各 顶点 之 间 的 容量 */ 

float cap[n]; /* 正在 搜索 中 的 增 广 路 径 的 瓶颈 容量 */ 
float flow:; /* 增 广 路 径 的 最 大 瓶颈 容量 */ 

float maxflow; /* 网 络 的 最 大 流量 */ 

int path[n]; /* 正在 搜索 中 的 增 广 路 径 的 顶点 序号 */ 
int pathl [n]; /* 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 的 顶点 序号 */ 
int count; /* 正在 搜索 中 的 增 广 路 径 上 的 顶点 个 数 */ 
int Count17 /* 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 的 顶点 个 数 */ 
BOOL flag; /* 搜索 到 增 广 路 径 标志 */ 

int /* 被 搜索 的 顶点 序号 */ 

int ss /* 网 络 的 源 点 序号 */ 

int EE /* 网 络 的 收 点 序号 */ 
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寻找 网 络 最 大 流 的 最 大 容量 增 广 算法 实现 如 下 : 


算法 10.5 寻找 网 络 最 大 流 的 最 大 容量 增 广 算法 
输入 : 网 络 各 条 边 容量 的 邻接 矩阵 c[] [] , 顶点 个 数 n, 源 点 序号 s, 收 点 序号 七 
输出 网 络 各 条 边 流量 的 邻接 矩阵 £[] [] ,网 络 的 最 大 流量 


1. float max capacity aug(float c[][],float fr[][],int n,int s,int 七 ) 
2 

3 int i,j,k,count,countl; 

4 int path[n],path]l[n],capl[n]; 

5 float ri[n][n],flow,maxflow = 07 

6 BOOL flag = TRUE; 

7 for (i=0;i<n;i++) /* 初始 化 网 络 流量 和 剩余 图 容量 */ 

Bs for (j=0;j<n;j++) { 

9. fr[il[j] = 0; r[i][j] = c[i][j]; 

LO } 

玉生 while (flag) { 

了 2 count = 0; flow = 0; flag = FALSE; 

Es mcadfs(s,t,r,n,path,path]l, count, count], cap, flow, flag); 
和 1£ (Elagy 4 /* 存在 最 大 容量 的 增 广 路 径 */ 

LS maxflow += flow; 

16s for (k=0;k<countl;k++) { 

LT: f[pathl[k]] [pathl[k+l]] += flow; /* 流量 扩张 */ 
18. rz[pathl[k]] [pathl[k+l]] -= flow; /* 更 新 剩余 容量 */ 
19: z[pathl[k+l]] [pathl[k]] += flow; 

20. } 

2 } 

22'5 } 

23. return maxflow; 


ps | 


1. void mcadfs (int v,int t,float r[][],int n,int path[],int pathl[], 
int count, int &count1l,float cap[],float &flow,BOOL &flag) 


2. 1 

- int :二 于 

4. float temp; 

5 path[count++] = Vv; /* 在 搜索 路 径 中 登记 顶点 v */ 

6. for (i=0;i<n;i++) { /* 顶点 v 和 顶点 i 有 剩余 容量 , i 不 构成 回路 */ 
Wx if ((r[v] [i]>0)&&(! (loop(i,path,count)))) { 

8. cap[count-1] = rl[v] [il; /* 在 搜索 路 径 中 登记 剩余 容量 */ 
9. if (i!=t) /* 顶点 二 不 是 收 点 ,继续 搜索 */ 
10. mcadfs (i,t,r,n,path,path]l, count, count]1, cap, flow, flag); 
Ls else { 

FF flag = TRUE; /* 顶点 守 是 收 点 ,存在 增 广 路 径 */ 
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Ee path[count] = t; 

Ls temp = cap[0]; /* 计算 增 广 路 径 的 瓶颈 容量 */ 
15s for (j=1;j<count;j++) 

Ls if (cap[j]<temp) 

17. temp = cap[j]; 

0 if (temp>flow) { /* 是 否 为 最 大 的 瓶颈 容量 */ 
9 for (j=0;j<=count;j++) 

20. path1[j] = path[j]; /* 更 新 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 x/ 
2 countl = count + 1; 

2 flow = temp; 

23s } 

24. } 

2 » 

2 } 

了 

1. BOOL loop (int v, int path[],int count) 

2 

E int i; 

燃 for (i=0;i<count;i++) 

5 if (v==path[i]) 

6. return TRUE; 

2s return FALSE; 

| 法 


这 个 算法 的 第 7~10 行 把 网 络 各 条 边 的 初始 流量 置 为 0, 剩余 图 各 条 边 的 初始 容量 置 为 
网 络 的 初始 容量 。 第 11 行 开始 的 while 循环 ,调用 mcadfs 函数 ,在 网 络 中 搜索 具有 最 大 瓶 
颈 容 量 的 增 广 路 径 ， 如 果 找到 这 样 的 路 径 , 标志 flag 被 置 为 TRUE ， 且 路 径 上 的 顶点 序号 ， 
从 源 点 到 收 点 按 顺序 存放 在 数组 pathl 中 ， 路 径 的 瓶颈 容量 存放 在 变量 flow 中 。 用 这 个 容 
量 去 扩张 网 络 中 对 应 于 增 广 路 径 上 的 各 条 边 的 流量 ， 并 更 新 剩余 图 上 对 应 边 的 容量 。 这 个 
循环 重复 执行 ， 直 到 找 不 到 这 样 的 增 广 路 径 为 止 。 这 时 ， 网 络 中 的 流 就 是 最 大 的 。 

函数 mcadfs 以 深度 优先 搜索 方法 ， 在 网 络 中 搜索 一 条 具有 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 。 
被 搜索 的 起 始 顶 点 为 v»， 开 始 时 ， 被 置 为 源 点 s 。 因 为 函数 mcadfs 是 递归 的 ， 因 此 增 广 路 
径 pa 加 和 容量 cap 都 构成 后 进 先 出 栈 ，count 指向 其 栈 项 。 栈 中 元 素 随 着 函数 mcadfs 不 断 
地 递归 调用 和 返回 而 压 入 和 弹出 。 函 数 中 的 第 5 行 把 顶点 v 压 入 path 。 第 6 行 开始 的 for 
循环 ， 在 剩余 图 中 搜索 与 顶点 v 相 关联 的 ， 且 与 pa 加 中 的 增 广 路 径 不 构成 回路 的 边 ， 如 果 
存在 这 样 的 边 (v,i)， 并 且 剩 余 容量 不 为 0， 则 把 边 上 的 剩余 容量 压 入 cap 。 如 果 顶 点 i 不 是 
收 点 +， 递 归 调 用 mcadfs， 从 i 出 发 继续 搜索 。 如 果 顶 点 i 就 是 收 点 +， 则 搜索 到 一 条 增 广 
路 径 。 于 是 ， 把 标志 flag 置 为 TRUE 。 这 时 ， 栈 cap 中 的 最 小 剩余 容量 temp ， 就 是 该 增 广 
路 径 的 瓶颈 容量 。 把 它 与 迄今 所 找到 的 增 广 路 径 的 最 大 瓶颈 容量 fow (在 初始 化 时 为 0) 
相 比 较 ， 如 果 大 于 后 者 ， 就 把 它 作为 新 的 最 大 瓶颈 容量 保存 在 变量 frow 中 ， 并 把 path 作为 
最 大 瓶颈 容量 的 路 径 ， 复 制 到 pathl 中 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 继续 搜索 与 v 相 邻接 的 下 一 个 
顶点 ， 以 便 搜索 是 否 存在 其 他 瓶颈 容量 更 大 的 增 广 路 径 。 
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下 面 估计 算法 的 运行 时 间 。 有 下 面 的 引 理 : 

引 理 10.3 ”在 具有 m 条 边 的 网 络 G 中 ， 从 0 流量 开始 ， 存 在 着 一 个 至 多 为 m 步 的 增 广 
序列 ， 来 构造 网 络 G 的 最 大 流 。 

证 明 令 f 是 最 大 流 , G' 是 由 f(u,v)>0 的 边 导 出 的 子 图 ,在 G' 中 搜索 一 条 由 s 到 1 的 
路 径 p;， 其 瓶颈 容量 为 5; 。 对 p; 的 每 一 条 边 (u,v)， 令 了 (u,v)=f(u,v)-6;， 则 pi 中 必 有 
一 条 边 ， 其 流量 被 减 为 0。 删 去 这 条 边 。 因 为 G 有 m 条 边 ， 每 搜索 到 一 条 路 径 六 ， 边 数 便 
减 1， 因 此 至 多 重复 这 个 动作 m 次 ， 边 数 将 减 为 0， 而 G' 的 流量 了 也 减 为 0。 这 就 导出 一 
个 增 广 路 径 序 列 p,, p,,…， 序 列 中 的 路 径 不 会 多 于 m 条 ， 且 其 流量 分 别 为 61,6,,… 。 现 在 
从 零 流量 开始 , 沿 着 压 入 单位 流量 ， 沿 着 ps 压 入 5, 单位 流量 ,如 此 等 等 , 则 至 多 m 步 
可 构造 一 个 最 大 流 。 

定理 10.2 在 具有 m 条 边 的 网 络 G 中 ,， 若 边 的 容量 都 是 整数 ， 其 最 大 容量 为 c， 则 最 
大 容量 增 广 算法 以 O(mlogc) 步 增 广 ， 构 造 一 个 最 大 流 。 

证 明 令 R 是 对 应 于 初始 零 流 量 的 剩余 图 。 假 定 边 的 容量 都 是 整数 ， 则 最 大 流 了 也 是 
整数 。 据 引 理 10.3， 最 多 可 用 m 条 增 广 路 径 来 构造 最 大 流 / ， 因 此 在 R 中 存在 着 瓶颈 容量 
至 少 为 f/m 的 增 广 路 径 p 。 如 果 用 最 大 容量 增 广 算法 来 构造 最 大 流 ， 连 续 进 行 2m 次 增 广 
路 径 的 试探 ， 至 少 可 使 这 些 增 广 路 径 的 最 大 瓶颈 容量 减少 为 /12m 或 更 少 些 。 因 此 ， 在 连 
续 进行 2m 次 增 广 路 径 的 试探 之 后 ， 可 使 R 中 的 增 广 路 径 的 最 大 瓶颈 容量 至 少 减少 2 倍 。 
再 继续 进行 2m 次 增 广 试探 之 后 , R 中 的 最 大 瓶颈 容量 将 进一步 至 少 减少 2 倍 。 在 最 多 2 大 mr 
次 增 广 之 后 ,最 大 瓶颈 容量 将 至 少 减 少 2# 倍 。 因 为 边 的 最 大 容量 为 c, 有 2* <c , 即 上 <logc， 
所 以 增 广 步 数 为 O(mlogc) 。 

采用 深度 优先 搜索 方法 寻找 最 大 瓶颈 容量 的 增 广 路 径 ， 每 一 次 搜索 试探 需要 O(m?) 时 
间 。 因 为 最 多 执行 2km 次 增 广 试探 ， 因 此 算法 的 时 间 复 杂 性 为 O(mn? logc)。 如 果 上 述 算 
法 改 用 类 似 单 源 最 短路 径 问 题 的 狄 斯 奎 诺 算法 ， 同 样 可 在 O(n?) 时 间 内 找到 最 大 瓶颈 容量 
的 增 广 路 径 ， 其 时 间 复 杂 性 也 为 O(mn? logc) 。 

这 个 算法 为 了 存放 作为 输入 用 的 网 络 容量 的 邻接 矩阵 和 其 他 数据 需要 @(n?) 的 空间 ，; 
此 外 ， 用 于 存放 网 络 流量 的 邻接 和 矩阵、 剩余 图 的 邻接 矩阵， 以 及 其 他 路 径 信 息 所 需要 的 工 
作 单 元 ， 也 需要 @(n?) 的 空间 。 


10.2.3 最短 路径 增 广 


最 大 容量 增 广 ， 是 在 增 广 路 径 中 选择 瓶颈 容量 最 大 的 路 径 进行 增 广 ， 其 思想 方法 仍然 
是 基于 贪 禁 法 的 ， 而 贪 禁 法 不 一 定 能 够 达到 最 优 的 问题 求解 。 本 节 将 介绍 另 一 种 增 广 方 
法 一 一 最 短路 径 增 广 ， 即 选择 边 数 最 少 的 路 径 进行 增 广 。 

定义 10.10 ”由 源 点 s 到 顶点 v 的 通路 中 的 最 少 边 数 ， 称 为 顶点 v 的 级 ， 表 示 为 
level(v) 。 在 有 向 图 G=(V,E) 中， 分 级 图 工 为 (V,E')， 其 中 ，E'={(u,v)llevel(v)= 
level(u)+1}。 

例 10.7 图 10.8 表示 一 个 网 络 ， 图 10.8 (a) 左边 是 开始 时 的 剩余 图 ， 右 边 是 它 的 分 
级 图 。 图 中 ， 顶 点 集 {s}、{a, c} 、{b, 4. f} 、tt, e, g, h} 和 {j, 让 构成 了 5 个 级 别 的 顶点 。 
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在 分 级 图 中 ， 边 (c, q) 被 省 略 ， 而 边 (h, g)、(g, e) 和 (i, j) 不 在 分 级 图 中 ， 因 为 hn、g 和 e 
以 及 i 和 j 分 别处 于 同一 级 。 

选择 边 数 最 少 的 增 广 路 径 进行 增 广 的 方法 ， 称 为 最 短路 径 增 广 法 。 该 方法 是 利用 分 级 
图 来 进行 的 。 用 广度 优先 搜索 方法 从 源 点 出 发 搜索 最 短路 径 时 ， 树 边 的 始点 u 和 终点 v 满 
足 Ileve1(v)=level(u)+1， 去 掉 前 向 边 、 后 向 边 和 交叉 边 ， 其 搜索 树 的 树 边 便 构成 了 分 级 图 。 
因此 ， 可 以 用 广度 优先 搜索 方法 来 寻找 最 短路 径 。 

例 10.8 在 图 10.8 所 示 的 网 络 中 ， 图 10.8 (a) 左边 是 开始 时 的 剩余 图 ， 按 照 字母 顺 
序 进行 广度 优先 搜索 ， 得 到 右边 所 示 的 分 级 图 。 其 中 ， 虚 线 表 示 尚 未 搜索 到 的 边 。 找 到 一 
条 增 广 路 径 s, a, b, t， 其 瓶颈 容量 为 3。 沿 该 路 径 进 行 增 广 ， 得 到 图 10.8 (b) 所 示 的 剩余 
图 。 图 10.8 (c) 、 图 10.8 (d) 、 图 10.8 Ce) 和 图 10.8 (f) 分 别 是 对 上 一 步 的 剩余 图 继 
续 搜 索 而 得 到 的 剩余 图 。 所 得 到 的 增 广 路 径 分 别 为 : s, a, qd, e, b, t+， 瓶颈 容量 为 3; 
5s, c, d, g, e, b, 1， 瓶 颈 容 量 为 4，s, c, f, hh, i, j, 1， 瓶 颈 容 量 为 3，s, c, f,h, g, e, Jj,t， 
瓶颈 容量 为 1。 在 得 到 图 10.8〈f) 所 示 的 剩余 图 后 ， 源 点 s 已 没有 出 边 ， 搜 索 结束 。 最 后 ， 
得 到 图 10.8 (f) 右边 所 示 的 流 。 


图 10.8 ”最短 路径 增 广 的 例子 及 收 点 t 在 分 级 图 中 的 级 
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(f) 
图 10.8 ”最 短路 径 增 广 的 例子 及 收 点 1 在 分 级 图 中 的 级 ( 续 ) 


给 定 网 络 (G,s,t,c)， 最 短路 径 增 广 的 步骤 如 下 : 

(1) 初始 化 剩余 图 R 的 容量 + : 对 所 有 的 边 (u,v)eE,，r(u,v)=c(u,v)。 

(2) 初始 化 网 络 的 流 f : 对 所 有 的 边 (u,v)eE，f (u,v)=0。 

(3) 按 分 级 图 原理 ， 用 广度 优先 搜索 方法 ， 在 剩余 图 中 搜索 由 s 到 1 的 最 短路 径 p， 
转 步骤 (4) ; 如 果 不 存 在 这 样 的 路 径 ， 算 法 结束 。 

(4) 计算 p 的 瓶颈 容量 5 。 

(5) 增 广 流 量 f : 对 所 有 的 边 (u,v)ep，, 令 f(uv)=f(u,v)+56。 

(6) 更 新 剩余 图 R: 对 所 有 的 边 (u,v)ep，, 令 rr(u,v)=r(u,v)-56, (VU)=r(vu) +6， 
转 步骤 (3) 。 

下 面 是 算法 中 用 到 的 一 些 数据 的 说 明 : 


float crn] [n]:; /* 网 络 各 顶点 之 间 的 容量 */ 
float fln][n]; /* 在 最 大 流下 网 络 各 项 点 之 间 的 流量 */ 
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float rl[n][n]; /* 剩余 图 中 各 顶点 之 间 的 容量 */ 
float cap; /* 最 短路 径 的 瓶颈 容量 */ 

float flow; /* 网 络 的 最 大 流量 */ 

BooL flag; /* 搜索 到 最 短路 径 标志 */ 

int path[n]; /* 相应 顶点 在 路 径 上 的 前 方 顶点 序号 */ 
int wi /* 被 搜索 的 顶点 序号 */ 

int 本 /* 网 络 的 源 点 序号 */ 

int Ez /* 网 络 的 收 点 序号 */ 

QUEUE queue; /* 广度 优先 搜索 队列 */ 


用 10.1 节 所 描述 的 队列 的 数据 结构 QUEUE 和 结 点 的 数据 结构 NODE 来 进行 队列 操 
则 最 短路 径 增 广 算法 寻找 网 络 中 的 最 大 流量 的 实现 可 描述 如 下 : 
算法 10.6 最 短路 径 增 广 算法 寻找 网 络 中 的 最 大 流 


输入 ;存放 网 络 各 条 边 容 量 的 邻接 矩阵 c[] [] ,顶点 个 数 n, 源 点 序号 s, 收 点 序号 七 
输出 ;存放 网 络 各 条 边 流量 的 邻接 矩阵 E[] [] ,网 络 的 最 大 流量 


1. float min path aug(float c[][],float fr[][],int n,int s,int 七 ) 
党 六 -三 

3 int 2 jw 

4 int path[n]; 

号 float cap,z[n] [nl],flow = 0; 

6 for (i=0;i<n;i++) /* 初始 化 网 络 流量 和 剩余 图 */ 
7 for (j=0;j<n;j++) { 

8 £[i][j] = 0; r[i][j] = c[i][j]; 

9 } 

LO while (mpla bfs(s,t,r,path,n)) { /* 寻找 最 短路 径 */ 

El w= path[t]; /* 收 点 七 的 前 方 顶 点 w */ 

二 人 cap = r[w] [t]; 

3 while (w!=s) { /* 沿 着 path 计算 瓶颈 容量 */ 
14. i=w; w= path[il; 

于 和 5 if (Fr[w] [il]<cap) cap = r[w] [il; 

人 } 

17. 六 二 下 

18. while (w!=s) { /* 更 新 剩余 图 , 增 广 流量 */ 
19 . = .path[lils /* 从 七 沿 着 path 回溯 到 s */ 
20。 r[w] [i] -= cap; 

人 和 r[i][w] += cap; 

2 E[w] [i] += cap; 

23。 } 

24. flow += cap; 

25. } 

2 return flow; 

2 
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1. BOOL mpla bfs (int s,int t,float r[][],int path[],int n) 

2 

3 int w; 

4 BOOT brn]; /* 顶点 遍历 标志 */ 

Se BOOL flag = FALSE; 

6 QUEUE queue; 

7 NODE *p = new NODE; /* 建立 一 个 等 待 搜 索 顶 点 的 队列 元 素 */ 
8 initial Q(queue); /* 初始 化 广度 优先 搜索 队列 */ 

9 for (i=0;i<n;i++) /* 初始 化 顶点 遍历 标志 */ 

10. b[il = FALSE; 

此 path[s] =-1; 

a p->v = s; /* 赋予 待 搜索 的 队列 元 素 的 顶点 编号 */ 
3 append Q (queue,p); /* 把 该 元 素 放 到 搜索 队列 尾 */ 

14. bl[s] = TRUE; 

15. while (! (empty(queue))&g! (flag)) { /* 搜索 队列 是 否 非 空 */ 

Tk Pp = delete Q(queue); /* 取 下 搜索 队列 的 队 首 元 素 */ 
17s W = p->v; /* 该 元 素 的 顶点 编号 保存 于 w*/ 
Ls delete p; i=0; /* 顶点 工 初 始 化 为 0 */ 

19。 while (i<n) { /* 尚未 搜索 到 最 短路 径 p */ 
20. if ((r[w] [i]>0)&&! (b[i])) 

2 b[i] = TRUE; 

22; path[i] = w; /* 在 路 径 p 上 登记 i 的 前 一 顶点 */ 
235 if (i==t) { /* 搜索 到 一 条 路 径 , 退出 循环 */ 
24. flag = TRUE; break; 

4 下 

26 . p = new NODE; /* 建立 一 个 待 搜索 的 队列 元 素 */ 
275 p->v = i; /* 赋予 该 元 素 的 顶点 编号 */ 

28 . append Q (queue,p); /* 把 该 元 素 放 到 搜索 队列 尾 */ 
29， i 

30: 了 + 十 世 

全 全 } 

SS25 } 

3s return flag; 

.2 和 


算法 min_path_aug 的 第 6-9 行 把 网 络 各 条 边 的 流量 初始 化 为 0， 剩余 图 各 条 边 的 初始 
容量 初始 化 为 网 络 的 初始 容量 。 第 10 行 调 用 mpla_bfs 函数 ， 用 广度 优先 搜索 方法 在 网 络 
中 寻找 一 条 从 s 到 1 的 最 短路 径 。 如 果 找 到 这 样 的 路 径 , 该 函数 返回 TRUE， 并 在 数组 pa 加 
中 保存 最 短路 径 的 信息 : 该 路 径 的 收 点 是 :，+ 的 前 一 顶点 是 pa 加 因 ， 沿 着 path 可 以 回溯 到 
源 点 s。 第 11~16 行 从 收 点 :开始 , 沿 着 path 计算 最 短路 径 的 瓶颈 容量 cap 。 同样 ,第 17~23 
行 ， 用 瓶颈 容量 cap 增 广 沿路 径 path 上 各 条 边 的 流量 ， 并 更 新 剩余 图 中 沿路 径 pa 加 上 各 条 
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边 的 容量 。 第 24 行 累计 网 络 流量 flow 。 然 后 ， 控 制 返 回 到 第 10 行 ， 继 续 调用 mpla_bfs 函 
数 ， 寻 找 另 一 条 从 s 到 + 的 最 短路 径 ， 直 到 找 不 到 这 样 的 路 径 为 止 。 

函数 mpla_bfs 从 源 点 s 开始 ， 寻 找 一 条 从 s 到 1 的 最 短路 径 。 这 个 函数 用 布尔 数组 5b 来 
登记 顶点 的 遍历 标志 。 在 第 9、10 行 , 把 它们 初始 化 为 FALSE, 表明 这 些 顶 点 尚未 搜索 过 。 
用 变量 flag 表示 该 函数 是 否 找 到 最 短路 径 ，Jlag 初始 化 为 FALSE。 第 6 行 和 第 8 行 建立 一 
个 空 的 搜索 队列 ， 并 对 其 进行 初始 化 ， 以 便 在 寻找 最 短路 径 时 ， 进 行 广度 优先 搜索 时 使 用 。 
第 12~14 行 对 顶点 s 建立 一 个 搜索 元 素 ， 把 它 放 进 搜 索 队列 quene 中 ， 把 顶点 s 的 遍历 标志 
置 为 TRUE。 第 15 行 开始 ， 从 队列 quene 中 取 下 队 首 元 素 ， 进 行 广度 优先 搜索 ， 直 到 队列 
为 空 或 flag 为 TRUE。 搜 索 时 ， 边 的 始点 为 w， 终 点 为 i 。 如 果 7v[w][ 中 大 于 0， 且 2 让 为 
FALSE, 表明 剩余 图 存在 着 容量 大 于 0 的 边 (w,i)， 且 i 尚未 遍历 过 , 就 把 w 作为 路 径 上 i 的 
前 一 顶点 登记 在 pa 加 加 中 ， 并 把 i 作为 下 一 个 搜索 的 起 点 放 进 搜索 队列 quene 中 。 这 样 ， 
从 源 点 出 发 ， 按 广度 优先 搜索 原则 沿 着 几 条 路 径 进 行 搜索 ， 最 早 到 达 收 点 1 的 路 径 就 是 最 
短路 径 。 因 此 ， 第 23 行 判断 ;是否 为 收 点 ! 。 如 果 是 ， 则 搜索 出 一 条 最 短路 径 ， 把 flag 置 
为 TRUE， 不 再 对 队列 guwexe 中 的 其 余 元 素 进行 搜索 。 

假定 网 络 有 nn 个 顶点 、m 条 边 。 在 上 述 算 法 中 ， 增 广 路 径 的 边 的 数目 是 严格 递增 的 ， 
如 图 10.8 所 示 。 令 p 是 当前 分 级 图 中 任意 一 条 增 广 路 径 。 在 使 用 pp 进行 增 广 之 后 ，p 中 至 
少 有 一 条 边 是 饱和 的 ， 并 将 在 剩余 图 中 消失 (图 10.8 中 用 反 向 箭头 表示 ) 。 假 定 开始 搜索 
时 路 径 p 的 长 度 ( 即 路 径 上 的 边 数 ) 为 1， 则 收 点 1 处 于 分 级 图 的 1 级 。 在 以 后 的 搜索 中 ， 
增 广 路 径 的 长 度 将 越 来 越 长 ， 收 点 1 所 处 的 级 越 来 越 大 。 沿 着 路 径 进行 增 广 之 后 ， 在 剩余 
图 中 出 现 的 反 向 边 不 会 超过 路 径 上 的 边 数 ,但 这 些 边 对 由 s 到 1 的 最 短路 径 没有 帮助 ， 不 会 
影响 收 点 1 所 处 的 级 。 因 为 顶点 个 数 为 nx， 任 何 路 径 的 长 度 不 会 大 于 mn-1， 所 以 收 点 1 在 分 
级 图 中 的 级 最 多 为 n 一 1。 

因为 网 络 有 m 条 边 ， 收 点 1: 处 于 同一 级 的 增 广 路 径 最 多 不 会 超过 m 条 。 因 此 ， 对 收 点 1 
的 所 有 可 能 的 级 ， 可 以 搜索 到 的 增 广 路 径 最 多 不 会 超过 m(n-1) 条 。 用 邻接 矩阵 进行 广度 
优先 搜索 寻找 一 条 最 短路 径 时 ， 需 花费 O(m?) 时 间 。 如 果 改 用 邻接 表 进 行 广度 优先 搜索 ， 
则 需 花费 O(m) 时间 。 因 此 ， 用 邻接 和 矩阵 进行 处 理 时 ， 上 述 算法 花费 O(n3m) 时 间 ; 用 邻接 
表 处 理 ， 则 需 O(nm?) 时 间 。 

同样 , 这 个 算法 存放 作为 输入 用 的 网 络 容量 的 邻接 矩阵 和 其 他 数据 需要 @(n?) 的 空间 。 
此 外 ， 用 于 存放 网 络 流量 的 邻接 和 矩阵、 剩余 图 的 邻接 矩阵 等 ， 也 需要 @(n?) 的 空间 。 因 为 
顶点 个 数 为 xn， 所 以 存放 搜索 队列 所 需要 的 工作 空间 为 O(n)， 而 存放 路 径 信 息 和 分 级 图 信 
息 也 需要 B(n) 空间 。 因 此 ， 算 法 所 需要 的 工作 空间 为 @(n?)。 


10.3 ”二 分 图 的 最 大 匹配 问题 
假定 有 任务 ,5,53,54 ， 由 a1,a2,43,04 等 人 来 完成 。 又 假定 a 可 胜任 ,5,; qz 可 胜 
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任 b,,b3; as 可 胜任 b,,b4; as 可 胜任 b,b3。 希 望 找 出 一 种 方案 ， 使 每 人 完成 一 项 任务 ， 
且 每 项 任务 均 由 能 胜任 此 任务 的 人 来 完成 。 如 果 把 任务 b; 和 人 a; 看 成 是 图 中 的 顶点 , 把 a 
与 他 所 胜任 的 任务 &; 用 边 连接 起 来 ， 则 问题 转换 为 在 图 中 寻找 a; 与 5b; 的 匹配 问题 。 在 通信 
和 调度 领域 里 ， 有 很 多 这 样 的 应 用 问题 。 在 很 多 复杂 的 算法 中 ， 这 种 问题 也 经 常 作为 一 种 
构件 ， 当 作 子 程序 来 使 用 。 


10.3.1 预备 知识 


定义 10.11 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 , 若 存在 边 集 M cE, 使 得 M 中 所 有 的 边 都 没 
有 公共 顶点 ， 则 称 M 是 G 的 一 个 匹配 (matching) 。M 的 边 数 记 为 | M |， 边 数 最 多 的 匹配 
称 为 最 大 匹配 。 
定义 10.12 如果 M 是 G=(V,E) 的 一 个 匹配 ， 边 esEAesM ， 则 称 e 是 匹配 的 
Cmatched) ， 和 否则， 称 e 是 自由 的 〈free) 。 如 果 顶 点 ve 下， 且 存 在 着 与 相关 联 的 匹配 


是 G 的 完美 匹配 (perfect matching) 。 

定义 10.13 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ，M 是 G 的 一 个 匹配 。 若 G 中 存在 着 一 条 由 
匹配 的 边 和 自由 的 边 交 蔡 组 成 的 简单 路 径 p， 则 称 p 为 交 蔡 路 径 。 交 蔡 路 径 p 的 长 度 用 | p| 
表示 。 若 交 丛 路 径 p 的 两 个 端点 相 重 合 ， 则 称 p 是 交替 回路 。 若 交替 路 径 p 的 两 个 端点 都 
是 自由 的 ， 则 称 p 是 MM 的 增 广 路 径 。 

显然 , 若 p 是 交替 回路 , 则 p 的 边 数 必 为 偶数 ， 且 匹 配 的 边 和 自由 的 边 数 目 相 同 ; 若 p 
是 M 的 增 广 路 径 ， 则 pp 的 边 数 必 为 奇数 ， 且 p 不 会 构成 回路 。 

例 10.9 图 10.9 表示 无 向 图 的 一 个 匹配 。 在 图 中 ， 匹 配 的 边 用 粗 线 表 示 。 因 此 ， 边 
(a,5),(c,q),… 是 自由 的 ; 边 (b,c),(e,f),… 是 匹配 的 ，M ={(b.c),(e,f), (h,7),(i,j 站 是 
图 中 的 一 个 匹配 ， 顶 点 a,g,q,k 是 自由 的 ; 顶点 b,c,e, 了 ,i,j,h,1 是 匹配 的 ， 路径 a,b,c,q 是 
交替 路 径 , 也 是 M 的 增 广 路 径 ; 路 径 4,c,b,f,e.i,j,k 也 是 M 的 增 广 路 径 ; 而 路 径 e, 了 ,j,i,e 
是 一 条 交替 回路 。 很 清楚 ， 匹 配 M 既 不 是 最 大 的 ， 也 不 是 完美 的 。 


图 10.9 无 向 图 的 一 个 匹配 


令 M 是 G 的 一 个 匹配 ， 己 是 M 的 一 条 增 广 路 径 ， 操 作 
MO@P=(MUP)-(MNP) 
=(M-P)U(P-M) 
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则 M@P 是 G 的 一 个 新 的 匹配 。 它 的 边 ， 或 者 是 M 中 的 边 , 或 者 是 P 中 的 边 ,但 不 会 既是 
M 中 的 边 ， 又 是 了 中 的 边 。 例如， 在 图 10.9 中 ,匹配 M 的 边 集 及 MM 的 增 广 路 径 P 的 边 集 
分 别 为 : 
M={(b,c),(f,e),(i7),(h,7)} 
P={(c,d),(b,c),(b,f),(f,e),(e,i),(i, 7),(J. Ek)} 


ME@P={(c,d),(b,f),(e,i),(j,k),(h,1)} 
得 到 一 个 新 的 匹配 ， 如 图 10.10 所 示 。 


图 10.10 M@P 得 到 的 新 匹配 


同样 ， 若 M1 和 M, 是 G 中 的 两 个 匹配 ， 则 有 : 
M,®@M,=(M,UM,)-(MNM,) 
=(M,—-M,)U(M, -MD (10.3.1) 

比较 图 10.9 和 图 10.10， 可 以 得 到 下 面 的 引 理 。 

引 理 10.4 令 M 是 G 的 一 个 匹配 ， 己 是 M 的 一 条 增 广 路 径 ， 则 M@P 是 G 的 一 个 大 
小 为 | M @P|=|M |+1 的 匹配 。 

引 理 10.5 令 Mi 和 M, 是 G 中 的 两 个 匹配 , | Mi|=r, |M;|=s, 且 s>r, 则 Mi@M， 
至 少 包含 k=s 一 r 个 顶点 不 相连 接 的 关于 Mi 的 增 广 路 径 。 

证 明 ”考虑 图 G'=(V,M,@M,)。 由 式 (10.3.1) ，V 中 的 每 一 个 顶点 至 多 与 M,-M1 
中 的 一 条 边 相 关联 ， 同 时 ， 也 至 多 与 M1-M, 中 的 一 条 边 相 关联 。 因 此 ，G’ 中 的 每 一 个 连 
通 分 支 可 能 是 下 面 的 4 种 情况 之 一 : 

(1) 孤立 顶点 。 

(2) 偶数 长 度 的 交 蔡 回路 。 

(3) 偶数 长 度 的 交替 路 径 。 

(4) 奇数 长 度 的 交替 路 径 。 

在 交 蔡 回路 和 偶数 长 度 的 交替 路 径 中 , 属于 Mi 的 边 和 属于 M。 的 边 数目 相同 , 而 M 的 
边 数 比 M1 的 边 数 多 k, 因此 G' 中 必然 包含 有 条 奇数 长 度 的 交 蔡 路 径 。 每 一 条 这 样 的 交替 
路 径 中 ， 属 于 M; 的 边 比 属于 Mi, 的 边 多 一 条 。 这 样 的 交替 路 径 的 两 个 端点 不 可 能 与 Mb 的 
边 相 关联 , 它们 关于 Mi 是 自由 的 , 因此 这 样 的 交 蔡 路 径 是 Mi 的 增 广 路 径 。 所 以 ，Mi @M， 
包含 k=s-r 条 关于 MM 的 增 广 路 径 。 

例 10.10 图 10.11 (a) 和 图 10.11 (b) 分 别 表示 图 G 中 的 两 个 匹配 MI 和 M,。 

Mi={(b,c).(e, 1),(i 7).(h.D)} 
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Ma={(a,e).(bf ),(c.8),(d,h),(i7),(k.D} 
M1® Ms={(a,e),(e:f ),(Bf ),(bc).(c:8),(q,h),(h,D,(KD} 
图 10.11 (c) 表示 M, @M, 的 结果 ， 粗 实 线 表 示 属 于 M, 的 边 ， 虚 线 表示 属于 Mi 的 边 。 可 
以 看 到 :| Mi |=4，|aM |=6，|2; |-|MF2。 在 图 10.11 (ce) 中 ， 有 两 条 关于 Mi; 的 增 
广 路 径 ， 即 a e, f, b,c, g 和 4d, hh, 1,k。 


(a) (b) (ec) 
图 10.11 不 同 边 数 的 两 个 匹配 执行 日 操作 的 结果 


由 引 理 10.4 和 引 理 10.5， 可 以 得 出 下 面 的 定理 。 

定理 10.3 无 向 图 G 中 的 匹配 M 是 最 大 匹配 ， 当 且 仅 当 G 不 包含 M 的 增 广 路 径 。 

证 明 〈1) 必 要 性 : 若 M 是 G 中 的 最 大 匹配 , 而 G 中 存在 MM 的 增 广 路 径 P, 由 引 理 10.4， 
存在 新 的 匹配 |M@P|=|M|+1, 与 M 是 G 中 的 最 大 匹配 相 了 矛盾。 所 以 ，G 不 包含 M 的 增 
广 路 径 。 

(2) 充分 性 : 若 G 不 包含 M 的 增 广 路 径 ， 而 M 不 是 G 中 的 最 大 匹配 ， 则 G 中 必 存 在 
另 一 匹配 M'， 使 得 |M'|>|M|。 假 定 |M|=r，|M'|=s， 且 s>r。 令 M*"=M'@®@M ， 由 引 
理 10.5, 则 M "至少 包含 k=s-r 条 顶点 不 相连 接 的 关于 MM 的 增 广 路 径 。 这 与 G 不 包含 M 的 
增 广 路 径 相 矛 盾 。 所 以 ，M 是 G 中 的 最 大 匹配 。 


10.3.2 ”二 分 图 最 大 匹配 的 匈牙利 树 方法 


在 二 分 图 中 寻找 MM 的 增 广 路 径 尸 ， 比 在 一 般 的 图 中 寻找 更 容易 一 些 。 下 面 叙述 在 二 分 
图 中 寻找 G 的 最 大 匹配 方法 。 
定义 10.14 ” 若 无 向 图 G=(V,E) 的 顶点 集 矿 可 分 成 两 个 子 集 工 和 ,满足 环 =9， 
了 UY=V，G 中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 ， 一 个 在 庆 中 ， 另 一 个 在 7 中 ， 则 称 图 G 是 二 分 
图 或 偶 图 。 

例如 , 图 10.9 所 示 的 无 向 图 就 是 一 个 二 分 图 , 可 以 把 它 重 新 画 成 图 10.12 所 示 的 形式 。 


图 10.12 图 10.9 的 另 一 种 表示 形 


sw 
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利用 下 面 的 定理 来 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

定理 10.4 图 G 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 G 中 没有 奇数 长 度 的 回路 。 

证 明 (1) 必要 性 : 若 G=( 卫 UY.E) 是 二 分 图 ， 假定 p :vov…viw 是 一 条 回路 ， 并 令 
vo e 卫 ， 则 对 所 有 的 i=0,， 有 vi e 了 对 ，vzing EY。 若 vi eY， 则 存在 某 个 i， 使 得 k=2i+1， 
则 的 长 度 为 2i+2。 所 以 ，G 中 没有 奇数 长 度 的 回路 。 

(2) 充分 性 : 假定 G=(V.E) 是 连通 的 ， 否则 可 以 对 某 个 连通 分 支 进行 证 明 。 任 取 vo eV ， 
记 q (vo,v) 为 从 顶点 w 到 达 顶 点 v 的 通路 上 的 边 数 。 令 于 = {v14q (vo,v) 为 偶数 且 veV}， 
Y=V- 对 ， 则 对 UY=V， 了 对 站 Y=p。 对 所 有 的 边 (xj,yj)eE， 如 果 xi,yj e 了 车， 由 的 
定义 ， 必 存 在 路 径 pi: vow…tswxi 及 py: vow analyj， 并 且 p, 、ps 的 边 数 为 偶数 。 因 
为 (xi,yj)eE ， 所 以 存在 回路 工 : vour…uzsnxiyjwzmwivo， 并且 回路 工 的 边 数 
Z|=|pi 1+|p21+1 为 奇数 。 这 与 G 中 没有 奇数 长 度 的 回路 相 蔬 盾 。 所 以 ，x 及 y) 不 能 同属 
于 瑟 。 同 理 可 证 ， 它 们 也 不 能 同属 于 了 。 这 样 ， 总 及 芒 必 有 一 个 在 工 中 ， 另 一 个 在 了 中 。 
所 以 ， 图 G 是 二 分 图 。 

定理 10.4 提供 了 一 个 方法 来 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 ， 如 果 是 二 分 图 ， 就 可 以 利用 下 
所 述 的 匈牙利 树 方法 来 实现 在 二 分 图 中 寻找 最 大 匹配 。 

令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ， 引 理 10.4 和 定理 10.3 提供 了 一 种 在 G 中 寻找 最 大 匹配 的 
方法 。 从 一 个 空 匹 配 M 开始 ， 在 G 中 寻找 MM 的 一 条 增 广 路 征 P， 然 后 进行 M@P 操作。 
这 实际 上 是 反 转 P 中 边 的 作用 , 把 P 中 匹配 的 边 变 成 自由 的 边 , 把 自由 的 边 变 成 匹配 的 边 ， 
从 而 得 到 一 个 新 的 M ， 它 比 旧 的 MM 边 数 多 1。 重 复 上 述 操作 ， 直 到 G 不 包含 M 的 增 广 路 
径 为 止 。 按 照 定理 10.3， 这 时 M 是 G 中 的 最 大 匹配 。 

采用 上 述 方法 时 ， 假 定 在 某 一 个 阶段 ，G 中 有 一 个 匹配 MY ， 现 在 试图 通过 寻找 M 的 
增 广 路 径 己 来 扩展 M 。 如 果 将 于 中 的 顶点 称 为 x_vertex ， 了 中 的 顶点 称 为 y_vertex， 开 
始 时 ， 挑 选 一 个 自由 的 x_vertex 顶点 + 作为 根 结 点 ， 从 + 出 发 生成 一 棵 交替 路 径 树 ， 则 
从 根 结 点 > 到 叶子 结 点 的 每 一 条 路 径 都 是 交替 路 径 。 把 这 棵 树 称 为 7 ， 则 其 构造 步骤 可 描 
述 如 下 : 

(1) 从 + 开始 , 把 连接 r+ 和 y_vertex 顶点 了 的 所 有 自由 的 边 (x,y) 加 入 7 中 , 顶点 y 的 
tag 标志 置 为 0， 说 明 y 与 前 方 顶点 的 关联 边 是 自由 边 ， 把 这 样 的 顶点 称 为 inner 顶点 。 

(2) 对 7 中 每 个 与 + 相 邻 接 的 >， 如 果 存 在 着 匹配 边 (y,z)， 把 它们 加 入 7 中， 把 顶点 
= 的 iag 标志 置 为 1， 说 明 = 与 前 方 顶点 的 关联 边 是 匹配 边 ， 把 这 样 的 顶点 称 为 ovrer 顶点 。 

(3) 重复 上 述 步 又， 交替 地 加 入 自由 边 和 匹配 边 ， 直 到 不 能 再 对 了 进行 扩展 为 止 。 

(4) 如 果 了 中 存在 着 一 个 叶子 结 点 是 自由 的 ， 则 从 根 > 到 v 的 路 径 ， 就 是 M 的 一 条 
增 广 路 径 p; 反 转 p 中 边 的 作用 ， 就 使 M 增加 一 条 匹配 的 边 。 

(5) 如 果 工 中 的 所 有 叶子 结 点 都 是 匹配 的 ， 则 把 这 样 的 树 称 为 匈牙利 树 。 

如 果 了 是 匈牙利 树 ， 则 从 根 结 点 开始 出 发 的 所 有 交 蔡 路 径 都 在 匹配 的 顶点 处 结束 ， 无 
法 再 进行 扩展 。 因 此 ， 有 下 面 的 结论 。 

结论 10.1 如 果 在 检索 增 广 路 径 的 过 程 中 ， 检 索 到 一 棵 匈牙利 树 ， 就 可 以 永久 地 把 它 
从 G 中 删 去 ， 而 不 影响 检索 。 
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如 图 10.13 所 示 的 二 分 图 中 ， 有 匹配 MM={(a,f),(4,g),(e, 办 }。 现 在 ， 试 


图 扩展 这 个 匹配 。 从 自由 的 x_vertex 顶点 b 开始 构造 交 蔡 路 径 树 T， 边 (b, 了 ),(b,g),(b,h) 


都 是 自由 的 , 把 它 


们 加 入 了 中 ; 接着 , 边 (f,a),(g,q),(h,e) 是 匹配 的 , 也 把 它们 加 入 了 中 ; 


最 后 ， 把 边 (4,i) 加 入 了 中 。 于 是 ， 得 到 一 条 增 广 路 径 b,g,q,i 。 把 这 条 路 径 上 边 的 作用 反 
转 ， 得 到 如 图 10.14 〈a) 所 示 的 匹配 。 现 在 ， 从 自由 的 顶点 开始 构造 交 蔡 路 径 树 。 这 棵 
树 延伸 到 达 顶 点 a 和 e 时 ， 便 被 阻塞 。 于是， 得 到 如 图 10.14 (b) 所 示 的 树 ， 树 的 两 个 叶子 


结 点 都 是 匹配 的 。 


因此 ， 这 是 一 棵 匈牙利 树 ， 不 存在 增 广 路 径 ， 不 能 通过 这 棵 树 扩展 图 中 的 匹 


配 。 这 时 ， 图 中 再 也 没有 其 他 自由 的 x_vertex 顶点 可 用 于 构造 交替 路 径 树 , 于 是 图 10.14 (a) 
所 示 的 匹配 就 是 一 个 最 大 匹配 。 


此 ， 使 
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图 10.13 以 5 为 根 的 交替 路 径 树 


Qi) 
C—O) 
人) tag=0 tag=1 


Bo 

(2) (a) 
Ze 

@@ (0— 0) 
D0 

(0 (Qe) 
Ci) 

© 

(a) (b) 


图 10.14 以 c 为 根 的 匈牙利 树 
匈牙利 树 方法 构造 二 分 图 的 最 大 匹配 算法 ， 其 过 程 可 描述 如 下 : 


(1) 匹配 M 初始 化 为 空 。 

(2) 如 果 存 在 一 个 自由 的 x_vertex 项 点 和 一 个 自由 的 y_vertex 顶点 ， 转 步骤 (3) ; 
否则 ， 算 法 结束 。 

(3) 令 r 是 一 个 自由 的 x_vertex 顶点 ， 用 广度 优先 搜索 方法 ， 以 > 为 根 ， 构 造 一 棵 交 


蔡 路 径 树 7 。 


(4) 如 果 了 是 一 棵 匈牙利 树 ， 则 从 图 G 中 删 去 7; 否则 ,在 了 中 寻找 一 条 增 广 路 径 
卫 ， 并 令 M=M@P:; 转 步 骤 (2) 。 
下 面 是 实现 这 个 算法 时 用 到 的 一 些 数据 结构 : 


i 
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NODE node[n]; /* 顶点 的 邻接 表 */ 
dnt match[n]; /* 与 该 元 素 对 应 顶点 匹配 的 顶点 序号 */ 
int path[n]; /* 该 元 素 对 应 顶点 在 交 蔡 路 径 树 上 的 父亲 顶点 序号 */ 
typedef struct q_node { /* 广度 优先 搜索 队列 元 素 */ 
int vs; /* 顶点 序号 */ 
int tag; /* 顶点 在 交 蔡 路 径 树 上 的 作用 标记 */ 
struct q node *next; /* 下 一 个 搜索 元 素 */ 
} QNODE; 
typedef struct { /* 搜索 队列 */ 
QNODE  *head; /* 队列 的 头 指针 */ 
QNODE  *tair; /* 队列 的 尾 指针 */ 
} QUEUE; 


其 中 ，NODE 是 10.1 节 所 叙述 的 邻接 表 结 点 的 数据 结构 。 算 法 的 实现 描述 如 下 : 


算法 10.7 在 二 分 图 中 寻找 最 大 匹配 的 匈牙利 树 方法 
输入 : 二 分 图 的 顶点 邻接 表 node[] ,顶点 个 数 n,x_vertex 顶点 个 数 n1 
输出 ， 二 分 图 的 最 大 匹配 match [] 


1. hung bipartite match (NODE node[],int match[],int nl,int n) 

2 

int r,i,t,path[n]; 

4. BOOL flag = TRUE; 

Se for (i=0;i<n;i++) /* 匹配 NM 初始 化 为 空 */ 

6 match[i] = -1; 

7 while (flag) { 

8 for (r=0;r<nl;r++) /* 检索 自由 的 x_vertex 顶点 */ 

-站 if (match[r]==-1) break; 

10. if (r>=n1) break; /+ 不 存在 自由 的 x_vertex 顶点 ,退出 循环 */ 
了 for (i=nl;i<n;i++) /* 检索 自由 的 y_vertex 顶点 */ 

i if (match[i]==-1) break; 

了 if (i>=n) break; /* 不 存在 自由 的 y_vertex 顶点 ,退出 循环 */ 
Ls 本 (hung bfs(r,t,node,match,path,n)) { 

155 while ((t!=-1)s&&(path[t]!=-1)) { /* 存在 增 广 路 径 */ 
二 match[t] = path[t]; match[path[t]] = t; 

ET 七 = path[path[t]]; /* 反 转 路 径 上 顶点 的 匹配 标记 */ 
18。 } 

19。 } 

20. } 

2 1 


1. BOOL hung bfsl(int r,int &t,NODE node[],int match[],int path[], 


int n) 


“3 
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int i,j,v,w,tag; 
BOOL flag = FALSE,*b = new BOOL[n]; 
NODE *p = node[r] .next; 


QNODE *pl; 
QUEUE queue; 
initial Q(queue); /* 初始 化 广度 优先 搜索 队列 */ 
for (i=0;i<n;i++) { /* 初始 化 */ 
b[il = FALSE; path[i] = -1; 


} 
b[r] = TRUE; 
while (p!=NULL) { /* 生成 树 的 第 一 层 结 点 */ 


14. 
9， 
16. 
Es 
18. 
19。 
205 
215 
22- 
235 
24. 
255 
26: 
27s 
28， 
4 
30. 
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32- 
33. 
34. 
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pl = new QNODE; 

pl->v = p->v; pl->tag = 
path[p->v] = r; bl[p->v] 
append Q (queue,p1); 

p = p->next; 


while (!empty(queue)) { 


pl = delete Q(queue); 
WwW = pl->v; 
tag = pl->tag; 
delete pl; 
if (!flag) { 
if (tag==0) { 
if (match [w]==-1) { 
flag = TRUE; 
} 
e136: € 
V = match[w]; 


} 
else { 
p = node[w] .next; 
while (p!=NULL) { 
V = p->v; 
if (!b[v]) { 


pl = new QNODE; 


pl->tag = 0; 


append Q (geueu,p1); 


} 
p = p->next; 


a 


/* 取 下 搜索 队列 的 队 首 元 素 */ 
/* 该 元 素 的 顶 
/* 结 点 标志 保存 于 tag */ 


号 保存 于 w */ 


/* tag = 0 的 处 理 */ 
/* Ww 是 自由 顶点 ,存在 增 广 路 径 */ 
/* 七 为 增 广 路 径 的 端点 */ 


/* 中 是 匹配 顶点 , 延伸 交 蔡 路 径 */ 
pl = new QNODE; 
pl->v = V7 pl->tag = 1; 
append Q(queue,p1); 


/* tag = 1 的 处 理 */ 
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45. } 
46. } 

47. } 

48. } 

49. return flag; 
50。 1} 


在 算法 hung_bipartite_match 中 ， 数 组 match 用 来 存放 与 相应 元 素 的 顶点 存在 匹配 边 的 
邻接 顶点 序号 。 如 果 match[i]= 7， 表示 边 (i,j) 是 匹配 边 。 如 果 matcp[ 订 = -1 ， 表 示 顶 点 ; 
是 自由 的 。 第 5、6 行 把 数组 match 的 所 有 元 素 初始 化 为 -1。 第 7 行 开始 ， 执 行 一 个 永 真 的 
while 循环 。 在 while 循环 体 中 ， 第 8~10 行 检索 自由 的 x_vertex 顶点 ， 如 果 不 存在 自由 的 
xX _vertex 顶点 , 就 退出 while 循环 , 结束 算法 ; 否则 , 顶点 r 是 第 一 个 遇 到 的 自由 的 x_vertex 
顶点 。 第 11~13 行进 一 步 检 索 自由 的 y_vertex 顶点 ， 如 果 不 存 在 这 样 的 顶点 , 也 退出 while 
循环 ,结束 算法 ; 否则 ,在 第 14 行 调用 hung_bfs 函数 ,构造 交 蔡 路 径 树 T 。 如 果 函 数 hung_bfs 
返回 TRUE， 则 交 蔡 路 径 树 中 存在 一 条 增 广 路 径 P， 其 端点 为 !。 于 是 ， 在 第 153~18 行 ， 根 
据 数组 path 的 路 径 信息 ， 从 z 开始 向 前 倒 推 ， 反 转 路 径 P 上 项 点 的 匹配 标志 。 然 后 ， 回 到 
while 循环 的 开始 部 分 ， 继 续 搜索 另 一 条 增 广 路 径 。 

hung bfs 函数 以 顶点 ;为 根 结 点， 构造 一 棵 交 蔡 路 径 树 ， 并 搜索 树 中 的 增 广 路 征 p 。 
用 标志 flag 是 否 为 TRUE， 来 表示 是 否 搜 索 到 一 条 增 广 路 径 。 在 第 4 行 初始 化 时 ， flag 被 
初始 化 为 FALSE。 第 7、8 行 建 立 并 初始 化 一 个 搜索 队列 ， 以 便 在 构造 交替 路 径 树 时 进行 
广度 优先 搜索 时 用 。 第 9~12 行 初始 化 有 关 标 志 。 第 13~19 行 生成 树 的 第 一 层 结 点 ， 这 些 项 
点 都 与 自由 顶点 > 相 邻 接 ， 把 这 些 顶 点 v 都 放 进 搜索 队列 ， 它 们 的 tag 标志 置 为 0， 表 示 它 
们 是 inner 顶点 ， 与 父亲 顶点 的 关联 边 是 自由 边 ， 把 布尔 数组 b 的 相应 元 素 置 为 TRUE， 表 
示 这 些 顶点 已 被 访问 过 ; 数组 path 的 相应 元 素 置 为 >， 表 示 在 交 蔡 路 径 中 ， 这 些 顶 点 的 父 
亲 顶 点 是 >。 第 20 行 开始 的 while 循环 进行 广度 优先 搜索 。 第 21~24 行 取 下 队列 的 首 元 素 ， 


flag 标志 就 被 置 为 TRUE。 这 时 ， 就 停止 对 取 下 来 的 元 素 进行 处 理 ， 回 到 第 20 行 while 循 
环 的 顶部 ， 继 续 把 搜索 队列 中 的 登记 项 取 下 来 ， 直 到 把 搜索 队列 清空 为 止 ， 然 后 把 路 径 信 
息 path 和 端点 信息 返回 给 调用 它 的 主 程序 。 如 果 flag 标志 为 FALSE, 就 对 从 搜索 队列 中 取 
下 来 的 元 素 进 行 处 理 ， 按 照 顶点 w 的 标志 tag 进行 工作 。 在 第 26 行 ， 如 果 tag =0， 说 明 w 
与 父亲 顶点 的 关联 边 是 自由 边 。 这 时 ， 如 果 w 是 自由 的 ， 则 由 7 到 w 的 路 径 构成 一 条 增 广 
路 径 。 第 27~29 行 判断 并 处 理 这 种 情况 。 这 时 把 fiag 置 为 TRUE， 把 w 作为 增 广 路 径 的 终 
点 1 返回 给 调用 它 的 程序 。 如 果 w 是 匹配 的 ， 设 匹配 边 是 (w,v)， 就 把 v 放 进 搜索 队列 ， 并 
把 vy 的 tag 标志 置 为 1， 表示 它 是 outer 顶点 , 与 父亲 顶点 w 的 关联 边 是 匹配 边 ; 如 果 在 交 蔡 
路 径 树 上 v 有 后 续 顶 点 ， 则 与 后 续 项 点 的 关联 边 应 该 是 自由 边 。 然 后 ,把 w 作为 v 的 父亲 顶 
点 登记 到 path 中 ， 从 而 把 交替 路 径 延 伸 到 v。 第 31~34 行 处 理 上 述 情况 。 

如 果 w 的 tag 为 1， 表明 它 与 父亲 顶点 的 关联 边 是 匹配 边 ， 那么 它 与 其 他 顶点 的 关联 边 
必然 是 自由 边 。 于 是 ， 把 与 它 构 成 自由 边 的 所 有 尚未 被 访问 的 邻接 顶点 v 放 进 搜索 队列 中 ， 
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并 把 它们 的 tag 置 为 0， 从 而 把 交替 路 径 树 延伸 到 这 些 顶 点 ， 而 w 成 了 由 这 些 顶 点 所 组 成 
的 子 树 的 根 。 第 37~45 行 处 理 这 些 情况 。 如 果 w 没 有 与 其 关联 的 自由 边 ， 则 从 顶点 + 到 w 
的 交替 路 径 ， 在 w 处 阻塞 而 不 能 进行 延伸 。 因 为 w 是 匹配 的 项 点， 所 以 这 条 路 径 不 是 增 广 
路 径 。 

最 后 ， 当 搜索 队列 为 空 ， 或 检索 到 一 条 增 广 路 径 时 ， 结 束 while 循环 ， 把 flag 作为 返 
回 值 返回 给 调用 的 程序 。 同 时 ， 调 用 程序 可 由 数组 path 得 到 其 他 有 关 信 息 。 

这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 估计 如 下 : 函数 hung bfs 执行 广度 优先 搜索 ,检索 到 一 条 增 广 
路 径 ， 需 花费 O(n+m) 时 间 。 因 为 有 n 个 顶点 (其 中 ，x_vertex 顶点 个 数 少 于 n ) ， 因 此 
最 多 需 检索 O(n) 条 增 广 路 径 。 所 以 ， 算 法 的 运行 时 间 是 O(nm)。 

这 个 算法 除了 存放 作为 输入 用 的 邻接 表 需 要 8B(m)=0O(n?) 的 空间 外 , 用 于 存放 顶点 的 
匹配 标志 、 路 径 信 息 、 搜 索 队列 以 及 其 他 信息 所 需要 的 工作 单元 为 @(n) 。 


习 题 


1. 用 图 的 邻接 矩阵 ， 重 新 编写 算法 10.1， 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 。 

2. 在 图 10.15 所 示 的 有 向 图 中 ， 从 顶点 a 开始 进行 深度 优先 搜索 遍历 ， 画 出 两 棵 不 同 
搜索 顺序 的 深度 优先 搜索 生成 树 ， 同 时 画 出 其 前 向 边 、 后 向 边 及 交叉 边 ， 标 出 顶点 相应 的 
前 序 遍历 及 后 序 遍历 的 顺序 号 。 


图 10.15 第 2 题 的 有 向 图 


3. 图 G=(V,E) 是 有 向 图 或 无 向 图 ， 利 用 深度 优先 搜索 方法 ， 编 写 一 个 算法 ， 测 试图 
中 是 否 存 在 一 条 回路 。 

4. 给 定 一 个 有 向 无 环 图 G=(V,E)， 如 图 10.16 所 示 。 拓 扑 排 序 问题 是 以 这 样 的 方法 
来 寻找 图 中 顶点 的 线性 顺序 : 如果 (u,v)eE， 则 在 这 个 顺序 中 ，w 比 v 先 出 现 。 例 如 ， 在 
图 10.16 所 示 的 有 向 无 环 图 中 ， 顶 点 的 一 种 可 能 的 拓扑 排序 是 a,b,c,q,e,f,g,h。 假 定 有 向 
无 环 图 中 只 有 一 个 入 度 为 0 的 顶点 ， 编 写 一 个 算法 ， 实 现 有 向 无 环 图 的 拓扑 排序 问题 。 


图 10.16 第 4 题 的 有 向 图 
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5. 用 图 的 邻接 矩阵 ， 重 新 编写 算法 10.2， 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 性 。 

6. 使 用 第 2 题 的 有 向 图 ， 从 顶点 a 开始 进行 广度 优先 搜索 遍历 ， 画 出 广度 优先 搜索 生 
成 树 ， 同 时 画 出 后 向 边 及 交叉 边 ， 标 出 顶点 从 搜索 队列 中 取出 的 顺序 编号 。 

7. 用 深度 优先 搜索 或 广度 优先 搜索 方法 ， 设 计 一 个 算法 ， 统 计 无 向 图 中 的 连通 分 支 
个 数 。 

8. 用 无 向 图 的 接合 点 算法 ， 确 定 图 10.17 中 的 接合 点 ， 画 出 搜索 树 ， 标 出 每 个 顶点 的 
pren Fl backn 。 


图 10.17 第 8 题 的 无 向 图 
9. 对 无 向 连通 图 进行 深度 优先 搜索 遍历 ，7 是 所 生成 的 深度 优先 搜索 树 。 说 明 非 根 的 
顶点 v 是 一 个 接合 点 ， 当 且 仅 当 v 有 儿子 w， 具 有 backn[w] > pren[v] 。 
10. 用 有 向 图 的 强 连 通 分 支 算法 确定 图 10.18 所 示 的 强 连通 分 支 。 


图 10.18 第 10 题 的 有 向 图 


11. 在 强 连通 分 支 算法 里 ， 说 明 选 择 任何 顶点 进行 深度 优先 搜索 遍历 ， 都 会 得 到 相同 
的 结果 。 

12. G 是 一 个 有 向 图 或 无 向 图 , 令 s 是 G 中 的 一 个 顶点 ， 修 改 算法 bfs， 使 得 它 能 输出 
从 s 到 其 他 每 个 顶点 的 最 短 距离 的 路 径 。 假 定 每 条 边 的 权 为 1。 

13. 设计 一 个 算法 ， 用 深度 优先 搜索 方法 生成 完全 二 分 图 KK; 的 生成 树 。 

14. 设计 一 个 算法 ， 用 广度 优先 搜索 方法 生成 完全 二 分 图 K; 的 生成 树 ， 并 把 所 得 到 
的 结果 与 第 13 题 的 结果 进行 比较 。 

15. 设计 一 个 算法 ， 确 定 给 定 的 图 是 否 为 二 分 图 。 

16. 了 是 网 络 G 中 的 一 个 流 ，f' 是 了 的 剩余 图 R 的 流量 。 如 果 f' 是 R 的 最 大 流量 ， 
则 f+f' 是 G 的 最 大 流量 。 证 明 上 述 提 法 是 正确 或 错误 的 。 

17. 证 明 下 面 的 提 法 是 正确 或 错误 的 ， 如果 网 络 中 所 有 边 的 容量 都 不 相同 ， 则 存在 一 
个 唯一 的 流量 函数 ， 是 网 络 中 的 最 大 流 。 

18. 给 定 一 个 有 向 无 环 图 ， 设 计 一 个 有 效 算法 ， 找 出 具有 最 大 瓶颈 容量 的 路 径 。 

19. 给 定 一 个 有 向 无 环 图 ， 设 计 一 个 有 效 的 算法 ， 寻 找 它 的 分 级 图 。 

20. 实现 用 网 络 最 大 流量 方法 求 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 。 
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21. G 是 一 个 二 分 图 ，M 是 G 中 的 一 个 匹配 。 说 明 存 在 一 个 最 大 匹配 M'， 使 得 中 
每 一 个 匹配 的 项 点 ， 在 M' 中 也 是 匹配 的 。 

22. 证 明 Hall 定理 :G=( 了 UY,E) 是 一 个 二 分 图 ， 下 中 的 所 有 顶点 可 以 和 了 中 的 每 
个 子 集 匹配 ， 当 且 仅 当 对 半 的 所 有 子 集 S ，|T(S)|>|S|。 其 中 ，|T(S)| 是 了 中 至 少 与 8 中 
一 个 顶点 相 邻 接 的 所 有 顶点 的 集合 。 

23. 证 明 : 树 最 多 有 一 个 完美 的 匹配 。 给 出 一 个 线性 时 间 算 法 来 找 出 这 样 的 匹配 。 
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书籍 及 离散 数学 的 书籍 中 看 到 。 二 分 图 的 最 大 匹配 算法 可 在 文献 [3]、[10]、[38] 中 看 到 。 
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在 计算 机 图 形 学、 图 形 用 户 接口 、 可 视 化 技术 、CAD、 模 式 识别 以 及 机 器 人 等 领域 ， 
有 具有 快速 的 几何 算法 是 很 重要 的 , 特别 是 在 一 些 实时 应 用 中 , 算法 必须 动态 地 接收 其 输入 ， 
对 变化 中 的 一 些 几何 形状 实时 地 进行 处 理 ， 更 需要 有 快速 的 几何 算法 。 本 章 讨论 计算 几何 
中 的 一 些 基本 技术 。 


11.1 引 襄 


在 几何 图 形 中 ， 物 体 的 形状 主要 由 点 、 线 、 多 边 形 等 来 描述 。 在 二 维 平面 中 ， 点 p 用 
一 对 数 偶 (x,y) 来 表示 它 的 坐标 。 线 段 由 它 的 两 个 端点 来 表示 。 如 果 p=(x1,y1)， 
gq =(x2, 上 2) 是 两 个 离散 的 点 ， 则 端点 为 p 和 4g 的 线段 ， 表 示 为 pg 。 多 边 形 路 径 x 是 点 
Pi;P2，…; Pn 的 一 个 序列 ， 其 中 pipiw 是 线段 ，1<i<n 一 1。 如 果 pi =p,， 则 由 x 所 封闭 
起 来 的 区 域 称 为 多 边 形 z 。 这 时 ，p; 称 为 多 边 形 的 顶点 ， 线 段 pipin 称 为 多 边 形 的 边 。 因 
此 ， 多 边 形 由 一 个 封闭 的 连续 区 域 〈 称 为 多 边 形 的 内 部 ) 及 其 边界 组 成 ， 而 其 边界 是 
由 一 个 封闭 的 回路 pi,p,,…, p, 来 定义 ， 其 中 pi = p, 。 为 简单 起 见 ， 通 常用 “多 边 形 ” 
来 表示 多 边 形 的 边界 。 

一 个 多 边 形 ， 除 了 其 顶点 之 外 ， 它 的 任何 两 条 边 都 不 会 交叉 ， 把 这 样 的 多 边 形 称 为 简单 
的 多 边 形 ; 否则 ， 就 叫 作 非 简单 的 多 边 形 。 如 图 11.1 (a) 所 示 是 简单 的 多 边 形 , 图 11.1 (b) 
所 示 是 非 简单 的 多 边 形 。 在 下 面 ， 假 定 所 讨论 的 多 边 形 都 是 简单 的 多 边 形 。 


(a) Cb) 
图 11.1 简单 的 多 边 形 和 非 简单 的 多 边 形 
如 果 连 接 多 边 形 任意 两 个 顶点 的 线段 ， 完 全 处 于 多 边 形 内 部 ， 就 称 这 样 的 多 边 形 是 凸 
多 边 形 ， 和 否则 ， 称 之 为 非 凸 多 边 形 。 如 图 11.2 (a) 所 示 为 一 个 凸 多 边 形 ， 图 11.2 (b) 所 
示 为 一 个 非 凸 多 边 形 。 
令 p=(nwh, 力 )，9=(xz,y2) 是 平面 上 的 任意 两 点 ， 如 果 把 这 两 点 分 别 看 成 是 以 源 点 
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o=(0,0) 作为 始点 的 两 个 向 量 op 及 og 的 端点 ， 则 向 量 op 及 og 的 有 向 面积 为 : 
说 用 
7 
= Xp2 X21 


=-0ogxop 


opx ogq= 


(a) (b) 
图 11.2 凸 多 边 形 和 非 凸 多 边 形 
如 果 过 点 p 平 行 于 og 的 直线 与 过 点 g 平 行 于 op 的 直线 相交 于 s ，p,g,s 的 垂 线 与 x 轴 
分 别 相 交 于 a,b,c， 如 图 11.3 所 示 。 平 行 四 边 形 opsg 的 面积 5S 为 : 三 角形 obgq 的 面积 加 上 
梯形 gbcs 的 面积 ， 减 去 三 角形 opa 的 面积 ， 再 减 去 梯形 pacs 的 面积 。 显 然 ，ac =0b = x， 
bc=04=xi，cs=bg+qp=y1+y，,。 因 此 ， 有 : 


1 1 ! 1 
= a #7 (Vs + 2 + 1) XL = 二 汐 防 二 志 ( 鸡 + 1+y2)x2 


= X12 一 X2J 


g(r»y2) 


图 11.3 由 两 个 向 量 所 构成 的 平行 四 边 形 
由 此 看 到 ，opx og 的 有 向 面积 的 绝对 值 ， 等 于 平行 四 边 形 opsg 的 面积 。 当 opx og 值 


为 下 时， 向量 op 可 沿 着 平行 四 边 形 内 部 逆 时 针 旋转 到 达 og; 当 opx og 值 为 负 时 ， 向 量 op 
可 沿 着 平行 四 边 形 内 部 顺 时 针 旋 转 到 达 og。 
如 果 令 点 o,P,4 的 坐标 分 别 为 (x,y1),(x2,72),(x3,y3) ， 则 op=(x2 —X1, 2 — 1) 
og= (xs 一 Xx1,y3 一 加 )。 由 此 ， 有 : 

opx oq=(x2 —X) (p31)—(x3—x) (yz —y1) 


= X12 十 X2J3 十 X3J1 VIX2 一 2X3 — 3X1 


de 
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上 述 opx og 的 有 向 面积 ， 也 可 用 下 面 的 行列 式 的 值 来 确定 
a nl 
x2 y2 1 
x3 y3 1 
上 面 结 果 表 明 ， 如果 o=(%%,)，p=(w, 芒 )，9 =(%%, 力 ) 是 平面 上 的 任意 3 个 点 ， 当 
万 为 正 时 ，o, p,q,o 构成 一 个 逆 时 针 方向 的 回路 , 在 这 种 情况 下 , 就 说 路 径 o, p,q 是 左 转 的 ， 
如 图 11.4 (a) 所 示 ; 当 D 为 负 时 ，o, p,q,o 构成 一 个 顺 时 针 方向 的 回路 ， 在 这 种 情况 下 ， 
就 说 路 径 o, p,q 是 右 转 的 ， 如 图 11.4 (b) 所 示 ; 当 D=0 时 ， 这 3 个 点 在 同一 直线 上 。 


D= = XIy2 十 22J3 +t XP — VIX2 — 2X3 — 3X1 CL1 


(a) (b) 
图 11.4 左 转 的 三 角 区 域 和 右 转 的 三 角 区 域 


为 了 确定 物体 的 几何 形状 ， 经 常 需要 对 物体 进行 扫描 ， 以 便 识 别 物体 中 各 个 部 件 的 几 
何 特征 及 部 件 之 间 的 联系 。 这 种 扫描 可 以 在 二 维 平面 上 进行 ， 也 可 以 在 三 维 空间 中 进行 。 
最 简单 的 一 种 形式 ， 是 在 二 维 平面 上 对 某 一 个 对 象 从 左 到 右 用 垂直 线 进行 扫描 。 这 种 技术 
被 称 为 几何 扫描 技术 。 平 面 扫描 算法 有 两 个 基本 组 成 部 分 : 第 一 个 组 成 部 分 是 所 谓 的 事件 
调度 点 p_schedule ， 它 是 一 个 按 开 坐标 排序 的 点 序 ， 由 这 些 点 定义 了 扫描 线 的 “站 点 ”位 
置 ， 第 二 个 组 成 部 分 是 扫描 线 的 “站 点 ”状态 ， 这 是 对 扫描 线 上 的 几何 对 象 的 一 个 合适 的 
描述 ， 反 映 了 在 “站 点 ”位 置 时 所 处 理 几何 对 象 的 状态 。 扫 描 线 状态 的 描述 ， 取 决 于 所 处 
理 的 几何 对 象 。 下 面 主要 讨论 二 维 平面 的 几何 扫描 技术 。 


11.2 平面 线段 的 交点 问题 


平面 线段 的 交点 问题 是 : 给 定 平面 上 条 线段 的 集合 工 = {1.7,…,7} ， 寻 找 它 们 的 交 
点 集合 。 

定义 11.1 令 关 和 六 是 平面 上 任意 两 条 线段 ， 它 们 与 蕊 坐标 为 x 的 垂 线 分 别 相 交 于 点 
Pi 与 p;。 若 pi 的 了 坐标 值 大 于 pj 的 7 坐标 值 ， 就 说 /在 x 高 于 1;， 记 为 1 >; 1)。 

关系 >, 定义 了 所 有 线段 在 与 式 坐 标 为 x 的 垂 线 相交 时 的 一 个 总 的 顺序 。 如 果 线 段 1; 和 
1; ， 其 中 有 一 条 或 者 两 条 都 不 与 子 坐 标 为 x 的 垂 线 相交 ， 就 说 这 两 条 线段 不 存在 >, 关系 。 

例如 ， 在 图 11.5 中 ， 有 如 下 关系 成 立 : 


>ols>olys I>oph>ohs ,> ls 


.334。 
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就 说 : 在 “站 点 ”a ,扫描 线 状态 为 >。 1 >a 14; 在 “站 点 ”5 ,扫描 线 状态 为 1 > 1 >b 14: 
在 “站 点 ”c， 扫 描 线 状态 为 疡 >。 。 


i 
a b 居 二 


图 11.5 线段 之 间 的 >, 关系 


11.2.1 寻找 平面 线段 交点 的 思想 方法 


寻找 平面 上 n 条 线段 的 交点 集合 , 最 简单 的 方法 是 对 所 有 的 线段 分 别 计算 它们 的 交点 。 
很 清楚 ， 这 种 方法 需要 O(n? ) 时 间 。 利 用 扫描 线 从 左 到 右 对 所 有 的 线段 进行 扫描 ， 根 据 线 
段 的 > 关系， 在 扫描 线 上 对 扫描 到 的 线段 进行 定 序 ， 排 除 不 可 能 相交 的 线段 ， 只 对 有 可 能 
相交 的 线段 确定 它们 的 交点 位 置 ， 这 样 可 以 有 效 地 减少 计算 交点 的 时 间 。 

为 了 简化 起 见 , 假定 不 会 出 现 3 条 线段 相交 于 一 点 的 情况 。 算 法 的 思想 方法 是 : 对 ”条 
线段 的 2n 个 端点 以 王 华 标的 非 降 顺 序 排列 ， 用 垂 线 从 左 到 右 扫 描 所 有 的 线段 ， 用 线段 的 
端点 和 交点 构成 事件 调度 点 序列 E ;把 扫描 线 所 扫描 到 的 线段 按 >, 关系 定 序 。 因 此 ， 在 扫 
描 线 上 线段 的 >、 关系 构成 了 扫描 线 的 状态 ， 而 扫描 线 的 状态 集合 是 扫描 线 上 线段 的 有 序 
集 。 开 始 时 ， 扫 描 线 的 初始 状态 为 空 。 当 扫描 线 从 左 到 右 扫描 时 ， 将 遇 到 下 面 3 种 事件 调 
度 点 : 线段 的 左 端点 、 线 段 的 右 端点 、 两 条 线段 的 交点 。 每 遇 到 一 个 事件 调度 点 ， 就 执行 
如 下 一 种 相应 的 动作 ， 并 刷新 扫描 线 的 状态 : 

(1) 扫描 到 线段 ;的 左 端点 : 把 线段 1 按照 >x 关 系 的 顺序 ， 插 入 到 当前 的 扫描 线 状 态 
集 S 中 。 如果 5s 中 存在 与 1 紧邻 的 线段 7 以 及 (或者) 1,，, 使 得 1 > 1，1>; 1; 并且/ 与 1)， 
以 及 (或 者 ) 1 与 1, 有 交点 ， 就 把 它们 的 交点 保存 到 交点 集 T 中 ， 并 把 它们 的 交点 按 乍 华 
标的 非 降 顺 序 插入 事件 调度 点 序列 E 中 。 

(2) 扫描 到 线段 1 的 右 端 点 : 如 果 S 中 存在 与 1 紧邻 的 线段 7 及 1,， 使 得 71 > 71， 
1>. 12， 并 且 7 与 1, 有 交点 ， 且 交点 集 了 尚未 保存 该 交点 时 ， 就 把 它们 的 交点 保存 到 交点 
集 了 中 ， 并 把 它们 的 交点 按 开 坐标 的 非 降 顺 序 插 入 事件 调度 点 序列 已 中 ， 把 线段 1 从 $ 中 
删除 。 

(3) 扫描 到 线段 1 及 17, 的 交点 : 把 扫描 线 状态 集 S 中 1 与 1 的 >; 关系 颠倒 过 来 ， 即 
如 果 在 交点 的 左边 ， 原 来 的 关系 是 71 > 1;, ， 则 在 交点 的 右边 ， 关 系 将 修改 为 >; hi。 这 
时 ， 在 交点 的 右边 ， 如 果 s 中 存在 着 1 与 1 的 紧邻 3 及 14， 使 得 1 > 1,，11 >x 14， 并 且 1 
与 PP、 丰 与 4 有 交点 ， 而 且 交点 尚未 保存 到 了 中 ， 就 把 它们 的 交点 保存 到 了 中 ， 同 时 ， 把 
它们 的 交点 按 于 坐标 的 非 降 顺 序 插入 事件 调度 点 序列 E 中 。 


i 
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例 11.1 图 11.6 中 有 5 条 线段 寻找 它们 的 交点 。 首 先 ， 对 这 5 条 线段 的 10 个 端点 
按 开 坐标 的 非 降 顺 序 排列 ， 构 成 一 个 具有 10 个 端点 的 事件 调度 点 序列 。 然 后 ， 用 垂 线 
从 左 到 右 扫 描 这 些 事件 调度 点 ， 其 过 程 如 下 : 


图 11.6 寻找 线段 交点 的 过 程 


(1) 扫描 到 端点 1， 把 1 插入 S，S={1}。 

(2) 扫描 到 端点 2， 把 有 ,插入 S，5S={1,,1)}; 了 与 1 的 交点 为 a，7T={a}; 把 a 插 
入 事件 调度 点 序列 E 。 

(3) 扫描 到 端点 3， 把 有 插入 S，5S={1,,1,13}; 与 1 没有 交点 。 

(4) 扫描 到 端点 4， 把 插入 S$，S={],14,1,13}; 了 ,与 4 没有 交点 ，14 与 1 的 交点 
为 b»，T={a,b}; 把 5b 插入 事件 调度 点 序列 E。 

(5) 扫描 到 交点 5b， 交 换 S 中 与 的 顺序 ,使 $= {7,11,14,13}; 12 及 的 交点 为 a， 
14 与 13 的 交点 为 <，T={a,b,c}; 将 c 插 入 事件 调度 点 序列 E 。 

(6) 扫描 到 端点 5, 使 $={1,1,14,13,1s}; 3 与 1 没有 交点 。 

(7) 扫描 到 交点 e， 交换 S 中 7, 与 1 的 顺序 , 使 $={7,,1,13,14,1s5}; 1 与 1 没有 交点 ， 
14 与 1 的 交点 为 4 ，T={a,b,c,q}; 将 q 插入 事件 调度 点 序列 E。 

(8) 扫描 到 交点 a， 交 换 S 中 1, 及 1 的 顺序 ， 使 $={1,1,13,14,1s}; 了 ,与 1 的 交点 为 
e，7T={a,b,c,d,e}; 将 e 插 入 事件 调度 点 序列 E 。 

(9) 扫描 到 交点 q ,交换 5S 中 与 1 的 顺序 , 使 $={11,12,13,15,14}; 13 与 1 没有 交点 。 

(10) 扫描 到 端点 6， 删 去 S 中 的 1,， 使 $={1,1,13,1s}。 


(11) 扫描 到 交点 e， 交 换 8 中 17, 与 1 的 顺序 ， 使 $={1,13,12,15}; 1 与 3 没有 交点 ， 
了 ,与 1; 的 交点 为 1 ，T={a,b,c,q,e,f}; 将 f 插 入 事件 调度 点 序列 E。 

(12) 扫描 到 端点 7， 删 去 5 中 的 3， 使 $={1,,1s}; 及 1 的 交点 为 a。 

(13) 扫描 到 交点 ， 交 换 S 中 17 与 1; 的 顺序 ， 使 $= {7,1s,1,}; 1 与 1 没有 交点 。 

(14) 扫描 到 端点 8， 删 去 S 中 的 1,， 使 $={1,1s}。 


(15) 扫描 到 端点 9， 删 去 $ 中 的 用 ， 使 $={1s}。 
(16) 扫描 到 端点 10， 删 去 5S 中 的 1;,， 使 $=9g。 
最 后 得 到 交点 集合 T={a,b,c,d,e,f}。 


“当天 
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11.2.2 寻找 平面 线段 交点 的 实现 


为 了 简化 说 明 ， 假 定 没有 一 条 线段 是 垂 线 ， 也 不 会 有 3 条 线段 交叉 在 同一 点 。 用 下 
的 数据 结构 来 描述 线段 : 
typedef struct { 
float x; /* 点 的 X 坐 标 */ 
float yy; /* 点 的 了 坐标 */ 
} POINT; 
typedef struct { 
POINT lp; /* 线段 的 左 端 点 */ 
POINT rp; /* 线段 的 右 端点 */ 
} LINE; 
LINE line[n]; /* n 条 线段 */ 
BOOL b[n] [n]; /* n 条 线段 的 相交 标志 */ 


为 了 对 线段 的 两 个 端点 以 及 交点 的 际 坐 标 值 进行 排序 ， 构 成 事件 调度 点 序列 E， 使 用 
下 面 的 数据 结构 。 


typedef struct { 


float x; /* 事件 调度 点 的 xX 坐标 */ 
float y; /* 事件 调度 点 的 了 坐标 */ 


int tag; /* 事件 调度 点 标志 :tag=0, 线段 左 端点 ;tag=1, 线段 右 端点 ; 
tag=2, 线段 交点 */ 

int linel; /* tag=0,1 时 的 线段 序号 ;tag=2 时 ,交点 左边 高 顺序 线段 序号 */ 

int line2; /* tag=2 时 ,交点 左边 低 顺 序 线段 序号 */ 


} HEAP; 
HEAP p; /* 事件 调度 点 */ 
HEAP heap[3*n]; /* 存放 事件 调度 点 的 堆 存 储 空间 */ 


用 最 小 堆 来 存放 事件 调度 点 序列 ， 使 用 下 面 两 个 堆 的 操作 : 
® void insert(HEAP heap[ ]. int &n., HEAPD) : 
把 事件 调度 点 p 插入 堆 中 。 
© HEAP delete min(HEAP heap[ |], int &n): 
返回 下 坐标 最 小 的 点 ， 并 从 堆 中 删 去 。 
很 清楚 ， 这 两 个 操作 以 O(logn) 时 间 维 护 堆 的 数据 。 
为 了 对 扫描 线 状态 进行 操作 ， 用 平衡 二 叉 树 的 数据 结构 来 存放 扫描 线 状态 集 8 中 的 
元 素 。 


struct tree { 
int line; /* 线段 序号 */ 


人 
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int high; /* 结 点 子 树 的 高 度 , 二 叉 树 的 平衡 因子 */ 

struct tree *lchild; /* 指向 左 儿 子 结 点 , 按 关系 >, 低 于 Line 的 线段 */ 
struct tree *rchild; /* 指向 右 儿 子 结 点 , 按 关系 >, 高 于 line 的 线段 */ 
struct tree *parent; /* 指向 父亲 结 点 */ 


typedef struct tree TREE; 
TREE *S7 /* 平衡 二 叉 树 的 根 结 点 指针 */ 


为 了 存放 相交 线段 的 序号 及 其 交点 ， 定 义 如 下 数据 结构 : 


typedef struct { 


int linel; 
int line2; 
POINT point; 


} T_POINT; 


假定 ， 线 段 按 照 序号 存放 在 数组 line 中 ， 扫 描 线 状 态 集中 的 线段 按 关系 >、 排序 ， 存 放 
在 平衡 二 又 树 S 中 。 当 扫描 到 线段 的 左 端点 时 ， 把 该 线段 插入 S 中 ， 扫 描 到 线段 的 右 端点 
时 ， 把 该 线段 从 5 中 删除 。 因 此 ，S 中 的 线段 均 可 按 关系 >x* 排 序 。 

使 用 下 面 的 操作 来 访问 平衡 二 又 树 S 中 的 元 素 ， 对 它们 进行 插入 和 删除 ， 并 判断 、 计 
算 两 条 线段 的 交点 。 


TREE *insert_t(int line, TREE *S. float x, float »):; 

把 序号 为 [ine 的 线段 按 了 坐标 x 处 的 y 值 插入 平衡 二 又 树 5S 中 ,返回 指向 5 中 Line 

的 指针 。 

void delete_t(TREE *line, TREE *S): 

从 当前 平衡 二 又 树 S 中 删 去 指针 line 所 指向 的 线段 。 

TREE *search t(int line, TREE *S, float x, float »); 

在 当前 平衡 二 又 树 S 中 按 凶 坐标 x 处 的 y 值 检 索 序号 为 1ine 的 线段 ， 返 回 指向 5 
中 line 的 指针 。 

int above_t(TREE *line, TREE *S): 

返回 当前 平衡 二 又 树 $ 中 高 于 line 的 线段 序号 。 如 果 没 有 高 于 line 的 线段 ， 则 返 
回 -1 。 
intbelow_t(TREE */line, TREE *S):; 

返回 当前 平衡 二 又 树 S 中 低 于 line 的 线段 序号 。 如 果 没 有 低 于 line 的 线段 ， 则 返 
回 -1 。 

BOOL inter_sec(int linel, int line2, POINT &p): 

判断 并 计算 两 条 线段 的 交点 。 


当 在 事件 调度 点 序列 已 中 开 坐 标 x 处 ， 扫 描 到 线段 的 左 端点 、 右 端点 或 交点 时 ， 都 需 
要 进行 insert t 操作 或 search t 操作 。 这 时 , 必须 把 该 线段 在 开 坐 标 x 处 的 了 坐标 值 % 与 5 
中 的 线段 在 坐标 x 处 的 值 y 相 比较 ， 以 便 确 定 欲 插入 的 线段 与 5 中 被 检索 线段 的 >, 关系 。 
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为 此 ， 必 须 计算 $ 中 被 检索 线段 在 天 坐标 x 处 的 了 坐标 值 y。 假 定 S 中 被 检索 线段 的 两 个 
端点 坐标 分 别 为 (x1,y1) 及 (x2,y,)， 由 平面 解析 几何 可 知 ， 有 直线 方程 : 


y=-n= (xr) 四 
X23 一 加 
当 给 定 卫 坐标 x 值 时 ，S 中 被 检索 线段 的 Y 坐标 值 y 为: 
y= + Ci 
X2 一 2 
因此 ，insert t 操作 和 search t 操作 可 以 利用 式 〈11.2.2) ， 来 确定 线段 在 $ 中 的 位 置 。 


此 计算 需 O(1) 时 间 。 
把 线段 插入 S 中 的 某 个 位 置 之 后 ， 还 必须 分 别 计算 8 中 与 该 线段 紧邻 的 上 、 下 两 条 线 
段 与 该 线段 的 交点 。 为 此 ， 把 式 〈11.2.1) 改写 成 : 
(72 PX-—X 一 xz)7+(xz 一 xD) 一 (2 一)x=0 
令 : 
A=yy—y, B=-(xy—xX), C=-Axi -By C11.2:3) 
则 上 述 直 线 方程 可 写成 : 
Ax+By+C=0 (11.2.4) 
若 已 知 直线 站 及 7 的 联 立方 程 为 : 


4x+ 局 7+CI =0 
C112.5 
Asx+B,y+C, =0 
解 此 联 立 方程 ， 得 : 
_BiC, -B,C, C4 (11.2.6) 


”AB -ALB ” AB,-dB 

由 式 (11.2.6)， 可 得 两 直线 的 交点 坐标 。 把 上 述 结果 应 用 于 两 条 线段 ， 如 果 交 点 坐标 位 于 
其 中 一 条 线段 的 两 个 端点 坐标 之 外 ， 则 这 两 条 线段 没有 交点 。 同 时， 当 418, - 4B =0 时 ， 
这 两 条 线段 平行 ， 也 没有 交点 。 

对 线段 交点 的 这 些 处 理 需 O(1) 时 间 。 同时， 平衡 二 叉 树 的 数据 结构 ， 以 O(logn) 时 间 
支持 上 述 这 些 操作 。 

令 7 表示 交点 集合 ，L 表示 相交 线段 的 集合 ， 求 取 平面 上 n 条 线段 的 交点 集合 ， 步 又 
如 下 : 


(1) 把 线段 两 个 端点 按 工 坐标 的 非 降 顺 序 ， 放 入 最 小 堆 zemp 中 ; T={}, LK={}, 5 
为 空 。 

(2) 如 果 heap 为 空 ， 则 算法 结束 ， 否 则 ， 转 步骤 (3) 。 

(3) 取 下 heap 的 最 小 元 素 于 p， 如 果 p 是 线段 1 的 左 端点 ， 转 步骤 (4) ; 否则， 转 
步骤 (6) 。 

(4) 按 式 (11.2.2) 调用 insert t(1. S, x,y) 操 作 ， 把 线段 1 插入 扫描 线 状态 5S 中 。 

(5) 令 11=above_t(1, S)，1, = below_t(1, 9); 若 1 与 和 有 交点 , 计算 该 交点 gq; 若 1 与 1， 
有 交点 ， 计 算 该 交点 42， 把 4 与 42 插入 jeap ; T=TU{g,gq}; L=LU{{1,0),{1,b}}; 
转 步骤 (2) 。 


2 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


(6) 如 果 p 是 线段 1 的 右 端点 ， 转 步骤 (7) ; 否则 ， 转 步骤 (8) 。 

(7) 令 1=above _t(1, 5)，1s = below_t(1, 5S); 从 S 中 删 去 1， 若 与 1, 有 交点 ， 计 算 该 
交点 q， 把 gq 插 入 heap; T=TU{q}; =LU{{1,4}}; 转 步 又 (2) 。 

(8) pp 是 线段 和 17, 的 交点 ，n 在 p 的 左边 高 于 1,; 令 13=above t(11,S)，14 =below_t 
(0 ,9); 车, 与 1 有 交点 ， 计 算 该 交点 qi， 若 与 1 有 交点 ， 计 算 该 交点 q,， 把 gq 与 9, 插 
入 heap ; T=TU{g,g}; =LU{ {D4},{14,4)}; 交换 8 路 和 7 的 位 置 ; 转 步 又 (2) 。 

由 此 ， 求 取 平面 上 ”条 线段 的 交点 集合 的 算法 可 描述 如 下 : 


算法 11.1 求 取 平 面 上 n 条 线段 的 交点 集合 

输入 : 线段 1ine[] ,线段 数目 n 

输出 : 交点 (及 相交 的 线段 ) 集合 T[] , 交点 个 数 k 
. Void intersections (LINE line[],int n,T POINT T[],int &k) 
训 光 


ii 
2 
3 int i,m,temp; 

4 HEAP p,pl,heap[3*n]; 

5 TREE *S,*snode,*snodel; 

6 LINE line 1,1ine 2; 

党 BOOL b[n]l [n] = {FALSE}; 

8 m=0; k=0; /* m: 最 小 堆 元 素 计 数 器 , kK: 线段 交点 计数 器 */ 
各 S = new TREE; 

10. S->line = -1;  S->lchild = S->rchild = NULL;  /* 扫描 线 状态 置 为 空 */ 


11. for (i=0;i<n;i++) { /* 线段 的 左右 两 端点 插入 堆 中 */ 

Ls p.x= line[i].lp.x; Pp.y = line[il].1lp.y; 

13; p.tag = 0; p.linel = i; p.line2 = -1; 

14. insert (heap,m, p); /* 插入 左 端点 ,中 在 insert 操作 中 递增 */ 
于 p.x= line[i].rp.x; Pp.y = line[il.rp.y; 

16. p.tag = 1; p.linel = i; p.line2 = -17 

insert (heap,mv,p) /* 插入 右 端点 ,mm 在 insert 操作 中 递增 */ 
了 95 } 

9 while (m>0) { 

20. p = delete min (heap,m); /* 取 事 件 调度 点 ,m 在 delete_min 中 递减 */ 
2 if (p.tag==0) { /* 左 端点 处 理 */ 

Pr snode = insert t(p.linel,S,p.x,p.y); 

Fk 交 line 1 = above t(snode,s); 

2 line 2 = below t (snode, Ss); 

2 process (line 1,p.linel,T,kKk,heap,m,b); 

26. process (p.linel,line 2,T,kK,heap,m,b); 

27。 } 

28 . else if (p.tag ==1) { /* 右 端 点 处 理 */ 

29. snode = search t(p.linel,S,p.x,p.y); 

30. line 1 = above t(snode,S) 7 

Ss line 2 = below t (snode,Ss); 
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3 delete t (snode, S); 

和 process (line 1,1ine 2,T,kKk,heap,m,b); 

34. } 

3 else { /* 交点 处 理 */ 
3 snode = search t(p.linel,S,p.x,p.y); 

3 line 1 = above (snode, Ss); 

38.。 snodel = search t(p.line2,S,p.x,p.y); 

39. line 2 = below (snodel, Ss); 

40. process (line 1,p.line2,T,Kk,heap,m,b); 

41. process (p.linel,line 2,T,kKk,heap,m,b); 

42. temp = snode->line; snode->line = snodel->line; 
43. snodel->line = temp; 

44. 

45 . 

46. } 


1. void process (int line h,int line 1,T POINT T[ 
int gm,BOOL b[][]) 


], int &k,HEAP heap[]， 


| 

E POINT point; 

渤 、 HEAP p; /* 判断 两 线段 存在 , 且 交 点 未 计算 */ 
5% if (!(b[line h] [line 1])&g(line h>=0)&& (line 1>=0)) { 

6. bl[line h] [line 1] = TRUE; 

了 b[line 1] [line h] = TRUE; /* 置 交点 计算 标志 */ 
8. if (inter sec(line h,line 1,point)) {  /* 判断 并 计算 交点 */ 
9. P.x = point.x; /* 把 交点 插入 堆 中 */ 
10. pP.Y = point.y; 

了 了 ta 可 三 .25 

ley p:linel = line h; 

13. p:line2 = line 1; 

14. insert (heap,m,p); 

135. T[k] .point = point; /* 保存 交点 */ 

16. T[k] .linel = line h; /* 保存 相交 的 线段 编号 */ 
i TIk++] .line2 = line 1; 

8 } 

19. } 

20.. } 


这 个 算法 用 变量 m 对 堆 heap 中 的 元 素 进行 计数 ， 用 变量 对 线段 的 交点 个 数 进行 计 
数 。 第 8~18 行 的 初始 化 部 分 ， 把 变量 m 和 初始 化 为 0， 把 存放 扫描 线 状态 的 平衡 二 叉 树 
的 根 结 点 S 初始 化 为 空 ， 把 线段 的 左 、 右 端点 的 有 关 信 息 用 insert 操作 ， 按 照 式 坐标 值 的 


非 降 顺 序 插入 最 小 堆 heap 中 , 每 插入 一 个 元 素 , 变量 m 以 1 递增 


。 第 19 行 的 while 循环 开 


始 ， 从 左 到 右 扫 描 这 些 线段 ， 只 要 堆 中 元 素 个 数 m 非 零 ， 就 用 delete_min 操作， 从 堆 中 取 
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下 于 坐标 最 小 的 事件 调度 点 p， 每 取 下 一 个 元 素 ， 变 量 m 以 1 递减 。 然 后 ， 按 照 事 件 调度 
点 了 的 tag 标志 , 分 成 3 种 情况 进行 处 理 。 第 21~27 行 , 当 tag =0 时 , 表明 扫描 到 线段 plinel 
的 左 端 点 ， 就 用 insert t 操作 ， 建 立 一 个 平衡 二 叉 树 的 结 点 srode ， 按 照 px 和 p.y 所 表明 的 
坐标 值 , 根据 式 (11.2.1), 把 pjlinel 所 表明 的 线段 插入 平衡 二 又 树 5 的 适当 位 置 ; 用 above t 
操作 和 below t 操作 ， 取 得 与 该 线段 紧邻 的 两 条 线段 ， 然后 分 别 调用 process 操作 ， 处 理 与 
这 两 条 线段 的 交点 。 第 28~34 行 处 理 tag =1 的 情况 ， 这 时 扫描 到 线段 plinel 的 右 端 点 。 于 
是 ,用 search t 操 作 ,检索 线段 pJinel 在 平衡 二 叉 树 中 的 位 置 ; 同样 用 above t 操 作 和 below t 
操作 ， 取 得 与 该 线段 紧邻 的 两 条 线段 和 7 ;然后 把 线段 plinel 从 平衡 二 又 树 中 删 去 ， 再 
process 操作 ， 处 理 线段 和 7 的 交点 。 第 35~44 行 处 理 tag = 2 的 情况 ， 这 时 扫描 到 两 条 
线段 的 交点 。plinel 是 在 交点 左边 顺序 高 的 线段 ，piline2 是 顺序 低 的 线段 。 用 above t 操作 
芭 得 顺序 比 p.linel 高 的 线段 line_1， 用 below_t 操作 取得 顺序 比 p.line2 低 的 线段 line_2 。 
在 交点 右边 , 线段 plinel 顺序 变 成 比 pline2 低 ， 所 以 用 process 操作 处 理 1ine_1 与 pline2 的 
交点 ， 以 及 line _2 与 plinel 的 交点 。 第 42、43 行 交 换 plinel 和 p.line2 在 扫描 线 状态 中 的 顺 
序 ， 也 即 它们 在 平衡 二 叉 树 中 的 位 置 。 因 此 ， 平衡 二 叉 树 中 的 线段 状态 ， 总 维持 >、 关系。 

process 操作 处 理 1ine _h 和 Iine_1 两 条 线段 的 交点 。 如 果 这 两 条 线段 存在 ， 且 相应 标志 
b[line _h][line _71] 为 FALSE ， 说 明 它们 的 交点 尚未 处 理 过 ， 就 把 这 个 标志 置 为 TRUE ,并 
进行 处 理 , 否则 不 予 处 理 。 在 处 理 这 两 条 线段 的 交点 时 , 调用 inter sec 函数 , 用 式 (11.2.3) 
和 式 (11.2.6) 计算 它们 的 交点 ， 并 判断 交点 是 否 处 于 这 两 条 线段 之 中 。 如 果 是 ，inter_sec 
返回 TRUE ; 否则 ,说 明 交 点 处 于 这 两 条 线段 的 延长 线 之 中 ， 则 返回 FALSE 。 当 存在 交点 
时 ， 把 交点 作为 一 个 事件 调度 点 插入 堆 中 ， 并 在 数组 T 中 登记 交点 和 相交 的 线段 。 

这 个 算法 把 n 条 线段 的 端点 插入 最 小 堆 时 , 需 O(nlogn) 时 间 。 如 果 交 点 个 数 为 m， 则 
要 处 理 的 事件 调度 点 的 数目 为 2n+m。 因 此 ， 对 堆 的 每 一 个 insert 操作 和 delete_min 操作 ， 
需 O(log(2n+m)) 时 间 。 而 对 平衡 二 又 树 5 的 每 一 个 操作 ， 需 O(logn) 时 间 。 在 process 中 
的 inter_sec 操作 ， 需 O(1) 时 间 。 因 此 ， 每 处 理 一 个 事件 调度 点 ， 最 多 需 O(log(2n+m)) 时 
间 。 共 有 2n+m 个 事件 调度 点 ,所 以 总 时 间 最 多 为 O((2n+m)log(2n+m)) 。 如 果 m=0O(n)， 
则 算法 所 需 时 间 为 O(nlogn)。 

这 个 算法 所 需要 的 空间 主要 有 3 部 分 : 存放 事件 调度 点 的 空间 ， 最 多 有 2n+m 个 事件 
调度 点 ， 需 O(2n+m) 空间 ; 存放 扫描 线 状态 ， 最 多 有 n 条 线段 ， 需 O(n) 空间 ; 最 后 ， 有 
一 个 二 维 数组 b 来 存放 交点 的 处 理 标 志 ， 需 O(n? ) 空间 。 因 此 ， 算 法 的 工作 单元 所 需要 的 
空间 为 O(n? ) 。 


11.3 蔬 计 问题 


定义 11.2 令 S 是 平面 上 的 一 个 点 集 ， 封 闭 S 中 所 有 顶点 的 最 小 凸 多 边 形 ， 称 为 8 的 
凸 壳 ， 表 示 为 CH(S) 。 CEB(S) 上 的 顶点 ， 有 时 也 叫 作 8 的 极点 。 

凸 壳 问 题 是 计算 几何 中 最 重要 的 问题 之 一 。 它 的 提 法 是 : 给 定 平面 上 z 个 点 的 集合 8 ， 
求 § 的 凸 沉 CH(S)。 凸 沉 问 题 也 可 以 用 几何 扫描 方法 来 求 取 。 
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11.3.1 凸 壳 问题 的 格雷 厄 姆 扫描 法 


著名 的 格雷 厄 姆 (Graham) 扫描 法 ,利用 11.1 节 叙 述 的 平面 上 任意 3 点 所 构成 的 回路 
是 左 转 或 右 转 的 判别 法 , 来 求 取 平面 点 集 的 凸 壳 。 其 思想 方法 如 下 : 首先 , 在 平面 点 集 8 中 ， 
寻找 了 坐标 最 小 的 点 。 如 果 有 两 个 以 上 的 点 ， 其 了 坐标 都 是 最 小 的 ， 就 选择 最 右边 的 一 点 ， 
把 它 称 为 po。 然 后 ， 以 po 为 源 点 , 对 所 有 点 的 坐标 进行 变换 。 对 变换 后 的 所 有 点 ,以 po 为 
源 点 ， 计 算 它们 的 极 坐标 幅 角 。 以 幅 角 的 非 降 顺 序 来 排序 3-{po}y 中 的 点 ， 如 果 有 两 个 以 
上 的 点 ， 其 幅 角 大 小 相同 ， 以 最 接近 po 的 点 优先 。 令 排序 过 的 点 为 T={pi, ps,…, pn1}， 
其 中 ，pi 和 p,,_ 分 别 与 po 构成 最 小 与 最 大 的 幅 角 。 图 11.7 表示 一 个 平面 点 集 按 幅 角 排序 
的 例子 。 


图 11.7 以 ,为 源 点 、 按 极 坐标 幅 角 排序 的 点 集 


现在 , 把 点 集 T 中 的 元 素 作 为 事件 调度 点 进行 扫描 。 用 堆栈 CS 存放 扫描 过 程 中 局 部 构 
成 的 半 封 闭 的 凸 多 边 形 ， 因 此 ， 把 它 作 为 扫描 线 的 状态 来 维护 。 开 始 时 ， 堆 栈 初始 化 为 
CS ={pn1; Po}， 其 中 po 为 栈 顶 元 素 。 按 极 坐标 的 幅 角 ， 从 pi 开始， 到 p,,_ ,为止 进 行 扫描 。 
假定 在 某 一 个 时 刻 ， 堆 栈 内 容 为 : 

CS ={pn1, Po,…, Pis Pj, Pr} 

其 中 ， pi 为 栈 顶 元 素 ， 则 栈 中 元 素 按 顺 序 构成 一 个 半 封 闭 的 凸 多 边 形 。 令 疡 是 正在 扫描 
的 点 ， 如 果 由 p;、pk、 Pi 所 构成 的 路 径 是 左 转 的 ， 则 由 p; 、pi、pi 所 形成 的 边 将 是 凸 
边 ， 可 以 把 pxpi 作为 半 封 闭 凸 多 边 形 中 的 一 条 边 加 入 进来 ， 因 此 把 p, 压 入 栈 项 ， 把 扫描 
线 移 到 下 一 点 ;如果 由 p;) 、pi、 Pi 所 构成 的 路 径 是 右 转 的 ， 则 由 p; 、pi、p1 所 形成 的 
边 将 是 止 边 ， 玉 不 可 能 是 凸 壳 的 极点 。 这 时 , 就 把 pi 弹出 栈 顶 , 而 扫描 线 仍然 停留 在 p, 上 。 
这 样 ， 在 下 一 轮 处 理 中 ， 将 由 p;、p;、 pi 进行 判断 和 作出 处 理 。 

例 11.2 求 图 11.7 所 示 点 集 的 凸 沉 。 开 始 时 ， 堆 栈 的 内 容 为 CS = {ps,po}。 从 pi 开 
始 扫 描 ， 连 续 把 pl 和 p, 压 入 堆栈 ; 扫描 到 zs 时， 把 p, 弹 出 堆栈 ， 接 着， 连续 把 ps3、ps、 
Ps; 压 入 堆栈 ， 如 图 11.8 所 示 ; 在 处 理 pe 时 ， 连 续 把 ps、ps 弹 出 堆栈 ， 接 着 把 pe 压 入 堆 
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栈 ， 如 图 11.9 所 示 ; 最 后 得 到 的 凸 壳 如 图 11.10 所 示 。 


Po 


图 11.10 最 后 得 到 的 凸 这 


11.3.2 格雷 厄 姆 扫描 法 的 实现 


实现 格雷 厄 姆 扫描 法 的 步骤 ， 可 描述 如 下 : 
(1) 求 平面 点 集 S 中 了 坐标 最 小 的 点 po 。 
(2) 以 po 为 源 点 ， 变 换 S--{po} 中 所 有 点 的 坐标 。 
(3) 以 po 为 源 点 ， 计 算 5-{po} 中 所 有 点 的 幅 角 。 
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(4) 以 幅 角 的 非 降 顺 序 排序 S$-{po} 中 所 有 的 点 , 令 事 件 调度 点 T={pi,p2,…, Pn} 
是 排序 过 的 数组 。 

(5) 初始 化 堆栈 : 令 CS[0]=p, 1，CS[1]=po: 令 堆 栈 指针 sp =1， 事 件 调度 点 数组 
T 的 下 标 k=0。 

(6) 如 果 丰 <nm-1， 转 步骤 (7) ; 否则 ， 算 法 结束 。 

(7) 按 式 (11.1.1) 计算 cs[sp-1],CS[sp],T[k] 所 构成 的 三 角 区 符号 D， 若 DD >0， 
sp=sp+1，CS[sp]=7T[k]，k=k+1， 转 步骤 (6) ; 否则 ，sp =sp-1， 转 步骤 (6) 。 

为 此 ， 定 义 下 面 的 数据 结构 。 


typedef struct { 


float 让 /* X 坐 标 */ 
float 9 /* 了 坐标 */ 
float ang; /* 极 坐 标的 幅 角 */ 
} SPOINT; 
POINT SIn]; /* 平面 点 集 */ 
SPOINT T[n]; /* 按 幅 角 的 非 降 顺 序 排列 的 平面 点 集 */ 
POINT cs[n]; /* 构成 驯 达 的 点 集 */ 
算法 的 实现 过 程 可 叙述 如 下 : 


算法 11.2 求 平面 点 集 的 凸 壳 
输入 : 平面 点 集 S[] ,顶点 个 数 n 
输出 ;构成 凸 壳 的 极点 CS [] ,极点 个 数 sp 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15。 
16. 
17. 
18. 
19. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
8 
人 


. void convex hull (POINT S[],POINT CS[],int n,int &sp) 
- 


int kK? 
float D; 
SPOINT T[n]; 
for (i=1;i<n;i++) /* 把 s 中 YY 坐标 最 小 的 点 置 于 S[0] */ 
if ((S[i].y<Ss[0].y) II((S[i].y==S[0] .y)&& (SsS[i].x>S[0] .zx))) 
swap(S[i],Ss[0]); 
for (i=l;i<n;i++) { /* 以 S[0] 为 源 点 ,变换 Ss[i] 的 坐标 于 T[i] */ 
Ti = SL) .R= SIOl x T= = SI) .YY = :SIO .¥ 
T[i 一 1] .ang = atan(T[i 一 1] .y,T[i 一 1] .x); /* 求 T[i] 的 幅 角 */ 
} 
sort (T,n—1); /* 按 了 [i] 幅 角 的 非 降 顺 序 排序 了 [i] */ 
CS[0] .x = T[n-2] .x; CsS[0]-y = TIn-2] .Y; 
estilst = 0 cstll.Yy = 0 sp = 1 k= 0; 
while (k<n-1) { /* 求 栈 顶 两 点 及 扫描 线 上 一 点 所 构成 的 三 角 区 符号 */ 
D ss CIsp=1)] -zcCSfopblY + CS[sp] .x*T[KI].Y + TIkKI.x*CSIsp=1] .Y= 
Cslsp-—11.Y*CcSlsplsz = CS{spl YesTEKE] .2 = TIk]sY*CS [sp=1] .> 
if (D>=0){ 
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20. CS[++sp] .x = 了 了 [K] .x; 

加 CS[sp].y = T[k++] .y; /* 若 D>0,T[k] 压 入 栈 顶 ， 扫 描 线 前 移 一 点 */ 
2 } 

机 else sp--; /* 否则 , 弹出 栈 顶 元 素 */ 

24. 

pt 


这 个 算法 的 第 6~8 行 , 把 平面 点 集 $ 中 了 坐标 最 小 的 点 置 于 S[0]。 第 9~12 行 以 S[0] 为 
源 点 ， 变 换 点 集 5S 中 除 S[0] 外 的 nl 个 元 素 的 坐标 ， 并 把 它们 复制 到 数组 7 中 ， 同 时 计算 
这 些 元 素 的 幅 角 。 第 13 行 对 数组 7 的 n-1 个 元 素 , 按 幅 角 的 非 降 顺 序 排列 , 如 果 幅 角 相 同 
则 按 际 坐标 的 递减 顺序 排列 。 第 14、15 行 初始 化 堆栈 SP 及 栈 顶 的 两 个 元 素 ， 把 栈 指 针 置 
为 1， 数 组 了 的 下 标 大 置 为 0。 这 时 ， 栈 项 元 素 SP[1] ， 即 源 点 S[0] ， 经 坐标 变换 后 ， 其 开 
坐标 和 了 坐标 值 均 为 0。 从 第 16 行 起 对 7 中 的 n-1 个 元 素 进行 扫描 ， 只 要 栈 顶 的 两 个 元 素 
和 7T[k] 所 构成 的 三 角 区 域 的 符号 大 于 或 等 于 0， 就 把 T[k] 压 入 栈 顶 ， 否 则 ， 弹 出 栈 顶 的 
一 个 元 素 。 这 个 过 程 直 到 7 中 的 n-1 个 元 素 全 部 处 理 完 毕 , 则 由 堆栈 CS 中 保存 的 元 素 所 构 
成 的 凸 多 边 形 ， 就 是 所 求 取 的 凸 沉 。 

算法 的 运行 时 间 估 计 如 下 : 第 6~8 行 及 第 9~12 行 ， 各 需 @(n) 时 间 ; 第 13 行 的 排序 
操作 ， 需 O(nlogn) 时 间 ; 第 16-22 行 的 while 循环 需 @(n) 时 间 。 因 此 ， 该 算法 的 时 间 
复杂 性 是 O(nlogn) 6 

算法 除了 存放 用 于 输入 的 平面 点 集 和 用 于 输出 的 凸 过 极点 需要 @(n) 空间 外 ， 作 为 工 
作 单 元 的 事件 调度 点 数组 ， 也 需要 @(n) 空间 。 


11.4 平面 点 集 的 直径 问题 


令 5 是 平面 上 的 点 集 ，S 的 直径 定义 为 8 中 两 点 之 间 的 最 大 距离 ， 记 为 Diam(S) 。 计 
算 平 面 点 集 的 直径 ， 一 种 最 简单 的 方法 是 逐一 计算 每 一 对 点 之 间 的 距离 ， 然 后 取 它 们 的 最 
大 值 。 用 这 种 方法 ， 需 要 计算 n(n-1)/2 个 点 对 的 值 ， 因 此 需要 B@(n?) 时 间 。 

为 了 寻找 一 种 更 有 效 的 算法 ， 考 虑 11.3 节 所 讨论 的 凸 壳 问 题 。 因 为 凸 沉 是 封闭 S 中 所 
有 项 点 的 最 小 凸 多 边 形 ， 由 此 可 以 得 出 下 面 的 结论 : 点 集 5 的 直径 等 于 其 凸 党 上 顶点 的 直 
径 ， 即 Diam(S)=Diam(CH(S))， 也 即 凸 党 上 任何 两 点 之 间 的 最 大 距离 。 这 样 ， 计 算 平 面 
点 集 的 直径 ， 可 转化 为 计算 平面 点 集 凸 壳 的 直径 。 


11.4.1 求 取 平面 点 集 直径 的 思想 方法 
定义 11.3 己 是 凸 多 边 形 ， 已 的 支撑 线 是 通过 己 的 一 个 顶点 的 直线 !， 使 得 已 完 全 位 


于 7 的 一 侧 。 
例如 ， 图 11.11 表示 一 个 凸 多 边 形 的 一 些 支撑 线 。 
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凸 多 边 形 支撑 线 的 定义 ， 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 11.1 凸 多边 形 P 的 直径 等 于 P 的 任何 一 对 平行 支撑 线 之 间 的 最 大 距离 。 


图 11.11 凸 多边 形 的 支撑 线 


例如 ,在 图 11.11 中 ， 有 两 对 平行 支撑 线 几 与 1 、1, 与 1;。 其 中 ,1 与 16 是 任何 一 对 平 
行 支撑 线 中 距离 最 大 的 一 对 。 显 然 ， 当 支撑 线 国 、15 与 顶点 对 p, 、pse 的 连 线 垂直 时 ，1 与 
15 的 距离 最 大 。 此 时 ， 它 就 是 顶点 对 pi 与 pe 之 间 的 距离 ， 也 即 凸 多 边 形 P 的 直径 。 

定义 11.4 ”通过 两 条 平行 支撑 线 的 凸 多 边 形 P 了 上 的 任何 两 点 ， 叫 作对 踊 对 (antipodal 
pair) 。 
例如 ， 在 图 11.11 中 ， 对 应 于 平行 支撑 线 11 与 16 的 对 中 对 是 (pi, pe)， 对 应 于 平行 支撑 
线 了 ,与 1; 的 对 踊 对 是 (p,,ps)。 

由 此 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 实现 凸 多 边 形 直径 的 任何 顶点 对 ， 必 然 是 一 对 对 踊 对 。 这 
样 一 来 ， 计 算 平面 点 集 凸 沉 的 直径 ， 又 可 转化 为 在 凸 壳 上 寻找 所 有 的 对 中 对 ， 然 后 在 这 些 
对 中 对 中 ， 选 择 一 对 具有 最 大 距离 的 对 踊 对 。 

为 了 寻找 对 中 对 ， 令 线段 坟 是 凸 多 边 形 上 的 一 条 边 ， 点 p 是 凸 多 边 形 上 的 一 个 顶点 。 
延伸 线段 qr 的 两 个 端点 , 使 之 成 为 直线 1。 把 点 pp 到 线段 gr 的 距离 , 定义 为 点 p 到 直线 1 的 
距离 ， 记 为 dist (gq,r,p)。 假 定点 gq,r,p 的 坐标 分 别 为 (x1,71),(x2,y2),(xo,yo)， 线 段 qr 的 
直线 方程 为 : 


Ax+By+C=0 
其 中 ， 系 数 4,8,C 由 式 (11.2.3) 确定 。 则 由 点 p 到 线段 gr 的 距离 ， 可 由 下 式 确定 : 
_|Axo+Byo+C| 
ST 
现在 考虑 图 11.12 所 示 的 凸 多 边 形 ， 点 p, 到 线段 pj,p 的 距离 为 dist( pis, Pi1,pPs)， 显 
然 有 : 


(11.4.1) 


dist( p12, Pi1, P2 ) < dist (p12, Pi1: P3)< dist( p12, Pi1, Pa)<dist( py, Pi Ps) 
并 且 有 : 
qist (p12, Pi1s Ps )> dist( p12: Pi Pe )> dist( p12; P1: P7 )>… 

从 点 ps 到 点 ps， 它 们 到 线段 mazm 的 距离 呈 递 增 趋势 ， 到 达 点 ps 时 距离 最 大 ;以 后 ， 
从 点 ps 到 点 pii 又 呈 递 减 趋 势 。 同 样 ， 从 点 ps 到 点 pe ， 它 们 到 线段 pip; 的 距离 呈 递 增 趋 
势 ， 到 达 点 po 时 距离 最 大 ; 以 后 从 点 po 到 点 Pi 又 呈 递 减 趋势 。 而 通过 p, 的 支撑 线 ， 只 能 
在 凸 多 边 形 的 边 plspi 和 pip; 之 外 。 这 种 观察 给 出 了 下 面 的 结论 : 与 点 p 构 成 对 中 对 的 点 ， 
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必然 是 ps 到 ps 之 间 的 点 。 

一 般 情况 下 ， 对 某 个 m<n， 令 点 集 pi, py,…, pm 是 凸 达 上 逆 时 针 顺 序 的 所 有 项 点。 在 
以 逆 时 针 顺 序 遍 历 凸 壳 上 的 顶点 时 ， 令 pi 是 第 1 个 距离 线段 ppi 最 远 的 顶点 ， 疡 是 第 1 
个 距离 线段 pip; 最 远 的 顶点 , 那么 pk 和 pp 之 间 (包括 pk 和 pi ) 的 所 有 顶点 都 可 以 与 p, 构 
成 对 中 对 。 而 其 他 所 有 项 点， 都 不 可 能 与 p, 构成 对 中 对 。 同时， 能 够 与 p, 构 成 对 中 对 的 顶 
点 ， 是 pj 和 ps 之 间 的 顶点 ，1<s<m， 其 中 ，p, 是 距离 线段 pps 最 远 的 顶点 。 


图 11.12 寻找 对 中 对 


上 面 的 结论 给 出 了 寻找 对 距 对 的 方法 : 首先， 从 ps 开始 ， 以 逆 时 针 顺序 遍历 凸 壳 的 项 


然后 , 从 pi 开始 , 继续 以 逆 时 针 顺 序 遍 历 凸 过 的 项 点, 寻找 与 pp; 的 距离 递增 的 顶点 pj ， 
一 直到 与 pip; 的 距离 最 远 的 顶点 p1 为 止 ,并 把 (pi,pj) 到 (pi, pi) 的 所 有 顶点 对 放 入 4 中 。 
接着 , 继续 从 pj 开始， 以 逆 时 针 顺 序 遍 历 凸 过 的 顶点 ， 寻 找 与 pp 的 距离 递增 的 顶点 p， 
一 直到 与 pp 的 距离 最 远 的 顶点 ps, 为止， 并 把 (pz,p1) 到 (Pa,Ps) 的 所 有 项 点 对 放 入 4 
中 。 这 个 过 程 一 直 继 续 ， 直 到 逆 时 针 遍 历 完 凸 过 的 所 有 项 点， 或 者 遇 到 线段 pkpka 为 止 。 
最 后 ， 扫 描 4 中 的 所 有 对 路 对 ， 找 出 距离 最 大 的 一 对 对 中 对 ， 其 距离 就 是 凸 壳 的 直径 。 


11.4.2 平面 点 集 直 径 的 求 取 


由 此 ， 求 平面 点 集 直径 问题 的 步骤 可 叙述 如 下 : 

(1) 求 点 集 8 的 凸 沉 CH(S)={pi,p2,…, Pm} 。 

(2) 令 4={}， k=2。 

(3) 寻找 pi : 如 果 dist( pm, Pis pin)> dist(pm, Pi;Pk)， 则 k=k+1, 并 继续 步骤 (3); 
否则 ， 转 步骤 (4) 。 

《3 

(5) 如 果 i<k 并 且 j<m， 则 4=4U{(p,,p;)}， 转 步骤 (6) ;否则 ， 转 步骤 (8) 。 

(6) 如 果 disi (pi, pinsPjn)> disi(pi,pin;Pj)， 并 且 j<m, 转 步骤 (7); 否则 , i=i+1， 
转 步 又 (5) 。 
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(7) 4=4U{(p.Pja)}，J=Jj+1， 转 步骤 (6) 。 
(8) 求 取 4 中 距离 最 远 的 对 距 对 (pr ,ps) , 则 (p,,p,) 的 距离 就 是 平面 点 集 $ 的 直径 。 
为 了 实现 这 个 算法 ， 定 义 如 下 的 数据 结构 : 


typedef struct { /* 对 中 对 数据 结构 */ 
POINT pl; 
POINT p2; 
} ANTIPODAL; 
ANTIPODAL A[n]; /* 对 中 对 集合 */ 
POINT Sa /* 平面 点 集 */ 
POINT CS[n]; /* 构成 凸 达 的 点 集 */ 
算法 的 实现 过 程 如 下 : 


算法 11.3 求 平面 点 集 s 的 直径 
输入 ; 平面 点 集 S [] , 顶点 个 数 n 
输出 : 距离 最 远 的 对 踊 对 a 及 其 距离 d, 即 点 集 s 的 直径 


1. void diameter (POINT S[],int n,ANTIPODAL &a,float &d) 

之 

名 int 7 Kmnrsr 

4 float x,y; 

5 POINT CS[n]; 

6 ANTIPODAL A[n]; 

7 convex hulll(Ss,CS,n, gm); 

8 k= 2 

号 while (dist(CSs[m]l,Ccs[1],CS[k+l])>dist(Cs[ml,cs[1],cCS[k])) 

10. 类 = 于 生 让 /* 寻找 距离 线段 cs [m] , Cs [1] 最 远 的 顶点 Cs [k] */ 

Ls i=1; j=k; s=0; 

入 while ((i<=k)&&(j<=m)) { /* 并 从 1 扫描 到 k,j 从 k 扫 描 到 m* / 

L139s A[s] .pl = CS[i]; Al[s++] .p2 = CS[j]; 

于 十 while ((dist(CS[i],CS[i+1],CS[j+1])>= 
dist(Ccs[il,cs[i+ll]，CcSr[])) && (j<m)) { 

15。 R[s].p1 = CS[i]; Rs++].p2 = CS[j+1]; j++; 

16. } /* 寻找 对 踊 对 CS[i] ,cs[j] */ 

二 SR 

18。 } 

了 9， X= A[O0] .pl.x — A[0] .p2.x; y= A[O0] .pl.y - A[0] .p2.y; 

20. d= i= 0; 

2 for (j=1;j<s;j++) { /* 寻找 距离 最 远 的 对 踊 对 */ 

22. x = A[j] .pl.x — A[j].p2.x; y= A[j].pl.y - A[j].p2.y; 

23. FP 

站 if (qdq<x) { 
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25. d=x; i=j; 

26. } 

27s } 

28. = d= sqgrt(d); 

29。 1} 

这 个 算法 的 第 7 行 调用 convex_hull, 计算 点 集 5 的 凸 沉 CH(S)。 凸 党 上 的 顶点 按 逆 时 


针 顺 序 排列 ， 顶 点 个 数 由 变量 m 给 出 ， 同 时 ，CS[0] 与 CS[m] 为 同一 顶点 。 第 9、10 行 寻 


扫描 到 k，j 由 扫描 到 m， 协 作 地 扫描 凸 沉 的 边界 ， 寻 找 构成 对 踊 对 的 CS[ 直 和 CS[j]。 
在 扫描 过 程 中 ， 使 用 dist 函数 ， 按 照 式 (11.2.3) 和 式 (11.4.1) ， 计 算 线 段 和 点 的 距离 。 
从 第 19 行 开 始 ， 寻 找 距离 最 远 的 对 踊 对 。 

算法 的 运行 时 间 估计 如 下 : 第 7 行 调用 convex_hull 函数 计算 点 集 8 的 凸 达 ， 需 
O(nlogn) 时 间 。 第 9~18 行 寻找 构成 对 踊 对 的 CS[ 直 和 CS[j]， 如果 凸 沉 的 顶点 个 数 为 m， 
没有 包含 平行 边 ， 则 判断 两 个 顶点 是 否 构 成 对 中 对 的 次 数 恰好 为 m 次 。 如 果 包 含 平行 边 ， 
平行 边 的 数目 不 会 超过 | m/2 |， 因 此 ， 判 断 的 总 次 数 不 会 超过 | 3m/2 |=O(z) 。 所 以 ， 寻 
找 对 中 对 的 时 间 为 O(n) 。 对 中 对 的 总 个 数 也 不 会 超过 上 述 数 目 ， 所 以 ， 第 19 行 开始 的 寻 
找 距离 最 远 的 对 踊 对 ， 所 需 时 间 也 是 O(z) 。 因 此 ， 算 法 的 运行 时 间 是 O(nlogn)。 

同时 ， 可 以 看 到 ， 算 法 用 于 存放 输入 点 集 所 需要 的 空间 为 @(”) ， 需 要 存放 的 点 集 8 的 
凸 壳 的 顶点 不 会 超过 个， 需要 存放 的 对 中 对 不 会 超过 对 ， 因 此， 用 于 存放 凸 沉 的 顶点 
及 对 中 对 的 工作 空间 为 O(n) 。 


习题 


1. 设 点 pl 和 ps 的 坐标 分 别 为 (zi,y) 和 (x2,y2)， 若 <x2p，1<y2， 称 pl 受 ps 所 
支配 。 令 5S 是 平面 上 n 个 点 的 集合 。 对 每 一 点 peS， 设计 一 个 算法 ,计算 s 中 受 点 p 所 支 
配 的 点 的 个 数 ， 并 分 析 其 时 间 复 杂 性 。 

2. 令 I 是 坐标 轴 上 的 区 间 集 合 , 设计 一 个 算法 , 计算 一 个 区 间 包 含 于 另 一 个 区 间 的 
个 数 ， 并 分 析 其 时 间 复 杂 性 。 

3. 考虑 如 下 的 判定 问题 ,对 给 定 平 面 上 n 条 线段 的 集合 ， 确 定 其 中 是 否 有 两 条 线段 相 
交 ， 给 出 一 个 O(nlogn) 时 间 的 算法 来 解 这 个 问题 。 

4. 说 明 对 给 定 的 多 边 形 ， 如 何 判 断 它 是 一 个 简单 的 多 边 形 。 

5. 用 幅 角 的 正弦 或 余弦 来 实现 点 集 凸 壳 的 格雷 厄 姆 扫描 ,说明 如 何 用 这 种 方法 来 计算 
凸 沉 ， 并 设计 一 个 算法 来 实现 它 。 

6. 计算 凸 壳 的 另 一 种 方法 是 著名 的 Jarvis March 方法 。 该 方法 不 去 寻找 凸 壳 的 顶点 ， 
而 是 寻找 凸 沉 的 边 。 它 首先 寻找 了 坐标 最 低 的 点 p,， 再 寻找 与 p 构 成 的 幅 角 最 小 的 点 p,， 
因此 线段 pipz 定义 了 凸 壳 的 一 条 边 ， 然 后， 以 p, 为 基点 ， 寻 找 与 p, 构 成 的 幅 角 最 小 的 点 
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Ps ， 如 此 等 等 。 按 照 这 种 方法 ， 重 新 编写 一 个 算法 来 计算 凸 壳 ， 并 分 析 其 时 间 复 杂 性 。 

7. 第 6 题 中 ， 计 算 凸 壳 的 Jarvis March 方法 的 优点 和 缺点 是 什么 ? 

8. 令 p 是 凸 多 边 形 P 外 部 的 一 点 ， 给 定 P 的 凸 沉 CH(P)， 说 明 怎样 以 O(logn) 时 间 
来 计算 CH(PU{p})。 

9. 利用 第 8 题 的 结果 ， 设 计 计 算 点 集 凸 沉 的 另 一 种 方法 一 一 开始 时 ， 以 点 集中 的 任意 
3 个 顶点 建立 一 个 初始 的 凸 沉 ， 然后 逐 点 地 测试 其 他 的 顶点 ， 判 断 它 是 否 处 于 该 凸 壳 内 部 ， 
如 果 处 于 凸 壳 的 外 部 ， 就 利用 第 8 题 的 结果 扩充 这 个 凸 壳 。 设 计 这 个 算法 ， 并 分 析 其 时 间 
复杂 性 。 

10. 设计 一 个 O(n) 时 间 的 算法 ， 其 中 ，n 是 两 个 凸 多 边 形 顶 点 的 总 个 数 ， 寻 找 这 两 个 
给 定 的 凸 多 边 形 的 凸 壳 。 

11. 设计 一 个 O(n) 时 间 的 算法 ， 判 断 点 己 是 否 在 一 个 简单 的 多 边 形 内 部 。 


参考 文献 


可 在 文献 [3]、[8]、[13]、[39] 等 中 看 到 有 关 计 算 几 何 的 知识 。 可 在 文献 [3]、[8]、[13]、 
[21] 中 看 到 线段 交点 的 有 关内 容 ， 可 在 文献 [8]、[13] 中 看 到 寻找 线段 交点 的 其 他 方法 。 可 在 
文献 [3]、[8]、[13]、[40] 中 看 到 有 关上 同 壳 问题 的 Graham 算法 ， 也 可 在 文献 [8]、[41] 中 看 到 
有 关 解 凸 达 问题 的 其 他 算法 。 文 献 [3] 叙 述 了 求解 平面 点 集 直径 的 算法 。 
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在 前 面 的 章节 中 ， 介 绍 了 算法 分 析 的 一 些 工 具 和 方法 ， 对 一 些 不 同类 型 的 问题 ， 讨 论 
了 几 种 典型 的 算法 设计 技术 ; 对 一 些 特定 的 算法 进行 了 描述 , 并 分 析 了 它们 的 时 间 复 杂 性 。 
此 外 , 也 说 明了 如 果 工 是 任意 一 个 问题 , 对 工 存 在 着 一 个 算法 , 它 的 时 间 复 杂 性 是 O(n*)， 
其 中 ，n 是 输入 规模 ，k 是 非 负 整数 ， 就 认为 存在 着 一 个 解 问题 工 的 多 项 式 时 间 算 法 。 多 
项 式 时 间 算法 是 一 种 有 效 的 算法 。 在 现实 世界 中 ， 有 很 多 问题 存在 多 项 式 时 间 算 法 。 但 是 ， 
有 更 大 量 的 问题 ， 它 们 的 时 间 复杂 性 是 以 指数 函数 或 排列 函数 来 衡量 的 ， 即 具有 0O(2”) 以 
及 O(nl) 的 时 间 复 杂 性 。 这 一 类 问题 ， 其 计算 时 间 随 着 输入 规模 的 增 大 而 快速 增加 ， 即 使 
是 对 中 等 规模 的 输入 ， 其 计算 时 间 也 是 以 世纪 来 衡量 的 。 因 此 ， 通 常 把 存在 多 项 式 时 间 算 
法 的 问题 ， 称 为 易 解 的 问题 ， 而 把 那些 指数 时 间 算 法 或 排列 时 间 算 法 的 问题 ， 称 为 难 解 的 
问题 。 对 于 后 面 这 一 类 问题 ， 人 们 一 直 在 寻找 具有 多 项 式 时 间 的 算法 。 虽 然 还 不 能 给 出 使 
其 获得 多 项 式 时 间 的 方法 , 但 是 却 可 以 证 明 这 些 问 题 之 中 ， 有 很 多 问题 在 计算 上 是 相关 的 。 
对 这 些 存在 着 计算 上 相关 的 问题 ， 如 果 其 中 之 一 可 以 用 多 项 式 时 间 来 求解 ， 那 么 其 他 所 有 
同类 问题 也 可 以 用 多 项 式 时 间 来 求解 ， 如 果 其 中 之 一 肯定 不 存在 多 项 式 时 间 算 法 ， 那 么 对 
与 之 同类 的 其 他 问题 ， 也 肯定 不 会 找到 多 项 式 时 间 算 法 。 于 是 ， 在 这 一 章 ， 从 计算 的 观点 
看 来 ， 不 是 意图 去 找 出 求解 它们 的 算法 ， 而 是 着 眼 于 表明 它们 在 计算 复杂 性 之 间 存 在 着 什 
么 样 的 关系 。 

在 讨论 NP 完全 问题 时 , 经常 考虑 的 是 判定 问题 。 因 为 判定 问题 可 以 容易 地 表达 为 语言 
的 识别 问题 ， 从 而 方便 地 在 图 灵机 上 进行 求解 。 实 际 上 ， 有 很 多 问题 都 可 以 作为 判定 问题 
来 求解 。 例 如 ， 排 序 问 题 的 判定 问题 可 叙述 为 : 给 定 一 个 整数 数组 ， 它 们 是 否 可 以 按 非 降 
顺序 排序 ， 图 着 色 的 判定 问题 可 叙述 为 : 给 定 无 向 图 G=(V,E)， 是否 可 用 上 种 颜色 为 中 
的 每 一 个 顶点 分 配 一 种 颜色 ， 使 得 不 会 有 两 个 相 邻 顶 点 具有 同一 种 颜色 。 

有 两 类 问题 : 一 类 是 判定 问题 ; 另 一 类 是 优化 问题 。 判 定 问题 的 解 只 牵涉 到 两 种 情况 : 
yes 或 no， 优 化 问题 则 牵涉 到 极 值 问题 。 但 是 ， 可 以 容易 地 把 判定 问题 转换 为 优化 问题 。 
例如 ， 图 着 色 的 优化 问题 为 :求解 为 图 G=(V.E) 着 色 ， 使 相 邻 两 个 项 点 不 会 有 相同 颜色 
时 所 需要 的 最 少 颜 色 数 目 。 如 果 令 图 G 的 顶点 个 数 为 nx， 彩色 数 是 mum ， 并 假定 存在 一 个 
图 着 色 判 定 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 coloring: 


BOOL coloring (GRAPH G, int n, int num) 


若 图 G 可 num 着 色 ， 则 coloring 的 返回 值 为 TRUE。 那么 ， 就 可 以 用 下 面 的 方法 ， 利 用 算 
法 coloring 来 解 图 着 色 的 优化 问题 。 
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void chromatic number (GRAPH G,int n,int gnum) 
" 
int high,1low,mid; 
high = n;low = 17num=n7 
while (low<=high) { 
mid = (low + high)/2; 
if (coloring(G,n,mid)) { 
num = mid; 
high = mid - 1; 
} 
else 
low = mid + 1; 


} 


这 相当 于 一 个 二 又 检索 算法 ， 很 显然 ， 它 只 要 对 算法 coloring 调用 O(logn) 次 ， 就 能 
找 出 为 图 着 色 的 最 优 彩色 数 。 根 据 假 定 ， 算 法 coloring 是 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 所 以 ， 这 
个 算法 也 是 一 个 多 项 式 时 间 算 法 。 这 就 实现 了 把 图 着 色 的 判定 问题 ， 转 换 为 图 着 色 的 优化 
问题 。 
正 因为 如 此 ， 在 下 面 讨论 NP 完全 问题 时 ， 主 要 以 判定 问题 来 进行 讨论 。 


12.1 PP 类 和 NP 类 问题 


一 般 来 说 ，NP 完 全 问题 是 利用 图 灵机 之 类 的 计算 模型 来 进行 形式 描述 的 。 本 章 只 从 算 
法 的 观点 上 来 讨论 NP 完全 问题 ， 更 进一步 的 形式 处 理 在 后 面 的 章节 里 再 进行 讨论 。 


12.1.1 PP 类 问题 


定义 12.1 4 是 问题 开 的 一 个 算法 。 如 果 在 处 理 问题 二 的 实例 时 , 在 算法 的 整个 执行 
过 程 中 ， 每 一 步 只 有 一 个 确定 的 选择 ， 就 说 算法 4 是 确定 性 的 算法 。 

前 面 所 讨论 的 算法 ， 基 本 上 都 是 确定 性 的 算法 ， 算 法 执行 的 每 个 步 又， 都 有 一 个 确定 
的 选择 。 如 果 重 新 用 同一 输入 实例 运行 该 算法 ， 所 得 到 的 结果 严格 一 致 。 

定义 12.2 ”如 果 对 某 个 判定 问题 工 ， 存 在 一 个 非 负 整数 二， 对 输入 规模 为 ”的 实例 ， 
能 够 以 O(n*) 的 时 间 运 行 一 个 确定 性 的 算法 , 得 到 yes 或 no 的 答案 , 则 该 判定 问题 工 是 一 
个 P 类 判定 问题 。 

从 上 面 的 定义 看 到 ，P 类 判定 问题 是 由 具有 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 来 解 的 判定 问题 
组 成 的 ， 因 此 用 P (Polynomial) 来 表征 这 类 问题 。 例 如， 下 面 的 一 些 判 定 问 题 属于 P 类 判 
定 问 题 : 
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@ 最 短路 径 判定 问题 SHORTEST PATH: 给 定 有 向 赋 权 图 G=(V,E)( 权 为 正 整 数 )、 
正 整 数 及 两 个 顶点 s,teV ， 是 否 存 在 着 一 条 由 s 到 +:、 长 度 至 多 为 的 路 径 。 

@ ”可 排序 的 判定 问题 SORT: 给 定 n 个 元 素 的 数组 ， 是 否 可 以 按 非 降 顺 序 排列 。 

如 果 把 判定 问题 的 提 法 改变 一 下 ， 例 如 把 可 排序 的 判定 问题 的 提 法 改 为 :给 定 n 个 元 
素 的 数组 , 是 否 不 可 以 按 非 降 顺 序 排序 。 把 这 个 问题 称 为 不 可 排序 的 判定 问题 NOT_SORT， 
则 称 不 可 排序 的 判定 问题 是 可 排序 的 判定 问题 的 补 。 因 此 ， 最 短路 径 判定 问题 的 补 是 : 给 
定 有 向 赋 权 图 G=(V,E)( 权 为 正 整 数 ) 、 正 整数 及 两 个 顶点 s,teV ， 是 否 不 存在 一 条 由 
s 到 + 、 长 度 至 多 为 的 路 径 。 

定义 12.3 令 C 是 一 类 问题 ,如 果 对 C 中 的 任何 问题 I seC， 工 的 补 也 在 C 中 ， 则 称 
C 类 问题 在 补 集 下 封闭 。 

定理 12.1 书 类 问题 在 补 集 下 是 封闭 的 。 

证 明 在 P 类 判定 问题 中 ， 每 一 个 问题 二 都 存在 着 一 个 确定 性 算法 4， 这些 算 法 都 能 
够 在 一 个 多 项 式 时 间 内 返回 yes 或 no 的 答案 。 现在 , 为 了 解 对 应 于 问题 二 的 补 五 ， 只 要 在 
对 应 算法 4 中 ， 把 返回 yes 的 代码 ， 修 改 为 返回 no， 把 返回 no 的 代码 ， 修 改 为 返回 yes， 
即 把 原 算法 4 修改 为 算法 4 。 很 显然 ， 算 法 4 是 解 问题 二 的 一 个 确定 性 算法 ， 它 也 能 够 在 
一 个 多 项 式 时 间 内 返回 yes 或 no 的 答案 。 因 此 ， 己 类 问题 贡 的 补 开 ， 也 属于 己 类 问题 。 
所 以 ， 书 类 问题 在 补 集 下 是 封闭 的 。 

定义 12.4 令 工 和 II' 是 两 个 判定 问题 , 如果 存在 一 个 具有 如 下 性 能 的 确定 性 算法 4 ， 
可 以 用 多 项 式 的 时 间 ， 把 问题 工 ' 的 实例 7 转换 为 问题 二 的 实例 T， 使 得 7' 的 答案 为 yes， 
当 且 仅 当 了 的 答案 是 yes， 就 说 TT' 以 多 项 式 时 间 归 约 于 二， 记 为 I x, I 。 

定理 12.2 ” 工 和 IT' 是 两 个 判定 问题 如 果 IIeP,， 并 且 IT'x, I, 则 11'eP。 

证 明 因为 HI' x, I， 所以， 存在 一 个 确定 性 算法 4 ， 它 可 以 用 多 项 式 p(n) 的 时 间 ， 
把 问题 HI’ 的 实例 了 转换 为 问题 二 的 实例 了 ,使 得 7' 的 答案 为 yes, 当 且 仅 当 了 的 答案 是 yes。 
如 果 对 某 个 正 整数 c> 0 ， 算 法 4 在 每 一 步 的 输出 ， 最 多 可 以 输出 c 个 符号 ， 则 算法 4 的 输 
出 规模 最 多 不 会 超过 c p(n) 个 符号 ， 这 些 符号 构成 了 问题 二 的 实例 I。 因 为 HeP， 所 以 
存在 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 对 输入 规模 为 cp(n) 的 问题 二 进行 求解 ， 所 得 结果 
也 是 问题 I' 的 结果 。 令 算 法 C 是 把 算法 4 和 算法 B 合 并 起 来 的 算法 , 则 算法 C 也 是 一 个 确 
定性 的 算法 ， 并 且 以 多 项 式 时 间 r(n)=g(cp(n)) 得 到 问题 I' 的 结果 ， 所 以 ，IT'eP 。 


12.1.2 NP 类 问题 


如 果 有 些 问 题 存在 着 以 多 项 式 时 间 运 行 的 非 确 定性 算法 ， 则 这 些 问 题 属于 NP 类 问题 。 
问题 开 的 非 确定 性 算法 是 由 两 个 阶段 组 成 的 ,推测 阶段 和 验证 阶段 。 在 推测 阶段 ， 它 对 规 
模 为 n 的 输入 实例 x 产生 一 个 输出 结果 y。 这 个 输出 可 能 是 相应 输入 实例 x 的 解 ,也 可 能 不 
是 ， 甚 至 它 的 形式 也 不 是 所 希望 的 解 的 正确 形式 。 如 果 再 一 次 运行 这 个 非 确定 性 算法 ， 得 
到 的 结果 可 能 和 以 前 得 到 的 结果 不 一 致 。 但 是 ， 它 能 够 以 多 项 式 时 间 O(n') 来 输出 这 个 结 
果 ， 其 中 ，i 是 一 个 非 负 整 数 。 在 很 多 问题 中 ， 这 一 阶段 可 以 按 线 性 时 间 来 完成 。 
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在 验证 阶段 ， 用 一 个 确定 性 的 算法 来 验证 两 件 事 情 : 首先 ， 它 检查 上 一 阶段 所 产生 的 
输出 是 否 具 有 正确 的 形式 。 如 果 不 具 有 正确 的 形式 ， 这 个 算法 就 以 答案 no 结束 ; 如 果 y 
具有 正确 的 形式 ， 则 这 个 算法 继续 检查 y 是 否 为 问题 的 输入 实例 x 的 解 。 如 果 它 确实 是 问 
题 实例 x 的 解 ， 则 以 答案 yes 结束 ; 否则 ， 以 答案 no 结束 。 同 样 ， 这 一 阶段 的 运行 时 间 ， 
也 能 够 以 多 项 式 时 间 O(n7) 来 完成 ， 其 中 ，j 也 是 一 个 非 负 整 数 。 

例 12.1 货 郎 担 的 判定 问题 ， 给 定 n 个 城市 、 正 常数 及 城市 之 间 的 费用 矩阵 C， 判 
定 是 否 存在 一 条 经 过 所 有 城市 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 返回 初始 出 发 城市 且 费 用 小 于 常数 大 的 
回路 。 假 定 4 是 求解 货 郎 担 判定 问题 的 算法 。 首 先 ，4 用 非 确定 性 的 算法 ， 在 多 项 式 时 间 
内 推测 存在 着 这 样 一 条 回路 ， 假 定 它 是 问题 的 解 。 然 后 ， 用 确定 性 的 算法 ， 在 多 项 式 时 间 
内 检查 这 条 回路 是 否 正好 经 过 每 个 城市 一 次 ， 并 返回 初始 出 发 城市 。 如 果 答 案 为 yes， 则 继 
续 检 查 这 条 回路 的 费用 是 否 小 于 常数 大 。 如 果 答 案 仍 为 yes， 则 算法 4 输出 yes， 否 则 输出 
no。 因 此 ，4 是 求解 货 郎 担 判定 问题 的 非 确定 性 算法 。 显 然 ， 算 法 4 输出 no， 并 不 意味 着 
不 存在 一 条 所 要 求 的 回路 ， 因 为 算法 的 推测 可 能 是 不 正确 的 。 另 外 ， 对 所 有 的 实例 7 ， 算 
法 4 输出 yes， 当 且 仅 当 在 实例 了 中， 至 少 存在 一 条 所 要 求 的 回路 。 

因此 ， 如 果 4 是 问题 二 的 一 个 非 确 定性 算法 ，4 接受 问题 二 的 实例 I， 当 且 仅 当 对 输 
入 实例 了 存在 着 一 个 推测 ， 从 这 个 推测 可 以 得 出 答案 yes， 并且 在 它 的 某 一 次 验证 阶段 的 运 
行 中 ， 能 够 得 到 答案 yes， 则 4 接受 I 。 但是， 如 果 算 法 的 答案 为 no， 并 不 意味 着 算法 4 不 
接受 7 ， 因 为 算法 的 推测 可 能 是 不 正确 的 。 

非 确定 性 算法 的 运行 时 间 ， 是 推测 阶段 和 验证 阶段 的 运行 时 间 的 和 。 若 推测 阶段 的 运 
行 时 间 为 O(n') ， 验 证 阶段 的 运行 时 间 为 C(x7) ， 则 对 某 个 非 负 整数 大 ， 大 = max (i, 刀 ， 
非 确定 性 算法 的 运行 时 间 为 O(n')+O(n/)=O(n*)。 这 样 一 来 ， 可 以 对 NP 类 问题 作 如 下 
的 定义 : 

定义 12.5 如果 对 某 个 判定 问题 I, 存在 着 一 个 非 负 整 数 k ,对 输入 规模 为 n 的 实例 ， 
能 够 以 O(n*) 的 时 间 运 行 一 个 非 确 定性 的 算法 , 得 到 yes 或 no 的 答案 , 则 该 判定 问题 末 是 
一 个 NP 类 判定 问题 。 

从 上 面 的 定义 可 以 看 到 , NP 类 判定 问题 是 由 具有 多 项 式 时 间 的 非 确定 性 算法 来 解 的 判 
定 问 题 组 成 的 ， 因 此 用 NP (Nondeterministic Polynomial) 来 表征 这 类 问题 。 对 于 NP 类 判 
定 问 题 ， 重 要 的 是 它 必 须 存 在 一 个 确定 性 的 算法 ， 能 够 以 多 项 式 的 时 间 来 检查 和 验证 在 推 
测 阶段 所 产生 的 答案 。 

例 12.2 上述 解 货 郎 担 判定 问题 TRAVELING SALESMAN 的 算法 4 : 显然 ，4 可 在 
推测 阶段 用 多 项 式 时 间 推 测 出 一 条 回路 ， 并 假定 它 是 问题 的 解 ; 在 验证 阶段 用 一 个 多 项 式 
时 间 的 确定 性 算法 ， 检 查 所 推测 的 回路 是 否 恰好 每 个 城市 经 过 一 次 ， 如 果 是 ， 再 进一步 判 
断 这 条 回路 的 长 度 是 否 小 于 或 等 于 1 ， 如 果 是 ， 答 案 为 yes， 否 则 答案 为 no。 显然 ， 存 在 着 
一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 来 对 推测 阶段 所 作出 的 推测 进行 检查 和 验证 。 因 此 ， 货 郎 
担 判定 问题 是 NP 类 判定 问题 。 

例 12.3 ”mw 团 问题 CLIQUE: 给 定 无 向 图 G=(V,E)、 正 整数 m, 判定 VV 中 是 否 存 在 m 
个 顶点 ， 使 得 它们 的 导出 子 图 构成 一 个 KK; 完全 图 。 
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可 以 这 样 来 为 m 团 问题 构造 非 确定 性 算法 : 在 推测 阶段 用 多 项 式 时 间 对 项 点 集 生成 一 
组 m 个 顶点 的 子 集 ， 假 定 它 是 问题 的 解 ， 然 后 ， 在 验证 阶段 用 一 个 多 项 式 时间 的 确定 性 算 
法 ， 验 证 这 个 子 集 的 导出 子 图 是 否 构成 一 个 玉 v 完全 图 。 如 果 是 ， 答 案 为 yes; 否则 ， 答 案 
为 no。 显 然 ， 存 在 着 这 样 的 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 来 对 前 面 的 推测 进行 检查 和 验证 。 
因此 ，m 团 问 题 是 NP 类 判定 问题 。 

如 上 所 述 ，P 类 问题 和 NP 类 问题 的 主要 差别 在 于 : 

@ 类 问题 可 以 用 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 来 进行 判定 或 求解 。 

@ NP 类 问题 可 以 用 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 来 检查 和 验证 它 的 解 。 

如 果 问 题 贡 属于 己 类 , 则 存在 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 , 来 对 它 进行 判定 或 求解 。 
显然 ， 对 这 样 的 问题 I ， 也 可 以 构造 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 来 验证 它 的 解 的 正确 
性 。 因 此 ， 开 也 属于 NP 类 问题 。 由 此 ，IeP， 必 然 有 HeNP。 所 以 ，Pc NMP。 

反之 ， 如 果 问 题 贡 属于 NP 类 问题 ， 只 能 说 明 存 在 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 来 检 
查 和 验证 它 的 解 ， 但 是 不 一 定 能 够 构造 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 来 对 它 进行 求解 或 
判定 。 因 此 ， 开 不 一 定 属于 书 类 问题 。 于 是 ， 人 们 猜测 NPP。 但是， 这 个 不 等 式 是 成 立 
还 是 不 成 立 ， 至 今 还 没有 得 到 证 明 。 


12.2 NP 完全 问题 


NP 完全 问题 是 NP 判定 问题 中 的 一 个 子 类 。 对 这 个 子 类 中 的 一 个 问题 ， 如 果 能 够 证 明 
用 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 来 进行 求解 或 判定 ,那么 NP 中 的 所 有 问题 都 可 以 通过 多 项 式 的 
确定 性 算法 来 进行 求解 或 判定 。 因 此 ， 如 果 对 这 个 子 类 中 的 任何 一 个 问题 ， 能 够 找到 或 者 
能 够 证 明 存 在 着 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 那 么 就 有 可 能 证 明 NP=P 。 


12.2.1 NP 完全 问题 的 定义 


定义 12.6 令 荆 是 一 个 判定 问题 如果 对 NP 中 的 每 一 个 问题 H'e NP， 有 I'x, I ， 
就 说 判定 问题 二 是 一 个 NP 难题 。 

定义 12.7 令 开 是 一 个 判定 问题 ， 如 果 : 

(1) HeNP; 

(2) 对 NP 中 的 所 有 问题 He NP， 都 有 I <， II ; 
则 称 判 定 问题 工 是 NP 完全 的 。 

因此 ,如 果 苹 是 NP 完全 问题 ,而 HI' 是 NP 难题 ,那么 它们 之 间 的 差别 在 于 了 必定 在 NP 
类 中 ， 而 开 ' 不 一 定 在 NP 类 中 。 有 时 把 NP 完全 问题 记 为 NPC 。 

定理 12.3 令 开 、I 和 IH" 是 3 个 判定 问题 ， 若 满足 HI" x IT 及 IT'xw, II， 则 有 
II cpI。 
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证 明 ”假定 问题 HI" 的 实例 了 "由 n 个 符号 组 成 。 因 为 HI" < II ， 所 以 ， 存 在 一 个 确定 
性 算法 4 ， 它 可 以 用 多 项 式 p(n) 的 时 间 ， 把 问题 HI" 的 实例 7" 转换 为 问题 HI' 的 实例 也， 
使 得 1" 的 答案 为 yes， 当 且 仅 当 了 ' 的 答案 是 yes。 如 果 对 某 个 正 整 数 c。>0， 算 法 4" 在 每 一 
步 的 输出 ， 最 多 可 以 输出 c 个 符号 ， 则 算法 4" 的 输出 规模 最 多 不 会 超过 c p(n) 个 符号 ， 它 
们 组 成 了 问题 HI' 的 实例 T。 因 为 Ix, HI， 所以， 存在 一 个 确定 性 算法 4 ， 以 多 项 式 
g (cp(n)) 的 时 间 ， 把 问题 I' 的 实例 7 转换 为 问题 工 的 实例 IT， 使 得 7' 的 答案 是 yes， 当 
且 仅 当 7 的 答案 是 yes。 令 算法 4 是 把 算法 4" 和 算法 4' 合 并 起 来 的 算法 ， 则 算法 4 也 是 一 
个 确定 性 的 算法 , 并 且 以 多 项 式 时间 r(n)=g(cp(n)), 把 问题 I" 的 实例 7" 转换 为 问题 I 
的 实例 I， 使 得 1" 的 答案 为 yes， 当 且 仅 当 了 的 答案 是 yes。 由 此 得 出 ，I1" 以 多 项 式 时 间 
归 约 于 ， 即 HI" xp I。 

这 个 定理 表明 : 归 约 关系 x， 是 传递 的 。 

定理 12.4 令 工 和 IT' 是 NP 中 的 两 个 问题 , 使 得 Hx, HI。 如 果 II' 是 NP 完全 的 ， 则 
工 也 是 NP 完全 的 。 

证 明 ”因为 HI 是 NP 完全 的 ， 令 II" 是 NP 中 任意 一 个 问题 , 则 有 II" wx, II :因为 
IT xp 11， 根据 定理 12.3， 有 II wj HI。 因为 HeNP， 并 且 I" 在 NP 中 是 任意 的 ， 根 据 
定义 12.7， 开 是 NP 完 全 的 。 

根据 定理 12.4， 为 了 证 明 问 题 工 是 NP 完 全 的 ， 只 要 证 明 

(1) IleNP; 

(2) 存在 一 个 NXP 完全 问题 II' ， 使 得 II' x, II 。 

例 12.4 已 知 哈密 尔 顿 回 路 问题 HAMILTONIAN CYCLE 是 一 个 NP 完全 问题 ， 证 明 
货 郎 担 问题 TRAVELING SALESMAN 也 是 一 个 NP 完全 问题 。 

哈密 尔 顿 回路 问题 的 提 法 是 :给 定 无 向 图 G=(V,E)， 是 否 存 在 一 条 
每 个 顶点 在 回路 中 出 现 一 次 且 仅 一 次 。 

货 郎 担 问题 的 提 法 是 : 给 定 n 个 城市 和 最 短 距离 1， 是 否 存 在 从 某 个 城市 出 发 ,经 过 每 
个 城市 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 回 到 出 发 城市 且 距 离 小 于 或 等 于 7 的 路 线 。 

首先 ， 证 明 货 郎 担 问 题 是 一 个 NP 问题 。 这 在 例 12.2 中 已 经 说 明 。 

其 次 ， 证 明 哈密 尔 顿 回路 问题 可 以 用 多 项 式 时 间 归 约 为 货 郎 担 问题 ， 即 

HAMILTONIAN CYCLE x, TRAVELING SALESMAN 

令 G=(V,E) 是 HAMILTONIAN CYCLE 问题 的 任 一 实例 ，|V|=n。 构 造 一 个 赋 权 图 
G'=(V',E') ， 使 得 =V'，E'={(u,v)lu.veV}， 并 对 E' 中 的 每 一 条 边 (u,v) 赋 予 如 下 的 
长 度 : 


El 


路 ， 使 得 图 中 


| 下 (12.2.1) 
n (uv)¢eE 

同时 ， 令 1=n 。 这 个 构造 可 以 由 一 个 算法 在 多 项 式 时 间 内 完成 。 下 面 证 明 G 中 包含 一 条 哈 
密 尔 顿 回路 ， 当 且 仅 当 G' 中 存在 一 条 经 过 各 个 顶点 一 次 ， 且 全 长 不 超过 1=n 的 路 径 。 


(1) G 中 包含 一 条 哈密 尔 顿 回路 ， 设 这 条 回路 是 v,v,,…,v,,v1， 则 这 条 回路 也 是 G' 
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中 一 条 经 过 各 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 ， 根 据 式 〈12.2.1) ， 这 条 回路 长 度 为 了?， 因 此 ， 
这 条 路 径 满足 货 郎 担 问题 。 

(2) G' 中 存在 一 条 满足 货 郎 担 问题 的 路 径 ， 则 这 条 路 径 经 过 G 中 各 个 顶点 一 次 且 仅 
一 次 ， 最 后 回 到 起 始 出 发 顶点 ， 因 此 它 是 一 条 哈密 尔 顿 回路 。 

综 上 所 述 , 关系 HAMILTONIAN CYCLE <，TRAVELING SALESMAN 成 立 . 所 以 ， 
TRAVELING SALESMAN 问题 也 是 一 个 NP 完全 问题 。 


12.2.2 几 个 典型 的 NP 完全 问题 


下 面 讨论 几 个 著名 的 NP 完全 问题 。 
1， 可 满足 性 问题 (SATISFIABILITY ) 


设 布尔 表达 式 f 是 一 个 合 取 范式 (Conjunction Normal Form，CNF) ， 它 是 由 若干 个 
析 取 子 句 的 合 取 构成 的 ， 而 这 些 析 取 子 句 又 是 由 若干 个 文字 的 析 取 组 成 ， 文 字 则 是 布尔 变 
元 或 布尔 变 元 的 否定 。 把 前 者 称 为 正文 字 ， 后 者 称 为 负 文 字 。 例 如 ，x 是 布尔 变 元 , 则 x 是 
正文 字 ，x 的 否定 -w 是 负 文字 。 负 文字 有 时 也 表达 为 x。 下 面 的 例子 是 一 个 合 取 范式 : 

f=(xy Vx3VXs) A(X VXs Vx4 Vxs) A(x2 Vxs vx4a) 

如 果 对 其 相应 的 布尔 变量 赋值 ， 使 了 的 真 值 为 真 ， 就 说 布尔 表达 式 了 是 可 满足 的 。 例 
如 ， 在 上 式 中 ， 如 果 xi 、x4 和 xs 为 真 ， 则 表达 式 了 为 真 。 因此， 这 个 式 子 是 可 满足 的 。 

可 满足 性 问题 的 提 法 是 : 


判定 问题 ，SATISFIABILITY 

输入 : CNF 布尔 表达 式 f 

问题 ， 对 布尔 表达 式 £ 中 的 布尔 变量 赋值 , 是 否 可 使 £ 的 真 值 为 真 

定理 12.5 ”可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 。 

证 明 很 明显 ， 对 任意 给 定 的 布尔 表达 式 f ， 容 易 构 造 一 个 确定 性 的 算法 ， 以 多 项 式 
的 时 间 ， 对 表达 式 中 的 布尔 变量 的 0、1 赋值 ， 来 验证 布尔 表达 式 了 的 真 值 。 因 此 ， 可 满足 
性 问题 SATISFIABILITY < NP 。 

为 了 证 明 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 ， 必 须 证 明 对 任意 给 定 的 问题 
TeNP， 都 有 I x, SATISFIABILITY。 

因为 IeNP， 所 以 ， 存 在 着 一 个 解 问 题 开 的 多 项 式 时 间 的 非 确定 性 算法 4。 因 此 ， 可 
以 用 合 取 范式 的 形式 构造 一 个 布尔 表达 式 / ， 来 模拟 算法 4 对 实例 7 的 计算 ,使 得 了 的 真 
值 为 真 ， 当 且 仅 当 问 题 二 的 非 确定 性 算法 4 对 实例 7 的 答案 为 yes。 设 实例 了 的 规模 为 n ， 
因为 4 可 在 多 项 式 时 间 p(n) 内 完成 ， 对 某 个 整数 c> 0， 它 最 多 可 执行 的 动作 为 cp(m) 个 ， 
所 以 , 可 以 用 O(cp(n))=0O(q(n)) 的 时 间 来 构造 布尔 表达 式 f 。 其 中 ，g(n) 是 某 个 多 项 
式 。 因 此 ， 有 IIx SATISFIABILITY。 

综 上 所 述 ， 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 。 

定理 12.5 称 为 Cook 定理 。 在 定理 的 证 明 中 ， 如 何 用 合 取 范 式 的 形式 构造 一 个 布尔 表 
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达 式 / ， 来 模拟 算法 4 对 实例 了 的 计算 ， 留 待 后 面 叙述 。 这 个 定理 具有 很 重要 的 作用 ， 因 
为 它 给 出 了 第 1 个 NP 完全 问题 ， 使 得 对 任何 问题 工 ， 只 要 能 够 证 明 工 e NP， 并 且 
SATISFIABILITY x II， 那 么 开 就 是 NP 完全 的 。 所 以 ， 以 SATISFIABILITY 的 NP 完全 性 
为 基础 ， 很 快 又 证 明了 很 多 其 他 的 NP 完全 问题 ， 逐 渐 地 产生 了 一 棵 以 SATISFIABILITY 为 
根 的 NP 完 全 树 。 这 棵 树 的 一 小 部 分 如 图 12.1 所 示 , 其 中 每 一 个 结 点 表示 一 个 NP 完全 问题 ， 
该 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 里 ， 转 换 为 它 的 任 一 儿子 结 点 所 表示 的 问题 。 


图 12.1 部 分 的 NP 完全 问题 树 


2. 三 元 可 满足 性 问题 (3_SATISFIABILITY ) 


在 合 取 范 式 中 ， 如 果 每 个 析 取 子 句 恰好 由 3 个 文字 组 成 ， 则 称 为 三 元 合 取 范式 或 三 元 
CNF 范式 。 三 元 合 取 范式 的 可 满足 性 问题 3 SATISFIABILITY 的 提 法 是 : 
判定 问题 ，3_SATISFIABILITY 
输入 : 三 元 合 取 范 式 f 
问题 ， 对 布尔 表达 式 £ 中 的 布尔 变量 赋值 ,是否 可 使 £ 的 真 值 为 真 
显然 , 三 元 合 取 范式 是 合 取 范式 的 一 种 特殊 情况 , 而 合 取 范 式 的 可 满足 性 问题 属于 NP 
问题 所 以 , 三 元 合 取 范式 的 可 满足 性 问题 也 属于 NP 问题 。 为 了 证 明 三 元 合 取 范 式 的 可 满 
足 性 问题 是 NP 完全 的 ， 只 要 证 明 下 面 关 系 成 立 : 
SATISFIABILITY < 3_SATISFIABILITY 
为 了 把 SATISFIABILITY 问题 归 约 为 3_SATISFIABILITY 问题 ,给 定 SATISFIABILITY 
的 一 个 实例 /= cl 和 cz 人 …Acm， 它 有 m 个 析 取 子 句 c; (1<i<m) 和 nn 个 命题 变 元 x (1< 
J<n)。 构 造 一 个 新 的 合 取 范 式 开 ,使 得 F 的 每 个 析 取 子 句 都 由 3 个 文字 组 成 ,并且 F 导 。 
这 只 要 把 了 的 每 个 析 取 子 句 c;， 分 别 变换 为 等 价 的 子 句 集合 ， 并 使 每 个 子 句 都 由 3 个 文字 
组 成 即 可 。 由 此 ， 对 每 个 c;， 考 虑 下 面 3 种 情况 : 
(1) ci 刚好 有 3 个 文字 ， 则 c; 不 变 。 
(2) ci 只 有 2 个 文字 ， 假 定 c =(x4 vx)，1<k,1<n, 并 且 k#1, 对 1<s<7m， 
sx 有 sx1 作 如 下 的 恒 等 变换 : 
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(XE VAXI) OXE VX VX, Axs) 
人 (xzxkvalvax)ACrvzyvxs) 
车 ci 只 有 1 个 文字 ， 假 定 c; =xi;， 同 理 可 得 : 
x OKVEVINATVEVAIAEV I VD A EVA vex) 

(3) ct 有 3 个 以 上 文字 , 假定 c =(xjyvVxs…vxk)，3<k<n, 则 可 把 cj 变换 为 由 大 -2 

个 子 句 组 成 的 三 元 合 取 范 式 Ci : 
Ci =(m Vx VPAXI VP VI) NX VP VI) ANAK V XE V yk) 

然后 证 明 e 可 满足 ， 当 且 仅 当 C; 可 满足 。 其 中 ，y1,y,…, yi_; 是 新 增加 的 命题 变 元 。 

必要 性 : 若 ci 可 满足 , 即 可 使 c; =(m vx，…v xXx) 为 真 , 则 在 c; 中 ,至少 有 一 个 文字 x 
取 值 为 真 ，1< 1<k。 而 

Gi=H VR VA VI VI AANA V D3V 2) 人 
人 Cr Vyra V PLD A vy V PDASA(XELYV Xk vyk3) 

因此 ,对 所 有 的 s，1<s<1-2, 令 y, 为 真 : 对 所 有 的 1，1-2<1< 上 -3， 令 多 为 假 。 则 Ci 
为 真 。 

充分 性 : 若 Ci 可 满足 ， 这 时 可 分 成 3 种 情况 : 

(1) y 为 假 :， 因为 Cj; 为 真 ， 所 以 ，xj vx 为 真 ， 则 c; 也 为 真 。 

(2) yi 为 真 : 因为 Cj; 为 真 ， 所 以 ， x vxi 为 真 ， 则 c; 也 为 真 。 

(3) yy 为 真 ， 且 yi 为 假 ， 因 为 Ci 为 真 ， 必 有 : 

zavJiv 力 为 真 
x4 Vy2Vy3 为 真 


Xk-3 Vyis Vyk4 为 真 
Xk-2 vJka4 V yk-3 为 真 
如 果 x3 vx4v…v xi_z 为 假 ， 将 导致 y, 为 真 ， 由 此 导致 y, 为 真 ， 最 后 导致 yi_4 为 真 ， 
且 y， ,也 为 真 ， 产 生 了 矛盾 。 所 以 ， 只 有 xs vx4 v…vxk ;为 真 。 则 ci 为 真 。 
由 此 ，/ 的 每 个 析 取 子 句 ci 都 可 以 恒 等 变 换 为 等 价 的 子 句 集合 ， 并 使 每 个 子 句 都 由 3 
个 文字 组 成 。 显 然 ， 每 个 子 句 的 变换 均 可 在 O(z) 时 间 内 完成 ， 则 把 了 变换 为 下 ， 可 在 
O(mn) 时 间 内 完成 ， 从 而 可 在 多 项 式 时 间 内 ， 把 SATISFIABILITY 问题 归 约 为 
3_SATISFIABILITY 问题 ， 由 此 ，3_SATISFIABILITY 问题 是 NP 完全 问题 。 
3. 图 的 着 色 问 题 (COLORING ) 
给 定 无 向 图 G=(V,E)， 用 种 颜色 为 V 中 的 每 一 个 顶点 分 配 一 种 颜色 ， 使 得 不 会 有 两 
个 相 邻 顶点 具有 同一 种 颜色 。 此 问题 称 为 图 的 着 色 问 题 COLORING。 图 着 色 问 题 的 提 法 是 : 
判定 问题 : COLORING 


输入 : 无 向 图 G= (V,E) , 正 整 数 k>1 
问题 : 是 否 可 用 k 种 颜色 为 图 G 着 色 
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假定 图 G 有 nn 个 顶点 。 显然 ， 可 以 在 线性 时 间 内 ， 用 种 颜色 为 V 中 的 每 个 顶点 着 色 ， 
并 假定 它 就 是 问题 的 解 ， 然 后 ， 在 多 项 式 时间 内 验证 该 着 色 是 否 就 是 问题 的 解 。 因 此 ， 图 
的 着 色 问 题 是 NP 问题 。 这 样 ， 只 要 证 明 可 在 多 项 式 时 间 内 ， 把 3_SATISFIABILITY 问题 
归 约 为 COLORING 问题 ， 则 图 的 着 色 问 题 COLORING 就 是 NP 完全 问题 。 

为 此 ， 给 定 3_SATISFIABILITY 的 一 个 实例 /= cl ^cz 人-…Acm， 它 具有 m 个 三 元 析 
取 子 句 c;，1<i<m，n 个 布尔 变量 x ,x,,…,x,， 且 n>4。 构 造 图 G=(V,E)， 使 得 顶点 
集 矿 为 : 


LE 
其 中 ，y; 是 新 增加 的 辅助 变 元 。 对 所 有 的 1<ij<n，1<k<m， 使 边 集 E 为 
E={(x%,x)U {x iz U {iz# 7 U 
{yp Nz U {cls ¢c}U {rc ) hn eo} 
显然 ， 可 以 在 多 项 式 时 间 内 完成 图 G 的 构造 。 下 面 只 要 证 明 : 三 元 合 取 范式 可 满足 ， 当 
且 仅 当 图 G 可 着 色 。 
必要 性 : 首先 ， 考察 边 集 {(y;, yj)lizj)}。 显然 ， 对 所 有 的 1<i<n，y; 构 成 图 G 的 
一 个 完全 子 图 ， 则 六 和) 不 能 为 同一 种 颜色 。 若 令 顶 点 y 的 颜色 为 1， 则 由 yy 构成 的 完全 
子 图 可 着 色 。 其 次 ， 考察 边 集 {(xj,yi)| i 让 及 边 集 { (xj,ypi)| i 了 }， 则 yi 和 xj、 pi 和 xj 
不 能 为 同一 种 颜色 。 若 令 顶 点 x 的 颜色 为 i 或 n+1， 则 由 x; 和 yi 构成 的 导出 子 图 可 着 色 。 
同 理 ， 若 令 顶 点 的 颜色 为 i 或 n+1， 则 由 x; 和 yy; 构成 的 导出 子 图 可 着 色 。 再 次 ， 考 察 边 
集 {(%, 亏 )} ， 则 和 友 不 能 为 同一 种 颜色 。 如 果 令 x 和 翅 中 ， 一 个 顶点 的 颜色 为 i ， 另 一 
个 顶点 的 颜色 为 n+1， 则 由 x 、 元 和 构成 的 导出 子 图 可 着 色 。 最 后 ， 考 察 边 集 
{(xi, ck)|xi Eck} 和 边 集 {(Xi, ck)|xi gck}， 因 为 每 个 co。(1<k<m) ， 都 包含 3 个 命题 变 
元 或 命题 变 元 的 否定 ， 而 n>4， 因 此 ， 每 个 ci 至 少 与 一 对 顶点 x 及 Xi 相连 接 ， 从 而 每 个 
顶点 ck 的 颜色 都 不 能 为 n+1。 如果 三 元 合 取 范式 了 可 满足 , 则 它 的 每 个 三 元 析 取 子 句 ci 都 
可 满足 。 令 ck 为 : 


Ck =UyV UsV Ur 

其 中 ，4w 为 x 或 X+，1<k<m，1<7,s, 1<n， 则 w 可 能 是 正文 字 或 负 文 字 。 因 为 ci 为 真 ， 
在 wus,u 中 ， 必 定 有 一 个 为 真 ， 假定 wu 为 真 ， 亦 即 weci， 则 边 
(ret 人 ai， CR) xi Eck}， 并 且 (ui,ck)e {(xis Ce)lx; ect}。 因 此 ， 令 ci 的 颜色 为 >， 可 
使 与 边 集 {(xi, cp)|xi gck}、{(xis ek)|xi gek} 相关 联 的 顶点 可 着 色 ， 从 而 图 G 可 着 色 。 

充分 性 : 若 图 G 可 着 色 ， 则 与 边 集 {(xj, cb)lzi gck}、{(xi, ebxiecry 相 关联 的 顶点 
可 着 色 。 根 据 上 面 的 讨论 ， 对 所 有 的 ，1<k<m， 存 在 着 +r，1<r<n， 使 得 ci 的 颜色 值 
就 是 z 的 颜色 值 >。 只 要 zx 的 真 值 为 真 ，cx 的 真 值 就 为 真 ， 而 三 元 合 取 范 式 了 也 为 真 。 而 
u; 可 能 是 x, 或 xwr ， 根 据 上 面 第 3 个 考察 对 所 有 的 r+，x, 和 x; 不 能 为 同一 种 颜色 。 因 此 ， 
x; 和 xr 中 ， 必 有 一 个 颜色 值 为 >， 另 一 个 颜色 值 为 n+1， 而 cx 的 颜色 值 不 可 能 为 n+1。 这 
意味 着 ， 在 三 元 合 取 范 式 了 中 ， 使 所 有 cx 取 值 为 真 的 所 有 的 xy 和 xr 不 能 发 生 矛 盾 。 所 以 ， 
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三 元 合 取 范 式 了 是 可 满足 的 。 
由 此 , 3_SATISFIABILITY x，COLORING。 所 以 , 图 着 色 问 题 COLORING 是 NP 完 


全 的 。 
4. 团 问题 ( CLIQUE ) 


给 定 一 个 无 向 图 G=(V,E) 和 一 个 正 整 数 ，G 中 具有 个 顶点 的 完全 子 图 , 称 为 G 的 
大 小 为 的 团 。 团 判定 问题 的 提 法 是 : 


判定 问题 ， cLIQUE 
输入 : 无 向 图 G, 正 整数 k 
问题 : G 中 是 否 包 含有 大 小 为 k 的 团 


显然 ， 可 在 推测 阶段 用 多 项 式 时 间 推 测 图 G 的 一 个 个 顶点 的 导出 子 图， 假定 它 是 问 
题 的 解 ， 并 在 验证 阶段 用 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 ， 验 证 这 个 导出 子 图 是 一 个 大 小 为 
的 团 。 因 此 ， 团 问题 CLIQUE 是 NP 问题 。 

为 了 证 明 团 问 题 是 NP 完全 的 ， 只 要 证 明 下 面 关系 成 立 : 

SATISFIABILITY < CLIQUE 

为 了 把 SATISFIABILITY 问题 归 约 为 CLIQUE 问题 , 给 定 SATISFIABILITY 的 一 个 实 
例 f=clAcs 和信 …Acm， 它 具有 m 个 析 取 子 句 (c;，1<i<m) 和 7 个 布尔 变量 zxa，…,xn。 
构造 图 G=(V,E)， 使 得 VV 中 的 一 个 顶点 对 应 于 了 中 出 现 的 一 个 文字 ， 而 边 集 E 由 下 面 的 
关系 给 出 : 


EE={(xi,xj)|x; 和 xz) 不 在 同一 子 句 中 ， 并 且 x x)} 
例如 ，SATISFIABILITY 的 实例 是 : 
. =(xzvyvz)A(yv =)A(zvyv z) 
由 上 述 布 尔 公式 所 构造 的 图 G 如 图 12.2 所 示 ，8 个 顶点 对 应 于 公式 中 8 个 出 现 的 文字 。 显 
然 ， 按照 这 种 方法 , 可 以 用 多 项 式 时 间 为 SATISFIABILITY 的 实例 构造 所 对 应 的 图 。 因此 ， 
车 /有 m 个 析 取 子 句 c;， 只 要 证 明了 是 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 G 中 有 一 个 大 小 为 m 的 团 。 其 
证 明 如 下 : 
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必要 性 : 车/ 是 可 满足 的 ，J 的 m 个 析 取 子 句 的 真 值 均 为 真 ， 因 此 ， 在 每 一 个 析 取 子 
名 ci 中， 至 少 有 一 个 文字 总 取 值 为 真 。 从 每 一 个 析 取 子 句 中 ， 取 一 个 真 值 为 真 的 文字 ， 则 
共 可 取出 m 个 真 值 为 真 的 文字 x ,x,,…,x ,并 且 满 足 x; xj ,它们 对 应 于 图 G 中 m 个 顶点 。 
根据 图 G 的 构造 ， 对 1<i,j<m，ij， 边 (xi,xj)eE。 因 此 ，G 中 这 m 个 顶点 构成 了 一 
个 大 小 为 m 的 完全 子 图 ， 它 即 为 G 中 一 个 大 小 为 m 的 团 。 

充分 性 : 若 G 中 存在 一 个 大 小 为 m 的 团 ， 则 必 有 一 个 大 小 为 m 的 完全 子 图 。 假 设 这 个 
子 图 的 m 个 顶点 对 应 于 文字 x,x,,…,xm， 并 且 对 1<ij<m， i j， 有 边 (xi,xj)eE。 根 
据 图 G 的 构造 ,x 与 xj 不 同属 一 个 子 句 , 并 且 满 足 x; xj， 则 xxa,…,zm 分 属于 三 的 mm 个 
子 句 ， 并 且 不 会 同时 出 现 同 一 布尔 变 元 的 正 负 文字 。 因 此 ， 只 要 使 x ,xs,…,xm 分 别 取 真 值 
为 真 ， 则 了 的 真 值 为 真 。 因 此 ，/ 是 可 满足 的 。 

综 上 所 述 ， 有 SATISFIABILITY x。CLIQUE。 所 以 , 团 问题 CLIQUE 是 NP 完全 的 。 


5. 顶点 覆盖 问题 (VERTEX COVER ) 


给 定 一 个 无 向 图 G=(V,E) 和 一 个 正 整 数 k， 若 存在 V'cV ，|V'|=k， 使 得 对 任意 的 
(u,v)eE, 都 有 ueV' 或 veV'， 则 称 六 为 图 G 的 一 个 大 小 为 的 顶点 覆盖 。 顶 点 覆盖 问题 
的 提 法 是 : 

判定 问题 : VERTEX COVER 

输入 : 无 向 图 G= (V,E) , 正 整数 k 

问题 : G 中 是 否 存在 一 个 大 小 为 k 的 项 点 覆盖 


对 给 定 的 无 向 图 G=(V,E)， 若 顶点 集 V'cV 是 图 G 的 一 个 大 小 为 的 顶点 覆盖 ， 则 
可 以 构造 一 个 确定 性 的 算法 ， 以 多 项 式 的 时 间 验 证 |V'|=k， 及 对 所 有 的 (u,v)eE， 是 否 有 
ueV' 或 veV'。 因 此 ， 顶 点 覆盖 问题 是 一 个 NP 问题 。 

因为 团 问题 CLIQUE 是 NP 完 全 的 。 若 团 问 题 CLIQUE 归 约 于 顶点 覆盖 问题 VERTEX 
COVER, 即 CLIQUE < VERTEX COVER, 则 顶点 覆盖 问题 VERTEX COVER 就 是 NP 完 
全 的 。 

可 以 利用 无 向 图 的 补 图 来 说 明 这 个 问题 。 若 无 向 图 G=(V,E)， 则 G 的 补 图 G=(V,E)。 
其 中 ，E={(w,v)|(u,v)gE}。 例 如 ， 图 12.3 (b) 是 图 12.3 (a) 的 补 图 。 在 图 12.3 (a) 中 ， 
有 一 个 大 小 为 3 的 团 {ux,y}; 在 图 12.3 (b) 中 ， 则 有 一 个 大 小 为 2 的 顶点 覆盖 {v,w} 。 
显然 ， 可 在 多 项 式 时 间 里 构造 图 G 的 补 图 G 。 因 此 ， 只 要 证 明 图 G=(V,E) 有 一 个 大 小 为 


I7|-k 的 团 ， 当 且 仅 当 它 的 补 图 G 有 一 个 大 小 为 的 项 点 覆盖 。 
Co Q) 
© 
© Q) 
(a) 


图 12.3 无 向 图 及 其 补 图 


i 
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必要 性 :如果 G 中 有 一 个 大 小 为 |7|-k 的 团 ， 则 它 具 有 一 个 大 小 为 |7|-k 个 顶点 的 完 
全 子 图 ， 令 这 |V|-k 个 顶点 集合 为 V'。 令 (u,v) 是 EE 中 的 任意 一 条 边 ， 则 (uv)gE。 所 以 
(u,v) 中 必 有 一 个 顶点 不 属于 WV" ， 即 (u,v) 中 必 有 一 个 顶点 属于 VV'"， 也 就 是 边 (w,v) 被 
VV' 覆 盖 。 因 为 (uv) 是 EE 中 的 任意 一 条 边 , 因此 , E 中 的 边 都 被 廊 -V' 覆盖 。 所 以 ,VV 
是 GG 的 一 个 大 小 为 IF-V'|=k 的 项 点 覆盖 。 

充分 性 :如 果 G 有 一 个 大 小 为 的 顶点 覆盖 ， 令 这 个 顶点 覆盖 为 V*，(wu,v) 是 E 中 的 
任意 一 条 边 , 则 uw 和 v 中 至 少 有 一 个 顶点 属于 V'。 因 此 , 对 任意 的 顶点 zx 及 v，, 若 u eV -VV'， 
并 且 veV-V'， 则 必然 有 (u,v)eE， 即 VV-V' 是 G 中 一 个 大 小 为 |V|-k 的 团 。 

综 上 所 述 ， 团 问题 CLIQUE 归 约 于 顶点 覆盖 问题 VERTEX COVER, 即 CLIQUE x， 
VERTEX COVER。 所 以 ， 顶 点 覆盖 问题 VERTEX COVER 是 NP 完全 的 。 


12.2.3 ”其 他 NP 完全 问题 


下 面 是 另外 一 些 NP 完全 问题 : 

(1) 三 着 色 问 题 3 COLORING: 给 定 无 向 图 G=(V,E), 是 否 可 用 3 种 颜色 来 为 图 G 
着 色 ， 使 得 图 中 不 会 有 两 个 邻接 顶点 具有 同一 种 颜色 。 

(2) 独立 集 问题 INDEPENDENT SET: 给 定 无 向 图 G=(V,E)， 是 否 存在 一 个 大 小 为 
的 独立 集 5。 其中，S cV 。 若 S 中 任意 两 个 顶点 都 不 互相 邻接 , 则 称 S 是 图 G 的 独立 集 。 

(3) 哈密 尔 顿 回路 问题 HAMILTONIAN CYCLE: 给 定 无 向 图 G=(V,E)， 是 否 存 在 
一 条 简单 回路 ， 使 得 每 个 顶点 经 过 一 次 且 仅 一 次 。 

(4) 划分 问题 PARTITION: 给 定 一 个 具有 7 个 整数 的 集合 8S ， 是 否 能 把 8 划分 成 两 
个 子 集 S1 和 Ss,， 使 得 Si 中 的 整数 之 和 等 于 5s, 中 的 整数 之 和 。 

(5) 子 集 求 和 问题 SUBSET SUM: 给 定 整数 集 $ 和 整数 :， 是 否 存在 S 的 一 个 子 集 
Tc5S， 使 得 7 中 的 整数 之 和 为 1 。 

(6) 装 箱 问 题 BIN PACKING: 给 定 大 小 为 s,s,,…,s, 的 物体 ， 箱 子 的 容量 为 C， 以 
及 一 个 正 整 数 k， 是 否 能 够 用 上 个 箱子 来 装 这 个 物体 。 

(7) 集合 覆盖 问题 SET COVER: 给 定 集 合 S 和 由 5 的 子 集 构成 的 集 类 A， 以 及 1 和 
| 之 间 的 整数 ， 在 入 中 是 否 存在 个 元 素 ， 它 们 的 广义 并 为 S 。 

(8) 多 处 理 器 调度 问题 MULTIPROCESSOR SCHEDULING: 给 定 m 个 性 能 相同 的 处 
理 器 ，n 个 作业 ,了 ,…,J，,， 每 个 作业 的 运行 时 间 #,ty,…,t， 以 及 时 间 T ， 是 否 可 以 调 
度 这 m 个 处 理 器 ， 使 得 它们 最 多 在 时 间 了 里 完成 这 个 作业 。 


12.3 co_NP 类 和 NPI 类 问题 


定义 12.8 ”co_NP 类 问题 是 由 一 些 NP 类 问题 的 补 组 成 的 。 
有 些 NP 类 问题 ， 它 们 的 补 可 能 不 属于 NP ， 由 这 些 NP 类 问题 的 补 组 成 了 co_ NP 类 。 
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例如 ， 哈 密 尔 顿 回 路 问题 HAMILTONIAN CYCLE 的 补 是 : 给 定 图 G=(V,E)， 是 否 
不 存在 一 条 每 个 顶点 只 经 过 一 次 且 仅 一 次 的 回路 。 这 个 问题 的 解 ， 可 能 需要 花费 (n-1)! 时 
间 ， 对 所 有 (z-1)! 种 可 能 性 进行 判断 。 因 此 ， 有 理由 猜想 ， 可 能 不 存在 一 个 非 确定 性 的 算 
法 ， 可 以 用 多 项 式 的 时 间 ， 而 不 是 用 (z-1)! 时 间 来 解 这 个 问题 。 所 以 ， 哈 密 尔 顿 回路 问题 
的 补 可 能 不 属于 NP， 而 把 它 归 类 于 co_ NP 。 

可 满足 性 问题 的 补 是 : 给 定 一 个 布尔 公式 ， 是 否 对 公式 中 的 个 布尔 变量 的 真 值 赋 
值 ， 都 不 能 使 公式 了 的 真 值 为 真 ， 即 公式 了 是 不 可 满足 的 。 同 样 ， 解 可 满足 性 问题 的 补 ， 
可 能 需要 对 个 布尔 变量 的 2” 种 可 能 的 赋值 进行 判断 ， 因 此 ， 也 可 能 不 存在 一 个 非 确定 性 
的 算法 ， 可 以 用 多 项 式 的 时 间 ， 而 不 是 用 2” 时 间 来 解 这 个 问题 。 因 此 ， 可 满足 性 问题 的 补 
可 能 不 属于 NP， 而 把 它 归 类 于 co_ NP 。 

由 此 ， 人 们 提出 了 第 2 个 猜想 : co_NP*NP。 

类 似 于 NP 完全 问题 ，co _NP 完全 问题 的 定义 如 下 : 

定义 12.9 令 荆 是 一 个 判定 问题 ， 如 果 

(1) Ileco_NP; 

(2) 对 所 有 的 I'esco_NP， 都 有 II ,II ; 

则 问题 二 对 co_ NP 是 完全 的 。 

定理 12.6 ”问题 工 是 NP 完全 的 ， 当 且 仅 当 卫 的 补 五 对 co_NP 是 完全 的 。 

证 明 必要 性 : 若 问 题 工 是 NP 完全 的 , 则 Te NP，, 并 且 对 NXP 中 的 所 有 问题 II es NP， 
都 有 IT' < I。 令 开 和 了 T 分 别 是 二 和 IT' 的 补 , 因此 ,Ieco_NP，, 并 且 IT eco_NP。 因 
为 HI'x, I， 所 以 , 存在 一 个 确定 性 算法 4， 以 多 项 式 时间 把 1' 归 约 为 工 ， 则 算法 4 同样 
可 以 用 多 项 式 时 间 ， 把 本 归 约 为 五 。 因 此 ，IT x, 二。 所 以 ， 开 对 co_NP 是 完全 的 。 

充分 性 :证明 同上 。 

因为 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 ， 因 此 ， 根 据 定理 12.6， 它 的 补 对 
co _NP 是 完全 的 。SATISFIABILITY 的 实例 是 布尔 表达 式 /， 它 是 由 如 下 若干 个 析 取 子 句 
的 合 取 范式 CNF 构成 的 : 


=cli 和 cz NACE 
其 中 ， 对 所 有 的 i，1< i<k， 析 取 子 句 c; 由 如 下 形式 的 若干 个 文字 的 析 取 组 成 ; 
ci=(mavx2v…Vxm) 
由 合 取 范式 CNF 构成 的 布尔 表达 式 了 的 否定 ， 是 如 下 形式 的 析 取 范式 (Disjunctive Normal 
Form, DNF) : 


J =(ciA 人 cz 人 -Ack)=(clvczv--Vvck) 
它 是 由 若干 个 合 取 子 句 ci 的 析 取 组 成 的 。 其 中 ， 合 取 子 句 ci 的 形式 为 : 
ci=Onvxav vim)=(xAxaA-Axm) 
j 是 不 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 CNF 范式 了 的 否定 是 永 真 tautology) 的 ; 而 CNF 范式 了 的 
否定 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 DNF 范式 了 是 永 真 的 。 因 此 ， 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 
的 补 对 应 于 一 个 永 真 问题 。 永 真 问题 可 表示 为 : 
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判定 问题 : TAUTOLOGY 
输入 : DNEF 布尔 表达 式 工 
问题 ，£ 是 否 永 真 


因为 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 ， 所 以 ， 永 真 问题 TAUTOLOGY 对 
co _NP 是 完全 的 。 

在 NP 中 ， 有 些 问题 的 补 也 有 可 能 是 属于 NP 的 。 例 如 ， 下 面 的 素数 问题 PRIME: 
判定 问题 ，PRIME 

输入 : 整数 k>2 

问题 ，k 是 否 为 一 个 素数 


合 数 问题 COMPOSITE: 

判定 问题 : COMPOSITE 

输入 : 整数 k>=4 

问题 ， 是 否 存在 两 个 整数 p>2 及 q>2, 使 得 pq = k 
则 素数 问题 PRIME 和 合 数 问题 COMPOSITE 互补 ， 而 素数 问题 和 合 数 问题 都 是 NP 问题 ， 
因此 ， 它 们 的 补 都 在 NP 中。 素数 问题 不 可 能 是 NP 完 全 的 ， 和 否则， 它 的 补 COMPOSITE 对 
co _NP 就 是 完全 的 了 。 如 果 这 样 ，co_NP 中 的 所 有 问题 都 可 归 约 于 COMPOSITE， 而 
COMPOSITE 是 NP 问题 。 这 就 意味 着 co _NP 中 的 所 有 问题 ,也 都 是 NP 问题 。 于 是 ,将 得 
出 这 样 的 结果 : co_ NP= NP ， 而 这 种 可 能 性 是 很 小 的 。 

由 于 这 两 个 问题 是 NP 完全 的 可 能 性 很 小 ， 也 因为 它们 不 会 属于 P 类 问题 ， 就 把 这 样 
的 问题 叫 作 NPI 问题 ， 表 示 为 NP_ Intermediate 。 

本 章 所 讨论 的 4 种 复杂 性 问题 之 间 的 关系 如 图 12.4 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 ，NPI 类 在 
补 下 是 封闭 的 ， 并 且 有 : Pc NPI。 


NPI 
® 素数 问题 PRIME 
日 合 数 问题 COMPO SITE 


co_NP_ complete 
9 水 真 问题 
TAUTOLOGY 


NP_ complete 
e@ 团 问题 CLIQUE 
e 可 满足 性 问题 


e 不 可 满足 性 问题 nh SAT 
UNSAT 9 匹配 问题 MATCHING 9 货 郎 担 问 题 
。 排序 问题 SORTING TSP 


图 12.4 4 种 复杂 性 问题 之 间 的 关系 
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1. 证 明定 理 12.3。 

2. 给 出 一 个 有 效 的 算法 解 不 相交 集合 问题 SET DISJOINTNESS， 并 分 析 算 法 的 时 间 

3， 设计 一 个 多 项 式 时间 算 法 解 二 着 色 问 题 2 COLORING。 

4. 设计 一 个 多 项 式 时 间 算 法 解 二 元 可 满足 性 问题 2 SAT。 

5. 令 了 是 问题 COLORING 的 一 个 实例 ，s 是 实例 了 的 一 个 解 。 描 述 一 个 确定 性 的 算 
法 ， 验 证 s 是 否 为 实例 7 的 解 。 

6. 设计 一 个 解 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 的 非 确定 性 算法 。 

7. 证 明 : PcNP。 

8. 令 Ii 和 II 是 两 个 判定 问题 , 并 且 IT < Ia 。 假 定 II 可 以 用 时 间 O(n*) 来 解 ，III 
可 以 用 时 间 O(zx7) 归 约 于 II 。 证 明 : I 可 以 用 时 间 O(n7**) 来 解 。 

9. 已 知 划分 问题 PARTITION 是 NP 完 全 的 ， 证 明 装 箱 问 题 BIN PACKING 是 NP 完 
全 的 。 

10. 已 知 顶点 覆盖 问题 VERTEX COVER 是 NP 完全 的 , 证 明 背 包 问 题 KNAPSACK 是 
NP 完全 的 。 

11. 已 知 顶点 覆盖 问题 VERTEX COVER 是 NP 完全 的 ， 证 明 哈密 尔 顿 回路 问题 
HAMILTONIAN 是 NP 完全 的 。 

12. 令 : 


f =x Vx Vi) AM Vx) Ax Vxa) A (AV ) 
是 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 的 一 个 实例 。 根据 SATISFIABILITY 归 约 于 CLIQUE 的 
方法 ， 把 上 述 公式 转换 为 CLIQUE 的 一 个 实例 ， 使 得 该 实例 的 答案 为 yes， 当 且 仪 当 上 述 
公式 了 是 可 满足 的 。 
13. 由 第 12 题 的 SATISFIABILITY 的 实例 f， 把 它 转 换 为 顶点 覆盖 VERTEX COVER 
的 一 个 实例 ， 并 证 明 SATISFIABILITY x, VERTEX COVER。 


14. 证 明 : 如 果 可 以 设计 一 个 解 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 的 确定 性 的 多 项 式 时 
间 算 法 ， 则 NP=P。 

15. 证 明 : 若 问 题 工 是 NP 完全 的 ， 并 可 用 确定 性 的 多 项 式 时间 算 法 来 解 ， 则 NP=P 。 

16. 证 明 : NP=P， 当 且 仅 当 对 某 些 NP 完全 问题 I,， IeP。 

17. 证 明 : 三 着 色 问 题 3 COLORING 是 NP 完全 的 。 

18. 证 明 : 如 果 问 题 工 和 它 的 补 五 都 是 NP 完全 的 , 则 co_ NP=NP。 
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几乎 所 有 算法 设计 与 分 析 的 书籍 都 涉及 NP 完全 问题 的 介绍 。 文 献 [42] 对 NP 完备 性 作 
了 全 面 的 介绍 ， 并 提供 了 4 种 复杂 性 类 型 。 文 献 [43] 列 出 了 一 些 NP 完全 问题 。 本 章 所 涉及 
的 一 些 内 容 ， 也 可 在 文献 [3]、[4]、[8]、[10]、[13]、[17]、[19] 中 看 到 。 货 郎 担 问题 的 XP 完 
全 性 可 在 文献 [3]、[10]、[17]、[19] 中 看 到 。 三 元 可 满足 性 问题 的 NP 完全 性 可 在 文献 [8]、 
[9]、[10]、[13]、[19] 中 看 到 。 图 的 着 色 问 题 可 在 文献 [9]、[13]、[17] 中 看 到 。 团 问题 和 顶 
点 覆盖 问题 的 NP 完全 性 可 在 文献 [3]、[9]、[10]、[13]、[17]、[19] 中 看 到 。 
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第 12 章 从 算法 的 观点 讨论 了 问题 的 计算 复杂 性 , 表明 能 够 用 多 项 式 时 间 的 确定 性 算法 
来 解 的 问题 属于 书 类 问题 ， 能 够 用 多 项 式 时 间 的 非 确定 性 算法 来 解 的 问题 属于 NP 类 问题 
等 ;叙述 了 问题 的 多 项 式 时 间 变 换 和 计算 复杂 性 归 约 。 本 章 在 计算 模型 的 基础 上 ， 进 一 步 
对 这 些 问题 进行 形式 描述 。 


13.1 计算 模型 


在 对 问题 进行 计算 复杂 性 的 分 析 之 前 ， 首 先 必 须 建立 求解 问题 所 用 的 计算 模型 ， 以 便 
在 对 问题 的 计算 复杂 性 进行 分 析 时 ， 有 一 个 共同 的 尺度 。 有 几 种 计算 模型 ， 其 中 最 重要 的 
是 随机 存 取 机 RAM (Random Access Machine) 模型 、 随 机 存 取 存储 程序 机 RASP (Random 
Access Stored Program Machine) 模型 ， 以 及 图 灵机 (Turing Machine) 模型 。 在 不 同 的 计算 
模型 下 ， 对 问题 的 计算 复杂 性 进行 分 析 ， 所 得 结果 基本 上 一 样 。 因 为 在 讨论 NP 完全 问题 以 
及 计算 复杂 性 问题 时 ， 主 要 以 判定 问题 来 进行 讨论 ， 所 以 在 下 面 的 讨论 中 使 用 图 灵机 来 作 
为 计算 模型 。 


13.1.1 图 灵机 的 基本 模型 


为 了 对 问题 进行 求解 ， 必 须 把 问题 实例 的 描述 装 入 计算 机 。 通 常 ， 把 问题 实例 的 描述 
译 码 成 一 个 有 穷 的 符号 串 集 合 ， 把 这 些 符 号 串 集合 称 为 语言 工 ， 符 号 串 中 的 符号 取 自 一 个 
有 穷 的 字母 表 Z ， 了 上 的 所 有 符号 串 的 全 体 记 为 2” 。 因 此 ， 语 言 工 是 由 三 中 的 符号 所 构成 
的 长 度 有 限 的 符号 串 集合 ， 它 是 Z" 的 一 个 子 集 。 例 如 ,图 G=(V,E), VV={12,…,n}, 可 
以 用 下 面 的 符号 串 来 描述 它 的 邻接 矩阵 : 

@(G)= (xixi2，2an)(x2l)X22，X2n) Xn, Xn2s ,nn ) 
其 中 ， 如 果 (i,j)eE， 则 x =1; 否则 ，xy =0。 则 符号 串 w(G) 中 所 使 用 的 字母 表 为 
={0,1,(,)}。 

图 灵机 由 一 个 控制 器 和 一 条 或 多 条 无 限 长 的 工作 带 组 成 ,图 13.1 表示 一 个 单 带 图 灵机 。 
工作 带 被 划分 为 许多 单元 ， 每 个 单元 可 以 存放 字母 表 z 中 的 一 个 符号 。 控 制 器 具有 有 穷 个 
内 部 状态 和 一 个 读 写 头 。 在 计算 的 每 一 步 ， 控 制 器 处 于 某 个 内 部 状态 ， 使 读 写 头 扫描 工作 
带 的 某 一 个 单元 ， 并 根据 它 的 当前 状态 和 被 扫描 单元 的 内 容 ， 决 定 下 一 步 的 执行 动作 ， 这 
些 动作 包括 : 把 当前 单元 的 内 容 改 写成 符号 集 T 中 的 某 一 个 符号 ; 使 读 写 头 停止 不 动 、 向 
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左 或 向 右 移动 一 个 单元 ;使 控制 器 转移 到 某 一 个 状态 等 。 在 计算 开始 时 ， 输 入 符号 串 放 在 
工作 带 上 ， 工 作 带 的 其 余部 分 均 为 空白 。 控 制 器 处 于 初始 状态 pe ， 读 写 头 扫描 输入 符号 串 
左 端的 第 一 个 符号 。 如 果 对 于 当前 的 状态 和 所 扫描 的 符号 ， 没 有 下 一 步 的 动作 ， 则 图 灵机 
就 停止 计算 。 因 此 ， 可 以 对 图 灵机 作 如 下 的 形式 定义 。 


有 限 状 态 控制 器 


图 13.1 图 灵机 示意 图 

定义 13.1 图 灵机 MM 是 一 个 六 元 组 : M =(S,T,5, po,pj,5)。 其 中 : 

(1) 5S : 控制 器 的 非 空 有 限 状态 集合 。 

(2) 荆 : 有 限 的 工作 带 符号 集 ， 包 括 空 白 符 B 。 

(3) : 输入 符号 字母 表 ，ZcT-{B}。 

(4) po: 初始 状态 ，po eS。 

(5) pj : 最 终 状 态 或 接受 状态 ，Pr c5。 

(6) 5 : 转移 函数 ， 它 把 SxT 的 某 一 个 元 素 ， 映 射 为 Sx(T-{B))xf{Z,P,R} 中 的 元 
素 。 其 中 ， 转 移 函 数 5 的 定义 域 为 : 


dom(6)=SxT 
值 域 为 : 
ran(6)=Sx(T-{B})x{L,P,R} 
{Z,P,R} 为 读 写 头 的 动作 : 工 表示 左 移 一 个 单元 ，P 表示 停止 不 动 ，R 表示 右 移 一 个 单元 。 
则 转移 函数 : 
6(p.x)=(p',x",R) 
表示 在 控制 器 当前 状态 为 p、 读 写 头 扫描 到 的 符号 为 x 时 ， 图 灵机 执行 的 动作 为 ， 把 控制 
器 状态 p 修 改 为 p'; 把 符号 x 修改 为 符号 x" ; 使 读 写 头 向 右 移动 一 个 单元 。 
在 计算 的 每 一 步 ， 工 作 带 的 内 容 可 以 表示 为 : 
Bxx, -…xn,B 
其 中 ，xi eT ,i=1,2,…,n ， 工 作 带 两 端的 其 余部 分 为 空白 。 为 了 描述 计算 中 的 每 一 步 ， 需 
要 指出 当前 控制 器 所 处 的 状态 及 读 写 头 的 当前 位 置 。 把 控制 器 的 当前 状态 和 读 写 头 的 当前 
位 置 ， 称 为 图 灵机 的 当前 格局 (configuration) 。 则 图 灵机 的 格局 定义 为 
定义 13.2 令 M=(5S,T,5,po,pf,6) 是 一 个 图 灵机 ，M 的 格局 是 一 个 二 元 组 : 
o=(p.o 1 0,) 
其 中 ，p eS ， 表 示 图 灵机 在 此 格局 下 控制 器 的 状态 ;个 表示 在 此 格局 下 读 写 头 的 位 置 ; 
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Oil,O2 ET 是 工作 带 上 的 内 容 。 

在 上 述 定义 中 ，o 表示 处 于 读 写 头 左 边 的 符号 串 ; w, 表示 处 于 读 写 头 右边 的 符号 串 。 
此 时 ， 读 写 头 指向 符号 串 o, 的 第 1 个 符号 。 如 果 ow 为 空 串 ， 则 读 写 头 位 于 工作 带 上 的 第 1 
个 非 空 符号 ， 此 时 ， 用 co =( Po, 个 o) 表示 它 是 图 灵机 M 的 一 个 初始 格局 ; 若 o; 为 空 串 ， 
则 读 写 头 位 于 符号 串 wm, 之 后 的 第 1 个 空 符号 。 

如 果 格 局 o=(p,@, 个 @,) 中 的 pp 是 接受 状态 ， 即 pepj， 则 称 o 是 接受 格局 ， 如 果 o 
之 后 没有 任何 动作 ， 即 在 格局 o=(p,w 个 &,) 中 ; 如 果 ow, 的 第 1 个 符号 是 x ， 而 转移 函数 
6(p,x) 没 有 定义 ， 则 称 o 是 停机 格局 。 

设 o1,0,,…,o0,,… 是 一 个 格局 序列 ， 它 可 以 是 有 穷 的 ， 也 可 以 是 无 穷 的 。 如 果 每 一 个 
oin 都 由 经 过 一 步 得 到 ， 就 称 这 个 序列 是 一 个 计算 。 对 任意 给 定 的 一 个 输入 符号 串 
ws2 ， 从 初始 格局 co =(Po, 个 o) 开始 ， 图 灵机 M 在 w。 上 的 计算 有 3 种 可 能 : 

(1) 计算 是 一 个 有 穷 序 列 co,al,…,cn， 其 中 cv 是 一 个 可 接受 的 停机 格局 ， 则 称 停机 
在 接受 状态 。 

(2) 计算 是 一 个 有 穷 序 列 co,at,…,aw， 其 中 a 是 一 个 停机 格局 ， 但 不 是 接受 格局 ， 
称 停机 在 拒绝 状态 。 

(3) 计算 是 一 个 无 穷 序 列 o1,o,,…,o,,…， 永 不 停机 。 

如 果 是 第 1 种 情况 ， 称 图 灵机 M 接受 符号 串 @ ;如 果 是 第 2 种 情况 ， 称 图 灵机 M 不 
接受 符号 串 o ， 或 拒绝 符号 串 o 。 

设 z 是 任意 符号 的 有 穷 字母 表 ，z* 是 由 z 中 的 符号 组 成 的 所 有 符号 串 的 集合 ,， 工 是 2* 
的 子 集 ， 则 称 工 是 字母 表 上 的 语言 。 

定义 13.3” 若 符号 串 wez *， 图 灵机 MM 接受 符号 串 @ ， 有 

L(M)={wez |MM 接 受 @} 
则 称 图 灵机 M 接受 语言 L(M)， 或 图 灵机 MM 识别 语言 L(M )。 

例 13.1 构造 一 个 识别 语言 I={a"b"|n=1} 的 图 灵机 。 

构造 这 个 图 灵机 的 思想 方法 是 使 读 写 头 往返 移动 ， 每 往返 移动 一 次 ， 就 成 对 地 对 输入 
符号 串 w 左 端的 一 个 a 和 右 端的 一 个 5b 做 标记 。 如 果 恰 好 把 输入 符号 串 o 的 全 部 符号 都 做 
了 标记 ， 说 明 左边 的 符号 a 与 右边 的 符号 六 个 数 相 等 ， 则 os 工 ; 否则 ， 或 者 左边 的 a 已 全 
部 标记 ,右边 还 有 若干 个 符号 b 未 标记 ; 或 者 右边 的 2 已 全 部 标记 ,左边 还 有 若干 个 符号 a 
未 标记 ， 这 说 明 左边 的 符号 a 与 右边 的 符号 六 个 数 不 等 ; 或 者 符号 a 与 符号 5b 交互 出 现 ， 则 
四 K 工 。 

假定 n=2， 图 灵机 的 工作 过 程 如 下 : 

(1) 开始 时 ， 初 始 格 局 oo =( po,B 个 aabbB)， 图 灵机 处 于 初始 状态 p。。 在 此 状态 下 ， 
有 两 种 情况 ，Q@ 若 读 写 头 扫描 到 符号 x ， 则 继续 向 右 走 ; @ 若 扫 描 到 符号 5 ， 把 b 改 为 x， 
把 状态 改 为 p, ， 使 读 写 头 向 左 走 。 因 此 ， 在 开始 时 ， 图 灵机 执行 第 1 种 情况 ， 直 到 扫描 到 
符号 5 ， 图 灵机 的 格局 变 为 a=(pi, Baa 个 xbB)， 并 使 读 写 头 向 左 走 、 进 入 状态 pi 为 止 。 

(2) 在 状态 p, 下 ， 有 3 种 情况 : @ 车 读 写 头 扫描 到 符号 x， 则 继续 向 左 走 ，@ 若 扫 
描 到 符号 a， 则 把 a 改 为 x， 把 状态 改 为 p,， 使 读 写 头 向 右 走 ，@ 若 扫 描 到 B， 则 把 状态 
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改 为 pyw， 这 是 一 个 拒绝 状态 ， 说 明 符 号 a 与 5 未 成 对 标记 ， 所 以 ，w g 工 。 如 果 输 入 符号 
串 w=bb， 或 6o=abb， 便 会 出 现 这 种 情况 。 现 在 ， 图 灵机 过 到 第 2 种 情况 ， 从 而 使 图 灵机 
的 格局 变 为 o=(p,, Ba 个 xxbB)， 并 使 读 写 头 向 右 走 ， 进 入 状态 p,。 

(3) 在 状态 p, 下 ， 有 3 种 情况 : @ 若 读 写 头 扫描 到 符号 zx ， 则 继续 向 右 走 ; @ 若 
扫描 到 符号 5， 则 把 5 改 为 x， 把 状态 改 为 p,， 使 读 写 头 向 左 走 ，@ 若 扫描 到 好 ， 则 把 状 
态 改 为 ps， 说 明 符 号 b 已 处 理 完毕 , 并 使 读 写 头 向 左 走 , 继续 检查 左边 的 符号 a 是否 与 2 配 
对 。 现 在 ， 图 灵机 首先 遇 到 第 1 种 情况 ， 使 读 写 头 继续 向 右 走 ， 然 后 遇 到 第 2 种 情况 ， 从 
而 使 图 灵机 的 格局 变 为 o=( pi,Baxx 个 xB)， 并 使 读 写 头 向 左 走 ， 进 入 状态 pi 。 

(4) 现在 ， 图 灵机 遇 到 状态 pi 的 第 1 种 情况 ， 读 写 头 继续 向 左 走 ， 然 后 遇 到 第 2 种 
情况 ， 使 图 灵机 的 格局 变 为 a=(p,,B 人 xxxxB) ， 使 读 写 头 向 右 走 ， 进 入 状态 p,。 

(5) 现在 ， 图 灵机 遇 到 状态 p, 的 第 1 种 情况 ， 读 写 头 继续 向 右 走 ， 直 到 遇 到 第 3 种 
情况 ， 使 图 灵机 的 格局 变 为 o=( ps, Bxxxx 个 B)， 并 使 读 写 头 向 左 走 ， 进 入 状态 p。 

(6) 在 状态 ps 下 , 有 3 种 情况 : 若 读 写 头 扫描 到 x,， 则 继续 向 左 走 ; @ 若 扫描 到 B， 
说 明 符号 a 与 b 的 个 数 相同 ， 把 状态 改 为 p,， 这 是 接受 状态 ，weL; @ 若 扫描 到 a， 说明 
符号 a 与 5 的 个 数 不 同 ， 则 把 状态 改 为 py，w gL 。 如 果 输入 符号 串 w=aaabb， 便 会 出 现 
这 种 情况 。 现 在 ， 图 灵机 遇 到 第 1 种 情况 ， 读 写 头 继续 向 左 走 ， 然后 遇 到 第 2 种 情况 ， 把 
状态 改 为 m ， 图 灵机 处 于 接受 状态 而 停机 。 

由 此 ， 可 以 这 样 来 构造 图 灵机 M =(S,T,z,po, py.5)， 使 得 : 
S={Ppo,Ppl,Pp2,Pp3,P4,DN} 
Tetab sD 
={a,b} 
Pf ={Pp4,Pvw} 


转移 函数 5(P,@o) 如 表 13.1 所 示 。 其 中 ， pi 为 接受 状态 ，pw 为 拒绝 状态 。 
表 13.1 6(p,w) 转 移 函 数 表 


13.1.2 大 带 图 灵机 和 时 间 复 杂 性 

在 13.1.1 节 中 叙述 的 是 单 带 图 灵机 的 模型 , 它 的 读 写 头 每 一 步 移动 一 个 单元 , 要 移动 
个 单元 ， 则 需要 步 。 因 此 ， 有 时 需要 把 单 带 图 灵机 扩充 为 : 带 图 灵机 。x 带 图 灵机 有 x 个 
工作 带 ， 每 个 工作 带 都 有 一 个 读 写 头 ， 这 些 读 写 头 都 可 以 独立 地 移动 。 
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定义 13.4 带 图 灵机 M 是 一 个 六 元 组 : M =(5.T,5,po,py,5)。 其 中 

(1) S : 控制 器 的 非 空 有 限 状态 集合 。 

(2) 荆 : 有 限 的 工作 带 符号 字母 表 ， 包 括 空 格 符 B 。 

(3) : 输入 符号 字母 表 ,，ZcT-{B}。 

(4) po: 初始 状态 ，po eS 。 

(5) pps 最 终 状 态 或 接受 状态 ， PrES. 

(6) 5 : 转移 函数 ,把 SxT* 的 某 一 个 元 素 ， 映射 为 Sx((T-{B})x{I,P,R})* 中 的 元 
素 。 其 中 ， 转 移 函 数 5 的 定义 域 为 : 


dom(5)=SxIt 
值 域 为 : 
ran(6)=Sx((T-{B})x{L,P,R})* 
转移 函数 5 的 形式 为 : 
G( 甩 和 下)=( 忆 0 及 ), 2 六) (DOD)) 

表示 在 控制 器 当前 状态 为 p、 读 写 头 i 扫描 到 的 符号 为 x; 时 ， 图 灵机 执行 的 动作 为 ， 把 控 
制 器 状态 p 修 改 为 p'; 把 符号 x 修改 为 符号 x! ; 使 读 写 头 i 按 D; 方 向 移动 一 个 单元 。 其 中 ， 
l<i<k, D;=L,P,R。 

定义 13.5 令 M=(S,T,5,po,pj,6) 是 一 个 上 带 图 灵机 ，M 的 格局 是 一 个 k+1 元 组 : 


a=(Pon 人 Topn:on 人 To ou 人 Too) 

其 中 ，p es， 表示 图 灵机 在 此 格局 下 控制 器 的 状态 ，w 个 wi, 是 第 i 个 工作 带 上 的 内 容 。 

因此 ， 初 始 格 局 表示 为 : 

(Po 个 zx 个 B,…, 个 B) 

其 中 ，x 是 输入 符号 串 。 这 时 ， 除 了 可 能 的 输入 带 外 ， 其 他 工作 带 都 是 空 的 。 

定义 13.6 ”如 果 图 灵机 M 的 转移 函数 5 是 单 值 的 ， 则 称 该 图 灵机 为 确定 性 图 灵机 ， 记 
为 DTM 。 

在 确定 性 图 灵机 中 ， 函 数 8 把 SxT* 中 的 一 个 元 素 映射 为 S$x((T-{B})x{L,P,R})* 中 
的 一 个 元 素 。 因 此 ， 图 灵机 每 一 步 的 动作 都 是 确定 的 。 

定义 13.7 ”如果 图 灵机 M 的 转移 函数 5 是 多 值 的 ， 则 称 该 图 灵机 为 非 确定 性 图 灵机 ， 
记 为 NDTM 。 

在 非 确定 性 图 灵机 中 ， 函 数 5 把 SxIT* 中 的 一 个 元 素 映射 为 Sx((T-{B))x{Z,P,Ry}) 
中 的 一 个 子 集 ， 图 灵机 可 以 从 这 个 子 集中 挑选 一 个 元 素 作 为 其 函数 值 。 很 显然 ， 确 定性 图 
灵机 是 非 确定 性 图 灵机 的 一 个 特例 。 

定义 13.8 设 ol,c,…,oa 是 一 个 格局 序列 , 它 是 图 灵机 对 输入 x 的 一 个 计算 。 如 果 cr 
是 一 个 可 接受 的 停机 格局 ， 则 称 这 个 计算 是 可 接受 的 计算 ， 称 为 这 个 计算 的 长 度 。 

定义 13.9 图 灵机 M 对 输入 x 进 行 计 算 的 执行 时 间 ， 记 为 Tv (x) 。 它 定义 为 : 

(1) 如 果 M 对 输入 x 有 一 个 可 接受 的 计算 ， 则 Txr(x) 是 最 短 的 可 接受 计算 的 长 度 。 

(2) 如 果 M 对 输入 x 没有 一 个 可 接受 的 计算 ， 则 Ty (x)=w。 
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令 工 是 一 个 语言 ，f 是 从 非 负 整数 集 到 非 负 整 数 集 的 函数 。 如 果 存 在 一 个 确定 性 的 图 
灵机 DTM (或 非 确定 性 的 图 灵机 NDTM) ， 使 得 对 输入 x， 若 xeL, 则 Tiy(x)<f(|x|)， 
否则 Ty (x)=w%， 就 称 工 是 属于 DTIME( 了 ) 中 的 (或 处 于 NTIME( 了 ) 中 ) 语言 。 同 样 ， 可 
以 对 任意 的 k=1， 定 义 DTIME (n*) 和 NTIME (n*)。 因 此 ， 对 第 12 章 所 讨论 的 P 类 问题 
和 NP 类 问题 ， 可 形式 定义 为 : 

P= DTIME (n) U DTIME (n°) U -… U DTIME (n* )U- 
NP = NTIME (n) U NTIME (12) UU NTIME (mx) U … 
上 面 的 定义 等 价 于 : 
P={LIL 在 多 项 式 时间 内 被 DTM 所 识别 } 
NP= {LL 在 多 项 式 时间 内 被 NDTM 所 识别 } 

在 例 13.1 中 ， 如 果 输 入 符号 串 w 是 可 接受 的 ， 对 某 个 常数 c>0， 工作 带 读 写 头 的 移动 
次 数 将 小 于 或 等 于 cn? 。 因 此 ，L={a"b"|n> 1} 是 属于 DTIME (n?) 的 语言 。 

例 13.2 ”构造 一 个 识别 语言 工 = {ocog |we{0,1}"} 的 图 灵机 。 其 中 ， 字 符 串 w* 是 字 
符 串 o 的 逆 串 。 

令 M 是 一 个 二 带 的 图 灵机 ， 它 有 一 个 输入 带 和 一 个 工作 带 。 开 始 时 ，M 从 左 到 右 扫 
描 其 输入 带 ， 并 把 输入 带 的 内 容 逐 一 复制 到 工作 带 上 ， 直 到 输入 带 的 读 写 头 到 达 符 号 c 为 
止 。 然 后 ， 输 入 带 读 写 头 继续 向 右 移 动 ， 每 读 入 一 个 符号 ， 就 和 工作 带 读 写 头 所 指 单元 的 
符号 进行 比较 ， 如 果 相 同 ， 工 作 带 读 写 头 向 左 移动 一 个 单元 ， 输 入 带 读 写 头 向 右 移动 一 个 
单元 ， 继 续 读 入 下 一 字符 ， 并 进行 上 述 比较 工作 。 这 个 过 程 直到 所 有 输入 处 理 完 毕 。 如 果 
表明 符号 c 两 旁 的 符号 个 数 相同 ， 并 在 上 述 处 理 过 程 中 ， 两 旁 的 符号 互相 匹配 ， 则 M 接受 
语言 工 ， 否则 拒绝 。 如 果 输 入 长 度 为 n ,输入 带 读 写 头 移动 n 次 , 工作 带 读 写 头 移动 -1 次 。 
因此 ， 语言 L={wcwr |we {0,1}' } 是 属于 DTIME(n) 的 语言 。 

除了 上 面 定义 的 几 种 复杂 性 类 型 外 ， 还 可 以 定义 下 面 4 种 复杂 性 类 型 ; 


DEXT = 人 JDTME(2") NEXT =JNTME(2”) 


c>0 c>0 


EXPTIME =\ J DTIME(2” ) NEXPTIME = J] NTIME (2” ) 


c>0 c>0 


13.1.3 ”离线 图 灵机 和 空间 复杂 性 


在 考虑 问题 的 空间 复杂 性 时 ， 因 为 存放 输入 数据 的 存储 空间 是 问题 所 固有 的 ， 存 放 程 
序 代码 的 空间 则 牵涉 到 各 种 不 同 的 编译 系统 ， 程 序 运行 时 需要 的 额外 空间 等 则 牵涉 到 各 种 
不 同 的 计算 机 运行 系统 ， 因 而 把 算法 所 需要 的 工作 空间 单独 分 离 出 来 加 以 分 析 ， 便 于 空间 
复杂 性 的 分 析 ， 也 更 切合 问题 的 实质 。 

为 了 把 算法 所 需要 的 工作 空间 分 离 出 来 加 以 考虑 ， 需 要 另外 一 种 形式 的 图 灵机 模型 。 
它 有 两 个 工作 带 ， 一 个 是 用 于 存放 输入 符号 串 的 只 读 输入 带 ， 一 个 是 用 于 存放 工作 数据 的 
可 读 可 写 的 工作 带 。 通 常 把 这 种 图 灵机 称 为 离线 图 灵机 (off line Turing machine) 。 
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定义 13.10 ”离线 图 灵机 是 一 个 六 元 组 : M =(S,T,>,po,pj,5)。 其 中 : 

(1) S : 控制 器 的 非 空 有 限 状态 集合 。 

(2) 工 : 有 限 的 工作 带 符号 字母 表 ， 包 括 空 白 符 B 。 

(3) : 输入 符号 字母 表 ，ZcT-{B } 。 它 包含 两 个 特殊 符号 : # 和 $ ， 分 别 表示 左 
端 标 记 符 和 右 端 标 记 符 。 

(4) po: 初始 状态 ，po eS 。 

(5) pj : 最 终 状 态 或 接受 状态 ，pj ES 。 

(6) 6 : 转移 函数 , 它 把 SxT 的 某 一 个 元 素 , 映射 为 Sx {IL,P,R}x(T--{B})x{L,P,R} 
中 的 元 素 。 

同样 ， 如 果 转 移 函 数 5 是 单 值 的 ， 则 称 该 图 灵机 是 确定 性 的 离线 图 灵机 ;， 如果 转移 函 
数 5 是 多 值 的 ， 则 称 该 图 灵机 是 非 确定 性 的 离线 图 灵机 。 离 线 图 灵机 在 只 读 输 入 带 上 所 处 
理 的 输入 符号 ， 用 左 、 右 端 标记 符 括 起 来 。 离 线 图 灵机 的 格局 用 一 个 三 元 组 来 定义 : 

o=(p,i,o Tw,) 

其 中 ，p 是 当前 状态 ，i 是 输入 带 上 的 读 写 头 所 指向 的 单元 号 ， ow 人 To 是 工作 带 的 内 容 。 
这 时 ， 工 作 带 的 读 写 头 指向 符号 串 w@, 的 第 一 个 符号 。 

定义 13.11 ”离线 图 灵机 M 处 理 输 入 x 时 ， 所 使 用 的 工作 空间 记 为 Sy (x) ， 定 义 为 : 

(1) 如 果 M 对 输入 x 有 一 个 可 接受 的 计算 ， 则 Sy (x) 是 可 接受 的 计算 中 至 少 使 用 的 
工作 带 单 元 数 。 

(2) 如 果 M 对 输入 x 没有 一 个 可 接受 的 计算 ， 则 Sy (x)=%。 

例 13.3 用 确定 性 的 离线 图 灵机 M 来 识别 语言 L={a"b" |n 1}。 

令 M 由 左 到 右 扫描 它 的 输入 带 ， 在 工作 带 上 设置 一 个 计数 器 来 统计 输入 符号 的 个 数 。 
每 当 扫描 到 符号 a ， 就 使 计数 器 加 1; 扫描 到 符号 5 时 ， 就 使 计数 器 减 1。 当 符号 串 扫描 结 
束 时 ， 如果 计数 值 等 于 0, 表明 符号 a 与 符号 2 个 数 相同 , 则 M 接受 语言 工 ; 否则 , 拒绝 工 。 
如 果 输 入 符号 串 x 的 长 度 为 xn， 计数 器 就 应 足够 大 ， 以 便 能 够 容纳 得 下 数字 n/2 。 如 果 在 
工作 带 上 用 二 进 制 记号 来 表示 这 个 计数 值 ， 则 工作 带 上 用 来 作为 计数 器 的 单元 数 为 
[log(n/2)+11。 

为 了 定义 空间 复杂 性 ， 令 工 是 一 个 语言 ，f 是 从 非 负 整数 集 到 非 负 整 数 集 的 函数 。 如 
果 存 在 一 个 确定 性 的 离线 图 灵机 M (或 非 确定 性 的 离线 图 灵机 )， 使 得 对 输入 x, 车 xeL， 
则 Sw(x) < rdxzl)， 否 则 Sw(xz)=o， 就 称 工 是 属于 DSP4CE( 太 ) (或 属于 NSP4CE (让 ) ) 
中 的 语言 。 同 样 ， 可 以 对 任意 的 E>1， 定 义 DSP4CE (n*) 和 NSPACE (n*)。 

例如 ， 在 例 13.3 中 ， 用 确定 性 的 离线 图 灵机 M 来 识别 语言 工 = fo" 加 | >1} 时， 对 任 
意 的 输入 符号 串 xeL， 若 |x|=n， 为 了 识别 x， 需 要 [log(n/12)+1 | 个 工作 带 单元 。 因 此 ， 
工 是 属于 DSP4CE (logn) 中 的 语言 。 

利用 上 面 对 空 间 复 杂 性 的 定义 ， 可 以 定义 下 面 两 种 重要 的 空间 复杂 性 类 型 : 

PSPACE = DSPACE (n)U DSPACE(n’)U-…U DSPACE(m*)U--- 
NSPACE = NSPACE(n)U NSPACE(n’)U-…U NSPACE(n* )U-… 
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上 面 的 定义 等 价 于 : 
PSPACE ={L|L 在 多 项 式 空间 内 被 DTM 所 识别 } 
NSPACE = 工人 工 在 多 项 式 空间 内 被 NDTM 所 识别 } 
从 上 面 的 定义 中 可 以 看 到 ，PSP4CE 是 使 用 确定 性 离线 图 灵机 ， 以 多 项 式 空间 可 识别 
的 所 有 语言 集合 ，NSP4CF 是 使 用 非 确定 性 离线 图 灵机 ， 以 多 项 式 空间 可 识别 的 所 有 语言 
集合 。 另 外 ， 还 可 定义 下 面 两 个 基本 的 复杂 性 类 型 : 
LOGSPACE = DSPACE (logn) 
NLOGSPACE = NSPACE (logn) 


上 面 的 定义 等 价 于 : 
LOGSPACE ={ 工 工 在 log 空 间 内 被 DTM 所 识别 } 
NLOGSPACE ={L|L 在 log 空 间 内 被 NDTM 所 识别 } 
则 LOGSP4CE 是 使 用 确定 性 离线 图 灵机 以 对 数 空间 可 识别 的 语言 ， 而 NLOGSP4CE 是 使 
非 确定 性 离线 图 灵机 以 对 数 空间 可 识别 的 语言 。 
例 13.4 ”确定 图 的 可 达 性 问题 (Graph Accessibility Problem，GAP) 的 空间 复杂 性 类 型 。 
图 的 可 达 性 问题 是 一 个 判定 问题 : 给 定 一 个 有 限 的 有 向 图 G=(V,E)， 其 中 ， 


点 nn 的 路 径 。 

首先 ， 可 以 用 下 面 的 符号 串 来 描述 图 G 的 邻接 矩阵 ; 

OG)= x1 N12 Nn) (Kas N22 Non) (xmyxn2 Xm) 

其 中 , 如 果 (i,j)eE, 则 xy =1; 否则 , xy =0。 符 号 串 o(G) 所 使 用 的 字母 表 Z={0,1,(,)}， 
则 w 是 字母 表 z 上 的 一 个 语言 ， 记 为 L。 

为 了 判定 这 个 问题 , 构造 一 个 非 确定 性 的 离线 图 灵机 M ， 建立 M 的 转移 函数 表 5，, 由 
5 来 控制 M 的 每 一 步 动 作 。M 首先 把 顶点 1 作为 这 条 路 径 上 最 新 选择 的 一 个 顶点 , 然后 非 
确定 性 地 选择 下 一 个 顶点 ， 作 为 该 顶点 的 后 继 顶 点 ， 从 而 扩充 这 条 路 径 。 在 工作 带 上 ， 只 
记录 这 条 路 径 上 最 新 选择 的 一 个 顶点 ， 而 不 记录 路 径 上 的 所 有 顶点 。 因 为 可 以 通过 二 进 制 
记号 ， 把 最 新 选择 的 这 个 顶点 的 编号 保存 到 工作 带 去 ， 而 顶点 编号 的 最 大 数字 是 nw， 所 以 ， 


如 果 存 在 着 从 顶点 1 到 顶点 的 路 径 , 则 M 就 能 够 通过 一 系列 的 选择 , 构造 出 这 样 的 路 径 。 
当 它 检测 到 最 新 选择 的 顶点 编号 是 n 时 ， 它 将 回答 yes。 因 为 M 至 多 用 [log (n+1)| 个 工作 
带 单 元 来 保存 顶点 编号 ， 所 以 GAP 属于 NLOGSP4CE 类 的 问题 。 

上 述 这 个 例子 并 不 保证 图 灵机 M 的 每 一 次 执行 ， 都 能 得 到 yes 的 结果 。 尽 管 存在 着 一 
条 合适 的 路 径 ， 也 不 保证 M 能 够 进行 正确 的 选择 。 因 为 通过 非 确定 性 的 选择 ，M 所 选择 
的 路 径 可 能 构成 一 条 回路 ; 但 也 可 能 由 于 对 后 继 顶 点 进行 了 不 正确 的 选择 ， 从 而 导致 no 的 
答案 。 
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13.1.4 可 满足 性 问题 和 Cook 定理 


在 第 12 章 叙 述 了 Cook 定理 。 Cook 定理 表明 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY 是 NP 完 
全 的 。 为 了 证 明 这 个 问题 ， 第 12 章 已 经 表明 可 满足 性 问题 是 属于 NP 问 题 ， 下 面 用 图 灵机 
的 计算 模型 来 证 明 对 所 有 的 语言 ZeNP， 都 有 Zx<pSATISFIABILITY。 这 样 ， 就 可 证 明 
SATISFIABILITY 是 NP 完全 的 。 

证 明 的 思想 方法 是 : 对 NP 中 的 任意 一 个 语言 工 ， 用 一 个 单 带 非 确定 性 的 图 灵机 M 来 
接受 该 语言 ， 对 该 语言 的 一 个 长 度 为 n 的 输入 x， 图 灵机 MM 可 在 T(n) 个 格局 之 内 识别 x; 
然后 ， 用 各 种 布尔 变 元 来 表示 图 灵机 M 在 T(n) 个 格局 中 的 所 有 工作 状态 ， 把 这 些 布尔 变 
元 组 成 若干 组 析 取 子 句 ， 这 些 析 取 子 句 同时 为 真 ， 正 好 表明 图 灵机 M 接受 输入 x。 这 样 ， 
就 把 语言 的 输入 实例 x 转换 为 用 布尔 变 元 表示 的 合 取 范式 ， 并 且 图 灵机 M 接受 输入 x， 
当 且 仅 当 该 合 取 范式 可 满足 ， 同 时 ， 这 种 转换 可 在 多 项 式 时 间 内 完成 。 

假定 ， 图 灵机 M 的 控制 器 状态 集 5 为 : 

S={po,P1,…, pga} 
其 中 ， po 为 初始 状态 ; p, 为 接受 状态 p 为 最 终 状 态 。 工 作 带 的 字母 表 工 为 
T={b0,b,…, bm} 
其 中 ，b, 为 空白 符 8 。 输 入 实例 的 符号 串 x 为 : 
x={ao,al an 
如 果 用 工作 带 的 字母 表 来 表示 ， 则 为 : 
x={bk ,be ,bk ,} 

图 灵机 M 可 在 T(n) 个 格局 之 内 识别 x， 令 N=7T(n)。 每 一 步 ， 工 作 带 读 写 头 最 多 左 
移 或 右 移 一 个 单元 。 如 果 以 初始 位 置 为 中 心 ， 则 读 写 头 可 能 移动 的 范围 最 多 为 2V+1 个 单 
元 。 每 一 个 格局 中 每 一 个 单元 可 能 存放 的 符号 ， 以 及 图 灵机 每 一 个 格局 的 状态 和 读 写 头 的 
位 置 ， 构 成 了 图 灵机 接受 x 的 整个 过 程 的 全 部 信息 。 用 下 面 的 布尔 变 元 来 描述 图 灵机 工作 
过 程 的 这 些 信息 : 

@ A(ti,j): 第 1 个 格局 第 i 个 工作 带 单元 的 符号 为 bj。 

@ H(ti): 第 1 个 格局 的 工作 带 读 写 头 处 于 第 i 个 单元 。 

@ S(t,k): 第 1 个 格局 的 控制 器 的 状态 为 pk 。 

如 果 所 表示 的 状态 成 立 , 则 相应 的 布尔 变 元 为 真 , 否则 为 假 ,。 其 中 , 0< t<N, 0< i<2N， 
0<j<m，0<k<g。 因 为 字母 表 T 和 状态 集 S 都 是 有 限 集 ， 其 大 小 m 和 g 不 随 输入 规模 的 
增 大 而 增加 。 因 此 ， 上 述 布 尔 变 元 最 多 有 O(N?*)=O(T*(n)) 个。 下 面 用 相应 的 布尔 变 元 的 
合 取 子 句 ， 来 描述 图 灵机 的 工作 过 程 。 

(1) 在 开始 时 ， 图 灵机 的 初始 格局 co 为 : 
ao={pomo 人 To 
其 中 ， 四 为 W 个 空白 符号 ，o。 的 前 n 个 符号 为 输入 符号 串 ， 后 面 的 符号 是 空白 。 因 此 ， 
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在 初始 格局 下 ， 工 作 带 单元 上 的 符号 为 : 
BB--- Bb be -bi ,BB---B 
Ne 1 一 一 一 


N-—n+1 
上 外 
AOL0) 7 和 0, A | 六 A(0.i.0) 
i=N+n 


上 述 子 句 最 多 包含 O(T? (0) 个 符号 。 
(2) 初始 状态 为 po 时， 工作 带 读 写 头 位 于 第 入 个 工作 单元 ， 用 相应 的 合 取 子 句 描 
述 为 : 
S(0,0)AH(0, N) 
上 述 子 句 包含 0(1) 个 符号 。 
(3) 在 任 一 格局 :，0< t<N， 图 灵机 有 且 仅 有 一 种 状态 ， 用 相应 的 合 取 子 句 描述 为 : 


2((> v S(t, 小 L hn) 


摩根 律 把 上 式 恒 等 变 换 为 : 


划 (&scpj (SE vr ) ]) 


上 述 子 句 最 多 包含 O(T(n)) 个 符号 。 
(4) 在 任 一 格局 :、 任 一 工作 带 单元 i，0<1t<N，0<i<2N， 有 且 仅 有 一 个 符号 ， 用 
相应 的 合 取 子 句 描述 为 : 


N-l 2N m a 
入 入 (Wt i 站 外 ( A ALik) ANAT) ) 


1=0 i=0 k,l 


把 上 式 恒 等 变 换 为 : 
N-1 2N eo 
入 让 [24sczD 人 人 A(Li,k) v A(t.i.1) 中 


1=0 i=0 


上 述 子 句 最 多 包含 O(T?(n)) 个 符号 。 
(5) 在 任 一 格局 :，0< 1<N， 读 写 头 在 且 仅 在 一 个 工作 带 单 元 上 ， 用 相应 的 合 取 子 句 


描述 为 : 
和 [Xp .AFCDAFCTJ ] 


-1 


(Su) am 


> 


把 上 式 恒 等 变换 为 : 


上 述 子 句 最 多 包含 O(T3(n)) 个 符号 。 

(6) 在 格局 ! ， 最 多 只 有 一 个 工作 带 单元 被 修改 。 这 时 ， 假 定 工作 带 第 ;单元 的 符号 
为 6;}， 则 4(4,i, 站 为 真 。 当 图 灵机 从 格局 + 转移 到 格局 :+1 时 ， 如 果 读 写 头 不 处 于 工作 带 第 
i 单元 ， 该 单元 的 内 容 不 会 发 生变 化 ，4(4i,j) 和 4(1+1i,j) 同 为 真 ， 如 果 读 写 头 处 于 工作 
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带 第 i 单元 , 该 单元 内 容 可 能 被 修改 , 则 4(1.i,7) 为 真 ，4(1+1ij) 可 能 为 真 , 也 可 能 为 假 ， 
但 五 (1.i) 必然 为 真 。 因 此 有 : 


N-1 2N 
屿 二 砚 AALLD ALED YH i)) 
t=-0 i=0 


因为 : 
PeEOSO(P—»0)A.(0—>P) 
SPvO)AOYP) 
所 以 ， 上 面 式 子 可 改写 成 : 
A 六 ACT ij)V A(t+Li, Jj)vVH(LD)A( A(Li NV A(t+Li, I)vVH(LI)) 


利用 分 配 律 ， 进 一 步 把 上 式 改写 成 如 下 的 合 取 范式 : 


~ A ACT i jv A(t+L,i, J)vVH(L))A( Alt,i, Dv ACHLEN )A( AC, % Dv HD i))) 
上 述 子 句 最 多 包含 O(T?(n)) 个 符号 

(7) 图 灵机 从 格局 1 转移 到 格局 :+1 时 ， 可 能 有 下 面 4 种 情况 。 

Q@ 在 格局 :时 ， 工 作 带 第 i 单元 的 符号 可 能 不 是 bj。 

@ 在 格局 :时 ， 读 写 头 可 能 不 处 于 工作 带 第 i 单元 。 

@ 在 格局 :时 ， 图 灵机 控制 器 的 状态 可 能 不 是 pj 。 

@ 非 确 定性 图 灵机 从 格局 :转移 到 格局 ++1 时 ,转移 函数 6 把 SxT 中 的 一 个 元 素 映射 
为 Sx(T-{B})x{I,P,R} 中 的 一 个 子 集 ， 图 灵机 从 这 个 子 集中 挑选 一 个 元 素 作为 其 函数 
值 。 因 此 ,在 格局 :+1 时 ,工作 带 第 i 单元 的 符号 必定 是 工 的 某 个 子 集中 的 符号 b.; 控制 器 
状态 必定 是 5 的 某 个 子 集中 的 状态 p。; 读 写 头 位 置 也 必定 在 {0,…,2N} 的 某 个 子 集中 的 一 
个 位 置 i. 。 因 此 ， 有 : 

A NA AATH DV HD Dv SC SOY (VALLI)ASG+L k)AHG+LL))) 
因为 ce 的 取 值 范围 有 限 ， 所 以 ， 上 述 子 句 最 多 包含 O(T?(n)) 个 符号 。 

(8) 在 格局 N， 图 灵机 接受 输入 符号 串 x 而 停机 ， 这 时 有 : 
SCV.7) 

把 以 上 各 组 子 句 ， 用 合 取 运 算 组 织 成 合 取 范 式 ， 从 而 把 语言 工 的 实例 x 转换 为 合 取 范 
式 。 该 范式 的 长 度 最 多 包含 O(T3(m)) 个 符号 ， 因 此 ， 转 换 过 程 可 在 多 项 式 时间 内 完成 。 该 
范式 可 满足 ， 当 且 仅 当 图 灵机 接受 输入 符号 串 x 。 而 语言 工 是 NP 中 的 任 一 语言 , 因此 ，NP 
中 的 所 有 问题 ， 都 可 归 约 为 可 满足 性 问题 。 


13.2 复杂 性 类 型 之 间 的 关系 


时 间 复 杂 性 类 型 和 空间 复杂 性 类 型 存在 着 某 种 联系 ， 本 节 和 叙述 它 们 之 间 的 关系 。 
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13.2.1 ”时间 复杂 性 和 空间 复杂 性 的 关系 


定义 13.12 7: IL 一 I， 则 函数 7 称 为 时 间 可 构造 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 长 度 为 ”的 
输入 ， 图 灵机 恰好 在 T(n ) 步 停 机 。S: IL 一 I;:， 则 函数 S$ 称 为 空间 可 构造 的 ， 当 且 仅 当 对 
每 一 个 长 度 为 n 的 输入 ， 图 灵机 恰好 以 S(n) 个 非 空 的 工作 带 单元 的 格局 停机 。 

可 构造 的 概念 说 明 ， 如 果 某 个 图 灵机 是 以 T(n ) 或 5(n) 为 界 构造 的 ， 那么 该 图 灵机 就 
不 会 受 比 T(n ) 或 5(n) 更 小 的 界 所 限制 。 几乎 所 有 单调 函数 都 是 时 间 可 构造 和 空间 可 构造 
的 , 例如 logn，n*，c”,n! 等 ,如 果 T(n ) 及 TT (n ) 是 单调 可 构造 函数 ,那么 , Ti(n)-T(n)、 
270) 、(T(n))3 中 也 是 单调 可 构造 函数 。 上 述 结果 对 S(n) 亦 然 。 因 此 ， 可 构造 函数 的 谱 
系 非常 丰富 。 

定理 13.1 时 间 复 杂 性 类 型 和 空间 复杂 性 类 型 有 如 下 关系 : 

(1) DTIME(f(n))ENTIME(f(n)) DSPACE(f(n))c NSPACE(f(n)) 

(2) DTIME(f(n))EDSPACE(f(n)) NTIME(f(n))cNSPACE(f(n)) 

(3) 如 果 s 是 空间 可 构造 函数 ， 且 S(n) logn, 则 对 某 个 常数 c=2， 有 : 

NSPACE (S (n))c DTIME (es) 

证 明 设 工 是 字母 表 z 上 的 任意 一 个 语言 : 

(1) 如 果 Le DTIME(f(n))， 则 工 至 多 在 f(n) 步 内 被 确定 性 图 灵机 所 识别 。 因 为 确 
定性 图 灵机 的 转移 函数 是 单 值 的 ， 非 确定 性 图 灵机 的 转移 函数 是 多 值 的 ， 确 定性 图 灵机 是 
非 确定 性 图 灵机 的 一 个 特例 ， 因 此 工 也 可 在 f(n) 步 内 被 非 确定 性 图 灵机 所 识别 ， 即 
LeNTIME(f(n))。 所 以 DTIME(f(n))c NTIME(f(n)). 

同 理 可 证 DSPACE(f(n))c NSPACE(f(n))。 

(2) 如 果 LeDTIME(f(n))， 则 至 多 在 f(n) 步 内 被 确定 性 图 灵机 所 识别 。 在 (n) 
步 之 内 , 工作 带 读 写 头 至 多 可 以 读 写 f(n) 个 工作 带 单元 。 因 此 , 确定 性 离线 图 灵机 也 可 以 
用 了 (n) 空间 识别 IL， 即 LeDSP4CE(f(n))。 所 以 ， 有 DTIME(f(n))cDSPACE(f(n))。 
同 理 可 证 NTIME(f(n))c NSPACE(f(n))。 

(3) 如 果 LeNSP4CE(S(n))， 令 M 是 非 确定 性 的 离线 图 灵机 ， 工 的 输入 长 度 为 ”， 
M 所 使 用 的 工作 空间 的 上 界 为 S$(n)>logn。 令 s 和 1 分 别 是 MM 的 状态 个 数 及 工作 带 符号 个 
数 。 因 为 M 是 以 S(n) 空间 为 界 的， 而 S(n) 是 空间 可 构造 的 ， 对 长 度 为 n 的 输入 ，M 的 
所 有 可 能 的 不 同 格局 的 最 大 个 数 为 s(n+2)S(n)ts(”， 它 是 状态 个 数 、 输 入 带 读 写 头 位 置 
个 数 、 工 作 带 读 写 头 位 置 个 数 以 及 可 能 的 工作 带 内 容 的 个 数 的 积 。 因为 5(n)>logn， 所 以 ， 
存在 着 某 个 常数 4 >2, 使 得 s(z+2)S(n)1s0) < ads) 。 因 此 ，M 的 状态 迁移 不 会 超过 q 5 
次 ; 否则 ，M 将 重复 某 一 个 格局 而 永 不 停机 。 假 定 M 接受 LI， 并 在 某 一 个 格局 停机 。 如 果 
把 M 的 所 有 格局 作为 一 个 有 向 图 的 顶点 ， 两 个 格局 之 间 存 在 有 向 边 ， 当 且 仅 当 按 照 M 的 
转移 函数 , 可 在 一 步 之 中 由 第 1 个 格局 到 达 第 2 个 格局 , 则 对 输入 长 度 为 的 语言 工 ，M 接 
受 L 时 所 生成 的 有 向 图 的 顶点 个 数 ， 至 多 为 a 个 。 因 为 M 接受 工 ， 当 且 仅 当初 始 格局 
和 可 接受 格局 存在 有 向 路 径 ， 所 以 考虑 一 个 确定 性 的 图 灵机 M'， 使 M' 检 查 该 有 向 图 中 是 
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否 存在 这 样 的 路 径 。 因为 在 具有 个 顶点 的 有 向 图 中 , 可 以 用 O(n? ) 的 时 间 找 到 最 短路 径 ， 
所 以 M' 可 以 用 O(d2s0o ) 时 间 找 到 这 条 路 径 。 显 然 ， 如 果 MM 接受 工 ， 则 M' 也 可 以 用 
0(d230) ) 时 间接 受 工 。 因 为 存在 着 某 个 常数 c>2， 使 0(d2O)=o(eso) ， 所 以 
LeDTIME (cs ) 。 由 此 得 出 ，NSP4CE (S(n))c DTIME (csC ) 。 
由 上 面 的 结果 ， 可 以 立即 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 13.1 LOGSPACE c NLOGSPACE cP 

定理 13.2 如果 5 是 空间 可 构造 的 函数 ， 且 S(n)>logn， 则 

NSPACE (S(n))c DSPACE (S*(n)) 

证 明 ”如果 LeNSP4CE(S(n))， 令 MM 是 非 确 定性 的 离线 图 灵机 ， 工 的 输入 长 度 为 n， 
M 所 使 用 的 工作 空间 的 上 界 为 S$(n) =logn。 令 s 和 1 分 别 是 MM 的 状态 个 数 和 工作 带 符号 个 
数 。 因 为 M 是 以 S(n) 空间 为 界 的， 而 S(n) 是 空间 可 构造 的 ， 对 长 度 为 n 的 输入 ，M 的 
所 有 可 能 的 不 同 格局 的 最 大 个 数 为 s(n+2)S(n)t* 中 ， 它 是 状态 个 数 、 输 入 带 读 写 头 位 置 个 
数 、 工 作 带 读 写 头 位 置 个 数 以 及 可 能 的 工作 带 内 容 的 个 数 的 积 。 因 为 5S(n)=logn， 所 以 ， 
存在 着 某 个 常数 c>1， 使 得 s(n+2)S(n)ts 中 <2%09。 因 此 ，M 的 状态 迁移 不 会 超过 2 
次 ， 否则 ，M 将 重复 某 一 个 格局 而 永 不 停机 。 令 M 对 工 的 初始 格局 是 Ci;， 最 终 格 局 是 Cy。 
M 接受 工 ， 当 且 仅 当 M 由 Ci 迁移 到 Cr 假定 M 由 Ci 迁移 到 Gy 的 迁移 步 数 是 y， 则 必定 
存在 一 个 格局 C , 使 得 M 以 O(S(n)) 空间 ,在 j/2 步 之 内 , 由 Ci 迁移 到 C ; 然后 , 又 在 j/2 
步 之 内 , 由 C 迁移 到 Cr 。 由 此 , 可 以 构造 一 个 确定 性 的 离线 图 灵机 M', 使 M' 来 模拟 MM 的 
动作 。 因 为 M 由 C; 迁移 到 Gy 的 迁移 步 数 y， 至 多 不 会 超过 2%H， 因 此 由 MM' 调 用 函数 
REACHABLE( C; ,Cy ,2 ), 用 分 治 法 策略 ,在 至 多 2 中 步 之 内 ,模拟 M 的 格局 从 Ci 迁移 
到 Cr 。REACHABLE 函数 说 明 如 下 : 


1. BOOL REACHABLE (C1,C2,j) 

| 

名 if (aly A 

4 if ((C1l==C2)11 (cl 在 1 步 之 内 可 达 Cc2)) 

与 < return TRUE; 

6 else 

7 return FALSE; 

8 } 

9. else { 

10. for ( 以 空间 S (n) 为 界 的 每 一 个 可 能 的 格局 C) { 
卫生 = if ((REACHABLE (Cl,C,j/2) )&&(REACHABLE (C,C2,j/2))) 
2. return TRUE; 

3。 el1se 

14. return FALSE; 

5, } 

6 } 


17. } 


函数 REACHABLE 判断 在 M 的 两 个 格局 Cl1 和 C2 之 间 ， 是 否 有 一 个 长 度 至 多 为 j 的 
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局 部 计算 。 函 数 REACHABLE 的 工作 过 程 如 下 : 如 果 j=1， 则 直接 判断 并 给 出 结果 ; 否 
则 ， 用 分 治 法 分 别 递归 地 调用 REACHABLE (C1, C,j/2) 及 REACHABLE(C, C2,j/2)， 从 所 
有 以 空间 S(n) 为 界 的 每 一 个 可 能 的 格局 中 ， 寻 找 一 个 满足 在 j/2 步 之 内 ， 分 别 从 C1 到 达 
C， 又 从 C 到 达 C2 的 中 间 格 局 C。 

显然 , M 接受 工 , 当 且 仅 当 M 由 Ci 迁移 到 Cry ; 当 且 仅 当 REACHABLE(Ci ,Cr ,25o)) 
返回 TRUE。 因此 ，M 接受 工 ， 当 且 仅 当 M "接受 工 。 

为 了 模拟 递归 调用 , M' 用 它 的 工作 带 作 为 一 个 堆栈 来 存放 后 续 对 这 个 函数 调用 时 的 相 
应 信息 。 因 为 M' 以 初始 步 数 为 2 进行 递归 调用 , 每 一 次 调用 都 使 步 数 以 2 的 因子 递减 ， 
因此 递归 深度 是 cs (n) 。 每 一 次 调用 ，M' 都 存放 每 一 次 调用 时 C1、C2 、C 以 及 O(S(n)) 
的 大 小 的 当前 值 。 因 此 ， 每 一 次 调用 所 需 空间 不 会 超过 O(S(z)) 。 由 此 ， 在 整个 递归 调 上 
期 间 ， 所 需 空 间 不 会 超过 O(S?(n))。 所 以 ，Le DSPACE (S?(n))。 

综 上 所 述 ， 有 NSPACE (S(n))cDSPACE (S*(n))。 

由 上 述 定 理 ， 可 以 马上 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 13.2 ”对 任意 的 上 >1， 有 : 

NSPACE (n*)c DSPACE (n**) NSPACE (log* n)c DSPACE (log* n) 

推论 13.3 NSPACE = PSPACE 

证 明 由 定理 13.1，DSPA4CE(f(n))cNSPA4CE(f(n))。 根 据 NSPA4CE 和 PSP4CE 的 
定义 ， 有 PSPACE c NSPACE。 

又 根据 推论 13.2 及 NSP4CE 和 PSPACE 的 定义 ， 可 得 NSPACE c PSPACE。 

所 以 有 : NSPACE =PSPACE。 

例如 ， 在 例 13.4 图 的 可 达 性 问题 GAP 中 ，GAPe NLOGSPACE = NSP4CE (logn)。 由 
推论 13.2， 可 得 : GAPe DSP4CE (log*n)。 由 此 可 得 ， 存 在 着 一 个 用 O(log? ”) 空间 的 确 
定性 算法 来 解 GAP 问题 。 


13.2.2 ”时 间 谱 系 定理 和 空间 谱系 定理 


DTIME(f(n)) 和 DSPACE(f(n)) 的 定义 ， 根据 f(n) 随 着 n 的 增长 ， 把 语言 在 时 间 
上 分 类 为 DTIME (n),DTIME (n?),…; 在 空间 上 分 类 为 DSPACE(n),DSPACE (n?),…。 
当 f(n) 的 增长 处 于 O(n) 到 O(m) 中 间 的 某 一 位 置 时 ， 存 在 着 某 一 个 界限 ， 在 这 个 界限 之 
前 的 函数 (nmn) ， 其 增长 速度 比较 起 来 更 接近 于 O(n) ; 在 这 个 界限 之 后 的 函数 f,(n)， 其 
增长 速度 比较 起 来 更 接近 于 O(n?)。 那 么 ， 是 否 所 有 属于 DTIME(f,(n)) 的 语言 ， 也 都 属 
于 DTIME(fi(n))? 如 果 是 ， DTIME(n) 和 DTIME (nm? ) 之 间 的 界限 应 该 如 何 区 分 ?如 果 不 
是 ， 又 如 何 区 分 DTIME (fi(n)) 和 DTIME(f;(n)) 是 否 属于 同一 类 或 不 属 同一 类 ? 对 于 
DSP4CE(fi(n)) 和 DSPACE(f,(n)) 也 有 同样 的 情况 。 

下 面 的 空间 谱系 定理 和 时 间 谱 系 定理 说 明了 这 个 问题 。 在 叙述 这 两 个 定理 之 前 ， 先 说 
明 下 面 的 引 理 : 

引 理 13.1 5S(n) 是 自然 数 集 N 上 的 函数 ，S: N 一 N，SGN) 是 函数 8 在 N 上 的 象 , 则 了 
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yeN， 使 得 ygS(N)。 
证 明 函数 S: N 一 N， 则 S(n) (n=0,1,-…) 的 值 可 表示 如 下 : 
S$(0)= Woo vo Won … 
S(1)= WV ,~ 
S(n)= 00D OOm 
其 中 , 0< wj <9, i,j=0,1,2,… 。 构 造 ye N, 使 得 y=yoyys…y… ;但 yi a， i=0,1,2,… 
则 对 所 有 的 n，n=0,1,2,…，yzS(n) 。 因 此 ，3yeN, 但 ygS(N)。 
由 引 理 13.1， 可 得 下 面 结论 : 
结论 13.1 函数 S(n) 是 自然 数 集 N 到 正 实数 集 Ri 的 映射 ，S;: N 一 Ri:， 则 存在 yeRi， 
使 得 对 所 有 的 n，n=0,1,2,…y 去 S(n)。 
定理 13.3 令 Si(n) 和 S,(n) 是 两 个 空间 可 构造 的 函数 ， 如 果 : 


Ei (C1321) 
no S,(n) 


则 在 DSP4CE(S,(n)) 中 ， 至 少 包含 着 一 个 不 属于 DSP4CE (SI(n)) 的 语言 。 

证 明 的 方法 是 构造 一 个 图 灵机 M ， 由 AM 模拟 以 S,(n) 空间 为 界 的 图 灵机 来 进行 。 模拟 
的 方法 如 下 : 令 M, 是 一 个 单 带 图 灵机 ， 用 如 下 方法 ， 把 M, 译 码 为 相应 二 进 制 数字 0 和 1 
的 符号 串 一 一 假定 M 的 输入 字母 集 是 {0,1}， 空 白 是 附加 的 工作 带 符号 。 为 了 方便 起 见 ， 
分 别 把 符号 0、1 及 空白 ， 记 为 X、 联 , 季 ;; 分 别 用 D,、D, 和 DD 来 标记 转移 函数 中 工 
作 带 读 写 头 的 移动 命令 I、P 和 R; 这 样 ， 就 可 以 把 转移 函数 5(p;, 陪 ) )=( pk, 耻 ,Dm ) 译 
码 为 二 进 制 符号 串 0110710*10110”。 其 中 , 前 级 1 起 分 隔 符 作用 ,1 的 个 数 可 以 任意 。 于 是 ， 
就 可 以 把 MM, 译 码 为 11151116,11…116,111。 其 中 ，6，, (1<1<r) ， 是 上 面 所 述 的 转移 
函数 的 代码 。 每 一 个 图 灵机 都 可 以 有 多 种 译 码 。 可 以 用 类 似 的 方法 ， 对 上 带 图 灵机 和 离线 
图 灵机 进行 译 码 。 对 图 灵机 M 进行 译 码 之 后 ， 就 可 把 图 灵机 M 的 译 码 作 为 图 灵机 MM 的 
输入 , 由 图 灵机 M 来 模拟 图 灵机 M 的 工作 。 这 时 , 图 灵机 M 把 图 灵机 M, 的 译 码 以 及 M， 
的 输入 符号 串 o 一 起 作为 输入 , 识别 M 的 转移 函数 命令 5， 形成 MM 在 执行 转移 函数 命令 
6 时 所 产生 的 格局 ， 判 断 该 格局 是 否 为 M、 对 输入 符号 串 o 的 接受 格局 、 拒 绝 格 局 或 停机 
格局 ， 从 而 完成 对 M, 的 模拟 。 假定 My 以 S(n) 空间 为 界 ，M 模拟 MM 时 使 用 了 +t 个 工作 带 
符号 ， 则 M 模拟 MM 所 使 用 的 空间 为 [logt |S(n ) 。 

下 面 借助 结论 13.1 来 证 明 上 述 定理 : 

证 明 分 成 3 个 步骤 : 

(1) 首先 , 考虑 只 具有 输入 字母 集 {0,1} 的 离线 图 灵机 。 开始 时 , 由 结论 13.1 及 式 (13.2.1)， 
可 构造 一 个 以 S,(n) 空间 为 界 的 图 灵机 M ， 使 得 它 至 少 有 一 个 输入 和 以 S1(n) 空间 为 界 的 
任何 图 灵机 MM, 不 一 致 ， 假 定 这 个 输入 是 o. 。 为 了 保证 M 不 会 使 用 多 于 S,(n) 的 空间 ， 首 
先 对 M 的 工作 带 上 的 S,(n) 个 单元 进行 标记 。 因 为 5,(n) 是 空间 可 构造 的 ， 这 样 就 可 以 对 
每 一 个 长 度 为 n 的 输入 ， 模 拟 恰好 使 用 S,(n) 空间 的 图 灵机 ， 只 要 计算 中 使 用 的 工作 带 单 
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元 超出 了 被 标记 的 单元 ， 就 中 断 M 的 操作 。 显 然 ，M 接受 的 所 有 语言 工 都 属于 
DSPACE(S,(n))， 即 (MM) 属 于 DSPACE(S,(n))。 

(2) 接着 ，M 分 别 用 MM, 的 输入 @ 以 及 与 MM, 不 一致 的 输入 o.， 与 图 灵机 M, 的 译 码 
一 起 作为 其 输入 x， 来 模拟 以 S1(n) 空间 为 界 的 图 灵机 M,。 因 为 ex 和 以 S1(n) 空间 为 界 的 
任何 图 灵机 MM 不一致， 所 以 M ,接受 wo。， 而 拒绝 。, 。 这 时 M 以 这 样 的 方式 来 模拟 图 灵机 
M;: 如 果 MM, 停机 于 接受 状态 ， 则 MM 拒绝 x 而 停机 ; 如 果 M; 停机 于 拒绝 状态 ， 则 MM 接 
受 x 而 停机 。 因 为 M, 是 以 Si(n) 空间 为 界 的 ， 假 定 模 拟 时 使 用 了 + 个 工作 带 符号 ， 则 该 模 
拟 只 需要 [logt |S1(n)<5S2(n) 空间 。 

(3) 因为 L(M) 属 于 DSP4CE(S,(n))， 它 也 可 以 被 其 他 属于 DSP4CE(S,(n)) 的 图 
灵机 MM, 所 接受 ， 那 么 只 要 证 明 MM, 不 会 以 S1(n) 空间 为 界 ， 而 M, 是 任意 的 ， 即 可 说 明 
DSPACE(S,(n)) 中 至 少 有 一 个 语言 不 能 被 以 Si(n) 空间 为 界 的 图 灵机 所 接受 , 定理 便 可 得 
到 证 明 。 
用 反 证 法 证 明 。 如 果 M ,接受 LI(M), 且 M, 以 5S1(n) 空间 为 界 ,而 S1(n) 满 足 式 (13.2.1)， 
所 以 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, ns,…， 满 足 不 等 式 : 

[logt |S1Cnm;)<S2(n), 1=1,2,-- 
因此 , 存在 一 个 以 S1(n) 空间 为 界 的 图 灵机 所 接受 的 输入 w,。 把 w, 和 MM, 的 译 码 作为 M 的 
输入 x ， 则 MM 以 [logt |Si(m") < 5,(m") 空间 来 模拟 MM, 的 工作 ,其 中 nm'=|x'|。 显 然 ，M, 接 
受 oy ， 根 据 (2) ，M 拒绝 以 ov 作为 输入 的 x' 。 因 此 ，M ,接受 的 语言 不 是 M 所 接受 的 
语言 ， 与 My 接受 工 (M ) 相 矛 盾 。 因 此 ，M， 不 会 以 Si(z) 空间 为 界 。 由 此 说 明 ，Z(M ) 在 
DSP4CE(S,(n)) 中 ， 但 不 在 DSP4CE(S1(n)) 中 。 因 此 ， 在 DSP4CE(S,(n)) 中 ， 必 然 至 
少 包含 着 一 个 不 属于 DSP4CE (Si(n)) 的 语言 。 

上 述 定理 说 明 ， 凡 属于 DSP4CE(S1(n)) 的 语言 ， 都 可 属于 DSP4CE(S,(n)); 但 属 
于 DSP4CE(S,(n)) 的 语言 ， 不 一 定 属于 DSP4CE (Si(n)) 。 因 此 ， 当 Si(n) 和 5S,(n) 满 足 
式 (13.2.1) 时 ， 即 当 Si(n) 的 阶 是 o(S3(n)) 时 ，DSP4CE(Si(n)) 和 DSP4CE(S,(n)) 类 
型 的 语言 属于 不 同类 型 的 语言 集合 。 

对 时 间 谱 系 定理 ， 首 先 有 如 下 的 引 理 : 

引 理 13.2 如果 大 带 图 灵机 以 时 间 T() 接受 语言 7T， 则 2 带 图 灵机 以 时 间 
T(n)logT(n) 接受 语言 L。 

证 明 首先 说 明 2 带 图 灵机 AM 是 如 何 模拟 磊 带 图 灵机 M 的 。 把 图 灵机 Mi 的 第 1 条 存 
储 带 划分 为 部 分 ， 每 部 分 对 应 于 M 的 一 条 工作 带 。 同 时 ， 又 把 每 一 部 分 划分 成 上 、 下 两 
道 ， 而 第 2 条 带 用 于 和 暂 存 及 传送 第 1 条 带 的 数据 。 为 简单 起 见 ， 在 此 只 讨论 对 M 的 某 一 条 
工作 带 的 模拟 ， 其 他 带 的 模拟 可 以 类 似 处 理 。 

在 图 灵机 Mi 的 第 1 条 带 的 上 、 下 两 道 都 有 一 个 特殊 单元 ， 称 为 B。。 当 M 的 工作 带 读 
写 头 左 〈 右 ) 移 时 ， Mi 的 工作 带 数据 右 〈 左 ) 移 ， 使 得 Bu 的 内 容 一 直 保 持 为 M 的 工作 带 
读 写 头 所 指向 单元 的 内 容 。 除 特殊 单元 Bo。 外， 把 Bo 右边 的 单元 划分 为 存储 块 Bi,B,,…; 
把 B 左 边 的 单元 划分 为 存储 块 B,B_,,…。 对 i=1,2,…，, 存储 块 Bj 及 B_; 的 单元 个 数 都 为 
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2 站。 因此 ， 如 果 记 |B; | 为 存储 块 Bj 及 B_; 的 单元 个 数 ， 则 有 如 下 关系 : 


Ln 
Bi|= >|Bi +1 (C1337 


k=1 
假定 ，M 的 工作 带 读 写 头 所 指向 单元 的 内 容 为 ae ， 则 其 右 方 单元 的 内 容 分 别 为 
ql,42,…， 其 左 方 单元 的 内 容 分 别 为 a_,a_,,…。 开始 时 , 左 方 单元 的 内 容 都 是 空 的 。Mi 的 
工作 带 中 与 M 的 这 条 工作 带 相对 应 的 那 一 部 分 ， 假 定 其 上 道 是 空 的， 下 道 存 有 … 
qa_2,4.1,40,q1,42,…， 这 些 内 容 被 放置 在 存储 块 …B_,,B_ ,Bo,B,B,,… 上， 如 图 13.2 所 示 。 
当 M 的 工作 带 读 写 头 左 移 或 右 移 时 ， Mi 的 工作 带 数据 按 下 列 规 则 进行 相应 的 右 移 或 左 移 
操作 : 


[es [es] eel es eses [es des dala ade [el sl] dele 
EE ele a 


Bs Ba B1 Bo B 已 B; 
图 13.2 MM, 工作 带 上 的 存储 块 


(1) 对 所 有 的 i>0，, 或 者 上 、 下 道 的 Bj 全 满 , 而 B_; 为 空 ; 或 者 Bj 为 空 ,而 B_; 全 满 ; 
或 者 B 与 B_; 的 下 道 全 满 而 上 道 均 空 。 

(2) 存储 块 B 与 B_; 的 内 容 都 表示 M 的 工作 带 上 的 一 片 连续 单元 的 内 容 。 当 上 、 下 
道 的 存储 块 B; 均 满 时 ， 则 上 、 下 道 的 8; 一 起 构成 一 片 长 度 为 |2B; | 的 连续 单元 的 内 容 。 这 
时 ， 如 果 i>0， 上 道 3; 的 内 容 恰好 是 下 道 B; 左 边 的 内 容 ， 当 i<0 时 ， 上 道 ;的 内 容 恰 好 
是 下 道 B ,右边 的 内 容 。 

(3) 当 i<j 时 ，Bi 是 Bj 左边 单元 的 内 容 。 

(4) Bo 只 有 下 道 有 内 容 。 

当 M 的 工作 带 读 写 头 左 移 时 ， 对 M, 的 工作 带 数据 进行 如 下 的 右 移 操作 : 在 上 道 向 右 
寻找 遇 到 的 第 1 个 空 存储 块 ， 比 如 空 存储 块 是 B,, ， 则 把 下 道 Bj 的 内 容 复 制 到 上 道 Bi, 的 
右 半 部 分 , 把 上 道 B, 的 内 容 复 制 到 上 道 B, 的 左 半 部 分 把 上 道 B,) ~ B 及 下 道 Bo 的 内 容 
依次 复制 到 下 道 B; 。 按照 式 (13.2.2) ,存储 块 Bj 的 长 度 恰好 容纳 Bj ~ Bi 及 Bo 的 全 部 数据 。 
另外 ， 在 下 道 向 左 遇 到 的 第 一 个 满 存储 块 必然 是 B_usn ， 也 把 它 复 制 到 下 道 的 Bi， ~ 了 1 及 
下 道 B。。 同 样 ， 存 储 块 B_6,) 的 长 度 恰好 是 存储 块 B_; ~ 了 Bi 及 Bo 长 度 的 总 和 。 这 就 完成 了 
MM 的 工作 带 读 写 头 左 移 的 模拟 ， 把 它 称 为 一 个 Bi 操作。 数据 移动 的 过 程 如 图 13.3 所 示 。 

M 的 工作 带 读 写 头 右 移 的 模拟 动作 类 似 。 根 据 式 (13.2.2) ，M 工作 带 读 写 头 连续 左 
移 2 中 次 ，M1 的 存储 块 B; 操 作 1 次 ，B; ,操作 2 次，B; ,操作 4 次 。 一 般 地 ， 对 所 有 的 上 ， 
1<k<i, 存储 块 B 操 作 2 次 。 由 此 ， 如 果 MM 工作 带 读 写 头 连续 左 移 T(n)=2 站 次 ， 则 有 
i=logT(n)+1， 令 1<k< logT(n)+1， 则 Mi 的 存储 块 Bi 的 操作 次 数 将 为 : 


Dk loeT(n)tlk 


=T(n)/2™ 
而 存储 块 Bi 包含 2 中 个 单元 的 数据 ， 考 虑 到 上 道 数 据 的 移 进 移出 ， 使 得 存储 块 数据 的 每 一 
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次 移动 ， 每 个 数据 将 需 复 制 两 次 。 因 此 ， 存 在 一 个 正常 数 m， 使 得 Mi 的 存储 块 Bi 操作 一 
次 ，M, 的 工作 带 读 写 头 平均 执行 m2 个 动作 。 因 此 ， 有 : 


logT(n)+1 
TD- 广 m22 
ka 本 
=2mT(n)(logT(n)+1) 
<4mT(n) logT(n) 
此 外 ， 如 果 M 在 不 同 的 工作 带 中 移动 ，M 所 增加 的 额外 的 花费 将 只 是 线性 时 间 。 由 
此 可 得 引 理 成 立 。 


国 国 因 国 固 面 国 国 国 轩 国 回回 加 回国 加 


国 国 故国 故国 国 国 因 轿 四 四 国 国 国 国 国 
[osele lesdel TT elelelelele [led] 


画面 硬 面 硬 面 面 硬 面 面 面 面 国 加 四 酌 面 
四 面 面 面 硬 四 因 国 四 因 国 团团 四 面 加 加 
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图 13.3 工作 带 上 存储 块 的 移动 情况 


定理 13.4 令 Ti(n) 和 工 (n) 是 两 个 时 间 界 限 函 数 ， 其 中 ， 了 (nn) 是 时 间 可 构造 的 。 
如 果 
lim 2 VEN) 0 
ny T(n) 
则 在 DTIME(T,(n)) 中 ， 至 少 包 含 着 一 个 不 属于 DTIME (TT(n)) 的 语言 。 
证 明 ”可 以 类 似 于 定理 13.3 的 证 明 来 证 明 这 个 定理 。 同 样 ， 分 成 三 个 步 又 : 
(1) 首先 ， 构 造 一 个 以 (nn) 时 间 为 界 的 2 带 图 灵机 M ， 使 得 它 和 以 五 (”) 时间 为 界 
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的 图 灵机 M, 至少 有 一 个 输入 是 不 一 致 的 ， 假 定 这 个 输入 是 ov 。M 把 带 图 灵机 MM, 的 译 
码 及 其 输入 wow 作 为 M 的 输入 zx ， 来 模拟 图 灵机 M,， 令 输入 x 的 长 度 为 nx 。 因 为 (mn) 是 时 
间 可 构造 的 ， 这样 就 可 以 对 每 一 个 长 度 为 n 的 输入 , 模拟 恰好 使 用 工 (n) 时 间 的 图 灵机。 只 
要 计算 中 使 用 的 时 间 超 过 了 五 (z) 的 步 数 ， 就 中 断 M 的 操作 。 因 此 ，M 接受 的 所 有 语言 工 
都 属于 DTIME(T,(n))， 即 L(M) 属 于 DTIME(T,(n))。 

(2) 接着 ，M 分 别 用 MM 的 输入 ew 以 及 与 MM 不 一 致 的 输入 w.， 与 图 灵机 M 的 译 码 
一 起 作为 其 输入 x 来 模拟 以 TI(n) 时 间 为 界 的 图 灵机 M, 。 因 为 o. 和 以 TI(n) 时 间 为 界 的 任 
何 图 灵机 MM; 不一致 ,所 以 M, 接受 @ , 而 拒绝 ou 。 这 时 MM 以 这 样 的 方式 来 模拟 图 灵机 MM， : 
如 果 M; 停机 于 接受 状态 ， 则 M 拒绝 x 而 停机 ;如 果 ML; 停 机 于 拒绝 状态 ， 则 MM 接受 x 而 
停机 。 因 为 M 是 2 带 图 灵机 , 在 模拟 以 五 (") 时 间 为 界 的 大 带 图 灵机 M,. 时 ,， 由 引 理 13.2， 
它 用 五 (z)log 刀 (>) 时 间 完 成 这 种 模拟 。 假 定 在 模拟 时 额外 使 用 了 z 个 工作 带 符号 ， 因 此 存 
在 着 常数 c， 使 得 这 种 模拟 以 因子 c=[logt ] 变 慢 。 由 此 ，M 以 cTi(n)logT(n) 时 间 完 成 这 
种 模拟 。 

(3) 因为 L(M) 属 于 DTIME(T,(n))， 它 也 可 以 被 其 他 属于 DTIME(T,(n)) 的 图 灵机 
M, 所 接受 ， 那 么 只 要 证 明 M， 不 会 以 Ti(n) 时间 为 界 ， 而 M, 是 任意 的 ， 即 可 说 明 L(M) 
中 至 少 有 一 个 语言 ， 不 能 被 以 Ti(n) 时 间 为 界 图 灵机 所 接受 ， 定 理 便 可 得 到 证 明 。 

用 反 证 法 证 明 。 如 果 存 在 一 个 接受 L(M) 的 、 以 TI(n) 时 间 为 界 的 图 灵机 M，， 因 为 
五 (2) 满足 式 〈13.2.3) ， 所 以 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, ns,…， 满 足 不 等 式 : 

cTi(n)logT(n)<T, (n), i=1,2,. 

因此 , 存在 一 个 以 TI(n) 时 间 为 界 的 图 灵机 所 接受 的 输入 oy 。 把 oy 和 MM, 的 译 码 作为 M 的 
输入 x , 则 MM 以 cT(n')log(m) < 五 (2 时 间 来 模拟 M， 的 工作 , 其 中 m=|x'|。 因 为 M, 接 
受 oy， 根 据 (2) ，M 拒绝 以 。, 作 为 输入 的 x 。 因 此 ，M ,接受 的 语言 不 是 M 所 接受 的 
语言 ， 与 M ,接受 L(M) 相 矛盾 。 因 此 ，M ,不 会 以 TI(n) 时 间 为 界 。 由 此 说 明 ，L(M ) 在 
DTIME(T,(n)) 中, 但 不 在 DTIME(T(n)) 中 。 因 此 ,在 DTIME(T,(n)) 中， 必然 包含 一 个 
不 属于 DTIME (Ti(n)) 的 语言 。 


13.2.3 ”填充 变 元 


所 谓 填充 变 元 ， 是 一 个 很 长 的 无 效 的 附加 符号 序列 ， 把 它 附 加 到 特定 问题 的 输入 实例 
中 ， 使 得 实例 规模 变 大 ， 从 而 使 接受 该 实例 的 图 灵机 所 需要 的 计算 步 数 ， 与 该 实例 的 相对 
规模 比较 起 来 ， 其 时 间 复 杂 性 相对 变 低 。 例 如 ， 假 定语 言 Lcz”( 其 中 ，z 是 不 包含 符号 
0 的 字母 集 ) ， 并 假定 工 属于 DTIME (n*) 。 如 果 令 

L'={x0:|xeL and k=|x|—|xl} 

把 L' 称 为 的 填充 版 本 。 其 中 ， 符 号 序列 0* 称 为 填充 变 元 。 假 定 M 是 接受 工 的 图 灵机 ， 
则 M 以 O(x]) 步 的 时 间 , 去 判断 x 是 否 属于 工 。 现在 , 构造 男 外 一 个 识别 L' 的 图 灵机 M'。 
M1' 首先 检查 形式 为 x0* 的 输入 符号 串 x'; 然后 ,模拟 M 对 输入 x 的 计算 如 果 M 接受 x， 
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则 M" 也 接受 。 这 样 ，M' 以 O(|x'|) 步 的 时 间 来 判断 x' 是 否 属于 语言 L' 。 因 此 ，L' 属于 
DTIME (n)。 由 此 ， 如 果 工 属于 DTIME (mn) ， 则 一 属于 DTTME (mn*) 。 一 般 地 ， 如 果 工 处 
于 DTIME (f (nm?))， 则 L' 属 于 DTME (f(n))。 

填充 变 元 技巧 在 某 种 形式 上 说 明了 两 种 复杂 性 阶 的 相对 联系 ， 可 以 利用 它 来 证 明 下 fT 
的 定理 : 

定理 13.5 如 果 DSP4CE(n)cP,， 则 PSP4CE=P。 

证 明 ”分 两 步 来 证 明 : 

(1) 首先 , 根据 定理 13.1, 有 DTIME(f(n))c DSP4CE(f(n)); 再 根据 已 及 PSP4CF 
的 定义 ， 有 PcPSPACE。 

(2) 其 次 , 令 Lcz* 是 PSP4CE 中 的 语言 ， 即 工 属于 PSP4CE 。 其 中 ， 克 是 不 包含 符 
号 0 的 字母 表 。 令 p(n) 是 某 一 个 多 项 式 , 则 存在 一 个 以 p(n) 空间 为 界 识 别 工 的 图 灵机 M。 
考虑 下 面 的 语言 二 : 


五 ={xz0tlxzeZ and k=p(|x|)—|xl} 

因此 ， 可 以 构造 另外 一 个 接受 L' 的 图 灵机 M'， 去 识别 形式 为 x0* 的 输入 符号 串 x ， 则 图 
灵机 AM' 以 | 将 空间 识别 一 。 所 以 ，L' 属 于 DSP4CE(n)。 根 据 假设 ，DSPA4CE(n)cP。 
所 以 有 : L' 属 于 P。 这 样 ， 就 存在 着 一 个 以 多 项 式 时 间 识 别 L' 的 图 灵机 M”。 因 此 ， 可 以 
用 另外 一 个 图 灵机 ， 只 要 对 输入 x 附加 上 0* (其 中 ，xeLK， 且 k=p(|x|)-|x|) ， 就 能 模 
拟 M" 。 显 然 ， 这 个 图 灵机 也 可 以 用 多 项 式 时 间 识 别 工 。 所 以 ， 工 属于 已。 因此 有 : 
PSP4CECP。 

综合 (1) 和 (2) ， 有 : PSP4CFE = P。 

推论 13.4 Pz#DSPACE(n)。 

这 个 推论 的 证 明 留 作 练 习 。 

定理 13.6 如 果 NTIME(n)cP， 则 NEXT=DEXT。 

证 明 ”同样 分 两 步 来 证 明 : 

(1) 首先 , 对 某 个 常数 c>0, 有 DTIME (2”)c NTIME (22) 。 所 以 , 有 DEXT c NEXT。 

(2) 其 次 , 令 Lcz 是 NTIME (2”) 中 的 一 个 语言 , 即 工 属于 NTIME (2”)。 其 中 ,z 
是 不 包含 符号 0 的 字母 表 。 则 对 某 个 常数 c> 0 ， 存 在 一 个 非 确定 性 的 图 灵机 M ， 以 2” 为 
界 的 时 间 识别 工 。 考 虑 下 面 的 语言 己 : 

L'={x0*|xeL and k=2"—|x|} 

则 存在 一 个 非 确定 性 的 图 灵机 M'， 以 线性 时 间 识 别 L" 。 所 以 ，L' 属于 NTIME(n)。 根 据 
假设 ，NTIME(n)cP。 所 以 ，L' 属 于 P。 这 样 ， 就 存在 一 个 确定 性 的 图 灵机 M" ， 以 多 
项 式 时间 识 别 L'。 因 此 , 可 以 用 另外 一 个 确定 性 的 图 灵机 ， 只 要 对 输入 x 附加 上 0* (其 中 ， 
xeL， 且 k=2”%--|x|) ， 就 能 模拟 M" 。 显 然 ， 这 个 确定 性 的 图 灵机 也 可 以 用 29 时 间 识 
别 工 。 所 以 , 工 属于 DTME (2”) 。 因 此 有 : NTIME (2”)c DTIME (22) 。 由 NEXT 和 DEXT 
的 定义 ， 可 得 : NEXTEDEXT。 

综合 (1) 和 (2) ， 有 : NEXT =DEXT。 
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13.3” 归 约 性 关系 


在 第 12 章 曾 非 形式 地 讨论 过 归 约 , 它 通 过 一 个 多 项 式 的 确定 性 算法 , 把 一 个 问题 的 实 
例 映 射 为 男 一 个 问题 的 实例 ， 从 而 把 一 个 问题 变换 为 男 一 个 问题 。 本 章 将 继续 从 形式 上 来 
叙述 归 约 。 

定义 13.13 令 了 和 A 是 两 个 字母 表 ，4eZ *、BeA' 分 别 是 两 个 用 字母 表 z 和 A 上 的 
符号 串 译 码 的 任意 判定 问题 。 函 数 了 把 字母 表 上 的 符号 串 映射 为 字母 表 A 上 的 符号 串 ， 
如 果 满 足下 面 的 性 质 : 

Vxey” xe4 当 且 仅 当 f(x)eB 

则 称 了 是 一 个 从 4 到 8 的 变换 。 
由 4 到 8 的 变换 函数 了 是 很 有 用 的 ， 因 为 它 意味 着 : 可 以 通过 把 问题 4 的 输入 x， 变 
换 为 问题 B 的 输入 y 。 此 时 ， 因 为 问题 4 的 答案 为 yes， 当 且 仅 当 问 题 B 的 答案 为 yes。 所 
以 ， 可 以 通过 对 问题 B 进行 求解 来 实现 对 问题 4 的 解 ， 从 而 间接 地 利用 解 问题 B 的 算法 ， 
转换 为 解 问题 4 的 算法 。 因 此 ， 可 以 构造 如 下 的 算法 来 解 问题 4 : 对 任意 给 定 的 输入 符号 
串 xez2”: 

(1) 把 x 变换 为 f(x)。 

(2) 判断 是 否 有 (x)eB。 

(3) 若 f(x)eB， 则 回答 yes; 否则 ， 回 答 no。 
上 面 解 问题 4 的 这 个 算法 的 复杂 性 ， 取 决 于 两 个 因素 : 把 x 变换 为 A(x) 的 复杂 性 ; 判 
断 给 定 符号 串 是 否 属于 B 的 复杂 性 。 很 清楚 ， 如 果 上 述 这 种 变换 不 太 复杂 ， 就 可 以 把 B 的 
一 个 有 效 的 算法 变换 为 4 的 一 个 有 效 的 算法 。 

定义 13.14 ”如 果 有 一 个 由 问题 4 到 问题 B 的 变换 , 就 称 为 4 可 归 约 为 B , 记 为 4xB。 

定义 13.15 令 4e5 ,BeA’ 分 别 是 字母 表 z 和 A 上 的 符号 串 集合 , 变换 f: 5” > A" , 则 : 

(1) 如 果 f(x) 可 以 用 多 项 式 时 间 计 算 ， 则 4 可 以 用 多 项 式 时 间 归 约 为 B， 并 记 为 
AxpB。 

(2) 如 果 了 (x) 可 以 用 O(log|x|) 空间 计算 ， 则 4 可 以 用 log 空间 归 约 为 B， 并 记 为 
Acig B。 

定义 13.16 令 x 是 可 归 约 性 关系 , L 是 一 个 语言 族 。L 在 可 归 约 性 关系 x 下 的 闭 包 定 
义 为 : 


closure. (£)={L|3L'eL(LxL")} 
则 £ 是 可 归 约 性 关系 x 下 的 闭 包 ， 当 且 仅 当 : 
closures (C)EC 


如 果 开 是 由 一 个 语言 工 组 成 的 ， 则 可 以 把 closwre-({Z)) 写成 closure, (LI)。 
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例如 ，closures,(P) 是 所 有 可 以 用 多 项 式 时 间 归 约 于 P 的 语言 集合 ; closure (P) 
是 所 有 可 以 用 log 空间 归 约 于 P 的 语言 集合 。 

下 面 就 多 项 式 时 间 的 可 归 约 性 和 1log 空间 的 可 归 约 性 ， 说 明 这 两 种 可 归 约 性 之 间 的 
联系 。 

引 理 13.3 ”以 log 空间 为 界 的 离线 图 灵机 M， 其 输入 长 度 为 n 时 ， 可 能 产生 的 不 同 格 
局 个 数 的 上 界 是 的 多 项 式 。 

证 明 ”离散 图 灵机 的 格局 ， 描 述 了 离散 图 灵机 在 某 一 计算 步 中 工作 带 的 内 容 、 控 制 器 
的 状态 以 及 读 写 头 的 位 置 。 因 此 ， 离 散 图 灵机 可 能 产生 的 不 同 格局 的 最 大 个 数 ， 是 控制 器 
状态 个 数 、 输 入 带 读 写 头 的 最 大 位 置 个 数 、 工 作 带 读 写 头 的 最 大 位 置 个 数 以 及 工作 带 单元 
可 能 存放 的 不 同 符号 个 数 的 乘积 。 

令 * 为 控制 器 的 状态 个 数 ，+ 是 工作 带 字母 表 中 的 符号 个 数 ，n 是 输入 长 度 ， 则 输入 带 
读 写 头 位 置 的 最 大 个 数 是 n+2 (n 个 输入 符号 加 上 左 、 右 两 端的 标记 符 ) ; 因为 离线 图 灵 
机 是 以 log 空间 为 界 的 ， 所 以 工作 带 读 写 头 的 最 大 位 置 个 数 为 logn ; 每 个 工作 带 单 元 都 可 
能 存放 字母 表 中 的 每 一 个 符号 ， 因 此 工作 带 单元 可 能 存放 的 不 同 符号 有 1" 个。 所以， 当 
输入 长 度 为 ?时 ，M 可 能 产生 的 不 同 格局 个 数 为 : 

s(n+2)(logn)t "=s(n+2)(logn)ns! < O(n®) 
其 中 ， 大 是 大 于 0 的 正 整 数 。 由 此 可 见 ， 当 输入 长 度 为 x 时 ，M 可 能 产生 的 不 同 格局 个 数 
的 上 界 是 的 多 项 式 。 

定理 13.7 4 和 8 是 任意 两 个 问题 , 如果 4 xje B， 则 4xpB。 

证 明 因为 4xio。 8B， 所 以 ， 有 一 个 由 问题 4 到 问题 B 的 变换 f(x)， 对 任意 的 输入 符 
号 串 x， 可 以 用 O(log|x|) 空间 实现 把 4 归 约 为 B。 因 此 ， 存 在 一 个 以 log 空间 为 界 的 离线 
图 灵机 M 来 实现 这 种 归 约 。 令 输入 符号 串 的 长 度 |x|=n， 由 引 理 13.3，M 可 能 产生 的 不 同 
格局 个 数 的 上 界 是 n 的 多 项 式 。 因此 ，M 可 以 用 多 项 式 时 间 实 现 这 种 归 约 。 所 以 ，f(x) 可 
以 用 多 项 式 时 间 把 4 归 约 为 8B。 由 此 ， 有 4x,B。 

这 个 定理 表明 : 如 果 4 可 以 用 log 空间 归 约 为 B， 则 4 也 可 以 用 多 项 式 时 间 归 约 为 B 。 
由 此 ， 对 任何 语言 族 C， 如 果 上 在 多 项 式 时 间 归 约 下 封闭 ， 则 在 log 空间 归 约 下 也 封闭 。 

定理 13.8 己 在 多 项 式 时 间 归 约 下 封闭 。 

证 明 根据 定义 13.16 可 归 约 性 关系 下 闭 包 的 定义 ， 假 定 对 某 个 有 限 字母 集 Z ， 字 符 
串 集合 工 E 是 上 的 任意 一 个 语言 ， 存 在 着 某 一 个 语言 L'eP， 使 得 Lx, L'， 那 么 只 要 
E 够 证 明 在 此 前 提 下 LeP， 则 PP 在 多 项 式 时 间 归 约 下 封闭 。 

因为 Lx, 到 ， 根 据 多 项 式 归 约 的 定义 ， 存 在 着 一 个 多 项 式 时 间 可 计算 的 变换 函数 
f(x), 使 得 : 


Vxe>” xeL 当 且 仅 当 f(x)eL 
由 此 ， 存 在 着 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 图 灵机 M" 来 计算 函数 f(x)， 假 定 这 个 多 项 式 时 间 
的 阶 为 x"”，i> 1; 又 因为 LeP， 所 以 ， 存在 着 一 个 多 项 式 时 间 的 确定 性 图 灵机 M' 来 接受 
二 ， 假 定 这 个 多 项 式 时 间 的 阶 为 n** ，k>1。 同 时 ，LcY 是 上 的 任意 一 个 语言 ， 可 以 构 
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造 一 个 接受 工 的 图 灵机 M 。M 对 字母 集 上 的 输入 x 执行 下 面 的 3 个 操作 来 识别 工 : 
(1) 模拟 图 灵机 AM" ， 对 输入 x 计算 f(x)=y， 把 输入 x 变换 为 对 图 灵机 MM' 的 输入 y 。 
(2) 模拟 图 灵机 M" ， 对 输入 y 确定 是 否 yeL'。 
(3) 如 果 模 拟 的 结果 ye 大， 则 M 接受 x ， 否 则 拒绝 。 

则 图 灵机 M 通过 对 M" 和 MM' 的 模拟 ， 间 接地 识别 工 。 

图 灵机 M 的 这 个 算法 的 时 间 复 杂 性 ， 是 上 述 3 个 步骤 所 花 时 间 的 总 和 。 令 输入 x 的 长 
度 为 x，y 的 长 度 为 m， 则 第 1 步 模拟 图 灵机 M" ， 所 花 时 间 的 阶 为 n*; 第 2 步 模拟 图 灵 
机 MM'， 所 花 时 间 的 阶 为 m*; 第 3 步 判 断 结果 ， 只 需 一 个 常数 时 间 b。 因 此 ， 图 灵机 MM 对 
长 度 为 n 的 输入 x， 所 花 时 间 的 阶 为 n*+m*+b。 因 为 步骤 (1) 至 多 执行 n' 步 ， 所 产生 的 
输出 y 的 长 度 也 不 会 超过 ni， 因 此 m<ni。 由 此 ，nit+m*+b<n+t+n*t+b=ne+b， 其 中 
c=i+tik>1。 因 此 ， 确 定性 图 灵机 MM 以 多 项 式 时间 识 别 L。 所 以 ，LeP， 则 P 在 多 项 式 
时 间 归 约 下 封闭 。 

下 面 定理 的 证 明 类 似 定理 13.8 的 证 明 。 

定理 13.9 NP 和 PSP4CE 在 多 项 式 时 间 归 约 下 封闭 。 

推论 13.5 NP 和 PSP4CE 在 log 空间 归 约 下 封闭 。 

定理 13.10 ”LOGSP4CE 在 log 空间 归 约 下 封闭 。 

证 明 与 证 明定 理 13.8 的 思想 方法 类 似 。 根 据 定义 13.16 可 归 约 性 关系 下 闭 包 的 定义 ， 
假定 对 某 个 有 限 字母 集 z, Lcz* 是 上 的 任意 一 个 语言 ， 存 在 着 某 一 个 语言 
L'eLOGSP4CE ， 使 得 Lx。L'， 那 么 只 要 能 够 证 明 在 此 前 提 下 LeLOGSP4CE ， 则 
LOGSPACE 在 log 空间 归 约 下 封闭 。 

因为 Lc。 L'， 根 据 log 空间 归 约 的 定义 ， 存 在 着 一 个 以 log 空间 可 计算 的 变换 函数 
f(x)， 使 得 : 


Vxe5”xeL  ” 当 且 仅 当 f(x)erL’ 

由 此 ， 存 在 着 一 个 确定 性 图 灵机 M”， 以 logn 空间 的 工作 带 单 元 来 计算 函数 f(x); 又 因为 
L'e LOGSPACE ,所 以 , 存在 着 一 个 确定 性 图 灵机 M' , 以 logn 空间 来 接受 L' 。 同 时 , 工 EZ 
是 了 上 的 任意 一 个 语言 ， 可 以 构造 一 个 接受 工 的 图 灵机 M 。 M 通过 对 M" 和 MM' 的 模拟 来 
间接 地 识别 工 。 在 这 里 ，M 按 如 下 方式 交错 地 对 M" 和 M' 进行 模拟 。 

(1) 设置 f(x) 的 符号 计数 器 i， 把 i 初始 化 为 1。 

(2) 对 字母 集 上 的 输入 x，, 按 如 下 方式 模拟 图 灵机 M" 的 操作 : 如 果 1<i< | f(x)|， 
则 M" 计 算 了 (x) 的 第 i 个 符号 , 把 这 个 符号 称 为 o 。 如 果 i=0， 则 令 o 是 左 端 标记 符号 #; 
如 果 i=| f(x)|+1， 则 令 o 是 右 端 标记 符号 $ ; 转 到 步骤 (3) ， 把 符号 o 提交 给 M'。 

(3) 对 符号 o 模拟 图 灵机 M' 的 动作 ， 直 到 M' 的 输入 带 读 写 头 移 向 左 ， 或 移 向 右 。 
如 果 读 写 头 移 向 右 ， 则 使 计数 器 i 加 1; 如 果 读 写 头 移 向 左 ， 则 使 计数 器 i 减 1。 在 这 两 种 
情况 下 ， 都 转 去 执行 步骤 (2) ,向 M" 索取 了 (x) 的 下 一 个 符号 。 如 果 MM' 控 制 器 的 状态 迁 
移 , 使 MM' 转 入 最 终 的 接受 状态 , 则 M' 接受 f(x), 因此 ，M 也 接受 输入 符号 串 x; 如 果 M 
转 入 最 终 的 拒绝 状态 ， 则 M' 拒 绝 f(x)， 因 此 ，M 也 拒绝 输入 符号 串 x 。 

在 上 述 M 对 M" 和 M' 的 模拟 过 程 中 ，M 交替 地 执行 步骤 (2) 和 (3) 。 假 定 输入 符 
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号 串 x 的 长 度 为 六 。M 所 需要 的 工作 带 空间 由 下 面 3 个 部 分 组 成 : 

(1) M" 计 算 f(x) 时 所 需要 的 工作 带 空间 。 因 为 f(x) 是 log 空间 可 计算 的 函数 ， 所 
以 ， 需 要 logn 个 工作 带 单元 。 

(2) M' 处 理 f(x) 所 需要 的 工作 带 空间 。 因为 M" 是 以 log 空间 进行 计算 的 , 由 引 理 13.3， 
M" 所 产生 的 格局 个 数 至 多 以 n 的 多 项 式 为 界 ,因此 M" 所 产生 的 输出 符号 个 数 ， 至 多 也 以 
n 的 多 项 式 为 界 。 所 以 ， 存 在 着 一 个 常数 c。>0， 使 得 | f(x)| <n* 。 因 为 L'e LOGSPACE ， 
所 以 M' 以 log| 了 (x)| 空 间 操作 ， 则 MM' 处 理 f(x) 所 需要 的 工作 带 空 间 为 : 

log| f(x)| <logn’ =clogn 

(3) M 存放 计数 器 i 所 需要 的 工作 带 空间 。M 以 二 进 制 记号 来 存放 的 计数 值 ， 因 为 
0<i<|f(x)|+1， 所 以 MM 存放 计数 器 i 所 需要 的 工作 带 空 间 为 log| f(x)| <logn* =clogn 。 

综 上 所 述 , 对 某 个 常数 4 >0，M 所 需要 的 工作 带 空 间 为 4logn。 因 此 ，M 以 dlogn 空 
间 识 别 L。 所 以 ，LeLOGSP4CE ， 则 LOGSPACE 在 log 空间 归 约 下 封闭 。 

定理 13.11 NLOGSPACE 在 log 空间 归 约 下 封闭 。 

这 个 定理 的 证 明 ， 类 似 于 定理 13.10 的 证 明 。 


13.4 完 备 性 


在 第 12 章 讨论 NP 完全 问题 时 ,说 明了 NP 类 中 的 一 些 问 题 ,在 多 项 式 时 间 归 约 下 对 NP 
类 是 完全 的 。 在 这 一 节 ， 将 对 完备 性 问题 作 进 一 步 的 讨论 。 


13.4.1 NLOGSPACE 完全 问题 


定义 13.17 ” 令 < 是 一 个 可 归 约 性 关系 ， 上 是 一 个 语言 族 。 如 果 语 言 工 属 于 C， 并 且 上 < 
中 的 每 一 个 语言 都 按 关系 x 归 约 于 工 ， 就 说 语言 工 关 于 可 归 约 性 关系 上 对 上 是 完全 的 ， 即 
CSG closxre<( 工 ) 。 

定理 13.12 ”GAP 问题 在 log 空间 归 约 下 对 NLOGSP4CE 类 是 完全 的 。 

证 明 在 例 13.4 中 ， 已 经 说 明了 GAP 问题 属于 NLOGSP4CE ， 为 了 证 明 上 面 的 定理 ， 
只 要 证 明 NLOGSP4CE 中 的 所 有 问题 都 可 以 用 log 空间 归 约 于 GAP 即 可 。 即 对 任意 一 个 语 
言 LeNLOGSPACE ， 都 有 工 xiog GAP。 

因为 ZsNMOGSP4CE ， 所 以 ， 存 在 一 个 非 确定 性 的 离线 图 灵机 M 以 log 空间 识别 工 。 
因此 ， 对 工 的 每 一 个 长 度 为 的 输入 符号 串 x ，M 至 多 用 logn 个 工作 带 单元 来 计算 x， 其 
中 n=|x|。 现 在 ， 构 造 一 个 log 空间 归 约 ， 把 输入 符号 串 x 变换 为 有 向 图 G=(V,E) 的 可 达 
性 问题 GAP 的 一 个 实例 。 用 M 对 输入 符号 串 x 进行 计算 时 ， 所 产生 的 所 有 格局 
o=(p,i,@q 个 w,) 组 成 图 G 中 的 所 有 顶点 ， 在 M 对 x 进行 计算 的 每 一 步 中 ， 假 设 为 第 i 步 ， 
格局 将 由 转移 到 cj， 用 每 一 步 中 的 这 一 对 格局 (ci,cia) 组 成 图 G 中 的 边 ; 把 M 对 x 进 
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行 计算 的 初始 格局 co 作为 图 G 的 开始 出 发 项 点 s ; 把 M 对 x 进行 计算 的 最 终 格 局 oj 作为 
图 G 的 目标 顶点 +1。 这 样 ，M 接受 x ， 当 且 仅 当 顶 点 * 到 顶点 ! 可 达 。 
下 面 证 明 可 以 用 一 个 确定 性 的 离线 图 灵机 M "来 实现 log 空间 归 约 。 

(1) 根据 引 理 13.3 证 明 的 分 析 ， 以 log 空间 工作 的 非 确定 性 的 离线 图 灵机 M ， 当 输 

入 长 度 为 时 ， 存 在 着 一 个 常数 c>1， 使 得 M 可 能 产生 的 不 同 格局 个 数 至 多 为 : 
sS(n+2)(logz)tog =s(n+2)(logm)maogt < 7 

其 中 , s 为 M 的 控制 器 的 状态 个 数 ; z+2 为 M 的 输入 带 读 写 头 的 不 同位 置 个 数 ; logn 为 M 

的 工作 带 读 写 头 的 不 同位 置 个 数 ，1 为 工作 带 符号 个 数 ;112" 为 可 能 写 到 logn 个 工作 带 单 

元 内 的 不 同 符号 个 数 。 图 G 的 每 一 个 顶点， 对 应 于 M 的 一 个 不 同 格局 。 因 此 ， 所 要 构造 的 

图 G 的 顶点 个 数 ， 也 就 是 M 可 能 产生 的 不 同 格局 个 数 ， 至 多 不 会 超过 n° 个 。 每 一 个 顶点 的 

编号 (也 即 格局 的 编号 ) 用 二 进 制 编码 ， 需 要 clogn 个 工作 带 单元 。 

(2) 在 M 对 x 进行 计算 的 每 一 步 中 ， 格 局 将 由 o; 转 移 到 o;,, 。 用 每 一 步 中 的 这 一 对 
格局 (o;,oi,)， 组 成 图 G 中 的 边 。 因此， 必须 用 两 个 寄存 器 来 存放 当前 步 格 局 ci 的 编号 和 
下 一 步 格局 ci 的 编号 。 根 据 步骤 (1) 的 分 析 ， 这 两 个 寄存 器 ， 每 一 个 需要 clogn 个 工作 
带 单元 。 

(3) 因为 M 是 非 确定 性 的 离线 图 灵机 ， 由 当前 步 的 格局 转移 到 下 一 步 的 格局 有 多 种 
选择 ， 这 些 选 择 都 可 以 构成 图 G 的 边 。M 可 能 构成 的 选择 有 : 每 一 种 状态 可 能 有 n+2 种 输 
入 符号 (输入 带 符号 读 写 头 位 置 ) 的 选择 ; 每 一 种 输入 符号 可 能 有 logn 个 M 的 工作 带 读 写 
头 的 不 同位 置 的 选择 ， 每 一 个 工作 带 读 写 头 位 置 可 能 有 +s" 个 可 能 写 到 工作 带 单元 内 的 不 
同 符号 。 因 此 , 必须 设置 4 个 寄存 器 : 用 寄存 器 来 存放 MM 的 控制 器 的 状态 编码 , 需要 logs 
个 工作 带 单元 ; 用 寄存 器 x, 来 存放 输入 带 符号 读 写 头 位 置 的 编码 , 需要 log (n+2) 个 工作 带 
单元 ; 用 寄存 器 来 存放 工作 带 读 写 头 位 置 的 编码 ， 需 要 loglogn 个 工作 带 单元 ， 如 果 把 
可 能 写 到 工作 带 单 元 内 的 不 同 符号 用 二 进 制 数字 编号 ， 则 用 寄存 器 x 来 存放 可 能 写 到 工作 
带 单元 内 的 不 同 符号 的 编号 ,， 需要 log1” =logn.logt 个 工作 带 单元 。 因此, 就 可 以 用 一 个 
确定 性 的 离线 图 灵机 M' ， 使 用 这 些 寄 存 器 ， 构 成 非 确定 性 离线 图 灵机 M 的 所 有 格局 的 所 
有 可 能 转移 组 合 ， 从 而 构成 图 G 的 边 。 

由 此 ,存在 着 一 个 常数 4 ， 使 得 确定 性 的 离线 图 灵机 M'， 只 用 41ogn 个 工作 带 单元 就 
E 实 现 上 述 归 约 。 因 为 L 是 NLOGSPA4CE 中 的 任意 一 个 语言 ， 所 以 NLOGSPACE 中 的 所 有 
语言 ， 都 可 以 用 log 空间 归 约 于 GAP。 这 就 证 明了 GAP 问题 对 NLOGSPACE 是 log 空间 完 
全 的 。 

推论 13.6 GAP 在 LOGSP4CE 中 ， 当 且 仅 当 NLOGSPACE =LOGSPACE，。 
证 明 (1) 必要 性 : 如 果 GAP 在 LOGSP4CE 中 ,根据 定理 13.10，LOGSPA4CE 在 log 
空间 归 约 下 封闭 ， 因 此 有 : 
closures,, (GAP) EC closure (LOGSP4CE)EZILOGSP4CF 


根据 定理 13.12，GAP 在 log 空间 归 约 下 对 NLOGSPACE 是 完全 的 ， 因 此 有 : 
NLOGSPACE c closures,, (GAP) 
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因此 ， 有 NLOGSPA4CE cLOGSPA4CE。 另 外 ， 根 据 NLOGSPA4CE 和 ZIOGSP4CF 的 定义 ， 有 
LOGSPACE c NLOGSPACE. Pi 以 , NLOGSPACE =LOGSP4CF。 

(2) 充分 性 : 如 果 NLOGSP4CE =LOGSPACE, 因为 GAPeNLOGSPACE, 所 以 GAPe 
LOGSPACE. 


13.4.2 PSP4CF 完全 问题 和 PP 完全 问题 


定义 13.18 ”如 果 问 题 开 属于 PSsP4CF 类 , 并 且 PSP4CF 类 中 的 所 有 问题 都 可 以 用 多 项 
式 时 间 归 约 于 工 ， 则 问题 二 是 PSP4CE 完全 的 。 

在 NP 问题 中 , 有 一 个 可 满足 性 问题 SATISFIABILITY, 它 是 NP 中 的 第 一 个 完全 问题 。 
在 PSPACE 完全 问题 中 , 也 有 类 似 的 问题 ,前 束 范式 QUANTIFIED BOOLEAN FORMULAS 
(QBF) 就 是 这 样 的 一 个 问题 ， 给 定 具 有 n 个 变量 xi,x,,…,x, 的 布尔 表达 式 E ， 判 断 下 面 
的 前 束 范式 的 真 值 是 否 为 真 : 

F=Qm Or QnrnE 

其 中 ，Q,1<i<n， 可 以 是 存在 量词 3 ， 也 可 以 是 全 称 量词 V 。 因 此 ，QBF 问题 的 提 法 是 : 


问题 QUANTIFIED BOOLEAN FORMULAS (QBF) 
输入 : 前 束 范式 F 
判定 问题 ，F 是 否 为 真 


下 面 是 两 个 PSP4CF 完全 问题 : 
上 下 文 相关 文法 〈Context_Sensitive Grammar，CSG) 识别 问题 CSG RECOGNITION: 
给 定 上 下 文 相 关 文 法 G 和 由 G 生 成 的 语言 工 G) ， 以 及 符号 串 x ， 判 定 是 否 xsZ(G) 。 


问题 CSG _ RECOGNITION 

输入 : 符号 串 x 

判定 问题 ， 上 下 文 相关 文法 的 语言 L(G) 是 否 识别 x 

因为 NSP4CE (n) 类 的 语言 就 是 由 上 下 文 相 关 文 法 生成 的 语言 集合 , 而 线性 有 界 自动 机 
(Linear Biunded Automaton, LBA) 是 一 种 受 限 的 图 灵机 , 其 工作 带 由 n+2 个 单元 组 成 (其 
中 ，n 是 输入 的 长 度 ) ， 因 此 ， 上 面 这 个 问题 等 价 于 下 面 的 问题 : 

线性 有 界 自动 机 接受 问题 LBA ACCEPTANCE: 给 定 一 个 非 确定 性 的 线性 有 界 自 动机 
M 和 符号 串 x ， 判 定 M 是 否 接受 x 。 

问题 : LBA ACCEPTANCE 

输入 : 符号 串 x 

判定 问题 ， 非 确定 性 的 线性 有 界 自动 机 M 是 否 接受 之 

定义 13.19 ”如 果 问 题 开 是 了 类 中 的 问题 , 而 P 中 的 所 有 问题 , 都 可 用 log 空间 归 约 于 
工 ， 则 问题 了 是 尸 完全 的 。 

有 一 些 可 用 低 阶 多 项 式 时 间 来 解 的 问题 ， 就 是 P 完全 的 。 例 如 ， 有 序 深度 优先 搜索 问 
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题 ORDERED DEPTH FIRST SEARCH: 给 定 有 向 图 G=(V,E), 顶点 s,u,veV， 从 顶点 s 


开始 ， 以 深度 优先 搜索 遍历 图 G ， 判 断 顶点 是否 比 顶 点 v 更 早 访问 到 。 


问题 : ORDERED DEPTH FIRST 
输入 : 图 G=(V,E),V 中 的 顶点 s, u,v 
判断 问题 ， 以 深度 优先 搜索 遍历 图 G, 顶点 是否 比 项 点 v 更 早 访问 到 


线性 编程 问题 LINEAR PROGRAMMING: 给 定 一 个 nxm 的 整数 矩阵 4 、 一 个 具有 nn 个 
整数 分 量 的 矢量 5 和 一 个 具有 m 个 整数 分 量 的 矢量 ce， 以 及 整数 ,判断 是 否 存在 一 个 具有 


m 个 非 负 有 理 数 的 矢量 x， 使 得 4x<bp， 并 且 cx >k。 


问题 LINEAR PROGRAMMING 
输入 : 矩阵 AR, 矢量 b,c, 整数 k 
判断 问题 : 是 否 存在 非 负 有 理 数 的 矢量 x, 使 得 Ax< bb, 并且 cx>k 


习 题 


. 证 明 推 论 13.4。 

. 证 明 : 如 果 NP=P， 则 NEXT =DEXT。 

. 证 明定 理 13.9。 

. 证 明定 理 13.11。 

. 证 明 推 论 13.5。 

. 证 明 : 2_SAT 对 NLOGSPA4CE 是 log 空间 完全 的 。 
.说 明 语 言 L={a"b"|n>z1} 是 DTIME (22) 的 。 


ON DD 一 


的 。 其 中 ，{a,5}* 表示 字符 集 {a,5} 上 的 非 空 字符 串 。 


.构造 一 个 识别 语言 L= {ww|w e {a,5}*} 的 离线 图 灵机 ， 并 说 明 语言 工 是 IOGSP4CE 


9. 排序 问题 的 判定 问题 是 : 给 定 1~n 之 间 的 个 正 整 数 序列 ,判断 它们 是 否 能 够 以 北 


增 顺 序 排序 。 
(1) 说 明 这 个 问题 是 DTIME (nlogn) 的 。 
(2) 说 明 这 个 问题 是 IOGSP4CF 的 。 


10. 选择 问题 的 判定 问题 是 : 给 定 一 个 个 元 素 的 整数 数组 4 、 整 数 x 和 整数 ， 判 断 


4 中 的 第 小 元 素 是 否 等 于 x。 说 明 这 个 问题 是 LOGSPA4CE 的 。 


11. 证 明 : 如 果 LOGSP4CE =NLOGSPA4CE ， 那 么 对 每 一 个 空间 可 构造 函数 S(n)> 


logn, DSPACE(S(n))=NSPACE(S(n)). 
12. 证 明 关系 x 是 传递 的 ， 即 如 果 IIxpI，ITrepIH"， 则 IxpII' 。 
13. 证 明 关 系 xiog 是 传递 的 ， 即 如 果 IIcg IT ，IT cciog HI" ， 则 I ociog IT" 。 


14. 证 明 : 2 着 色 问 题 2 COLORING 可 1log 空间 归 约 于 2 元 问题 2 SAT。 (提示 : 令 


G=(V,E) ,布尔 变量 x, 对 应 于 天 中 的 顶点 v, 令 析 取 子 句 (xzy) 及 (一 av) 对 应 了 


.I 


FE 中 
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的 边 (u,v)) 。 

15. 二 分 图 判定 问题 : 图 G=(V,E) 是 一 个 二 分 图 ， 当 且 仅 当 可 以 把 六 划分 成 两 个 集 
合 五 和 7Y， 使 得 E 中 所 有 的 边 ， 形 式 都 是 (x,y) ， 其 中 xe 于 ，yeY; 当 且 仅 当 它 不 包含 
奇数 长 度 的 回路 。 证 明 : 二 分 图 判定 问题 log 空间 归 约 于 2 着 色 问 题 。 

16. 集合 S 可 线性 时 间 归 约 于 集合 7 ， 记 为 8 < 7 。 如 果 存 在 着 一 个 可 以 用 线性 时 间 
计算 的 函数 /( 即 对 所 有 输入 符号 串 x , 存在 着 一 个 常数 c > 0, 使 得 可 以 用 c|x| 步 来 计算 )， 
使 得 : 


Vxes 当 且 仅 当 f(x)eT 

说 明 : 对 k=1, 如 果 S x, 7， 并 且 Te DTIME (n*)， 则 SeDTIME(n*)， 即 DTIME (n*) 在 
线性 时 间 归 约 下 封闭 。 

17. 若 GAP 问题 的 补 是 NLOGSPACE 完全 的 ,说明 2 元 可 满足 性 问题 2 SAT 在 log 空 
间 归 约 下 ， 对 NLOGSPACE 是 完全 的 。 (提示 : 把 GAP 问题 的 补 归 约 为 2 元 可 满足 性 问题 
2_SAT。 令 G=(V,E) 是 一 个 有 向 无 环 图 ， 用 布尔 变量 x, 对 应 于 V 中 的 顶点 v， 用 析 取 子 句 
(x,) 对 应 于 开始 顶点 s; 用 析 取 子 句 (xj) 对 应 于 目标 顶点 +; 用 析 取 子 句 (wvx,) 对 应 
于 E 中 的 边 (u,v)。 证 明 : 2 元 可 满足 性 问题 2 SAT 是 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 从 s 到 1 不 存在 
路 径 ) 

18. 证 明 : PSP4CEEP， 当 且 仅 当 PsP4CE c PSP4CE(n)。 (提示 : 用 填充 变 元 证 明 ) 


可 在 文献 [44]、[45] 以 及 其 他 有 关 自 动机 的 书籍 中 看 到 图 灵机 的 详细 内 容 。 可 在 文献 
[10]、[13]、[17]、[19]、[46] 中 看 到 可 满足 性 问题 及 其 证 明 。 可 在 文献 [3] 中 看 到 定理 13.1 
的 证 明 。 可 在 文献 [3]、[46] 中 看 到 定理 13.2 的 证 明 。 可 在 文献 [47] 中 看 到 空间 谱系 定理 及 
其 证 明 。 可 在 文献 [48] 中 看 到 时 间 谱 系 定理 及 其 证 明 。 也 可 在 文献 3]、[44] 中 看 到 这 两 个 定 
理 及 其 证 明 。 可 在 文献 [3] 中 看 到 填充 变 元 及 归 约 性 关系 的 有 关内 容 。GAP 问题 的 
NLOGSPACE 完备 性 是 在 文献 [49] 中 证 明 的 。 PSP4CE 完全 问题 和 P 完全 问题 可 在 文献 
[43]、[50]、[51] 等 中 看 到 ， 可 在 文献 3] 中 看 到 以 上 内 容 的 叙述 。 
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前 面 章节 中 主要 关心 的 是 对 每 一 个 问题 能 取得 一 个 正确 而 有 效 的 解 。 对 算法 进行 分 析 
时 ， 是 在 最 坏 的 情况 下 ， 或 在 平均 情况 下 分 析 该 算法 的 复杂 性 。 当 所 求解 的 问题 有 两 个 算 
法 ， 这 两 个 算法 的 复杂 性 具有 不 同 的 阶 ， 就 认为 复杂 性 的 阶 较 低 的 那个 算法 是 更 为 有 效 的 
算法 。 本 章 讨论 另 一 个 问题 : 是 否 还 可 能 存在 着 更 为 有 效 的 算法 ， 或 者 ， 怎 样 证 明 某 个 算 
法 是 解 给 定 问 题 的 最 有 效 算法 ， 这 就 涉及 解 该 问题 的 所 有 算法 所 必需 的 时 间 下 界 。 于 是 ， 
在 这 里 就 有 两 个 概念 : 解 某 个 问题 的 给 定 算法 所 必需 的 时 间 下 界 以 及 解 某 个 问题 的 所 有 算 
法 所 必需 的 时 间 下 界 。 在 前 面 的 章节 中 所 涉及 的 问题 是 前 一 个 问题 ， 本 章 所 讨论 的 问题 涉 
及 的 是 后 面 的 问题 一 一 如 果 能 够 找 出 一 个 函数 g(n) ,并 且 能 够 确定 和 证 明 它 是 解 某 一 个 问 
题 的 所 有 算法 的 时 间 下 界 , 那么 就 不 可 能 找 出 一 个 比 函数 g(n) 的 阶 更 低 的 算法 ; 如 果 设 计 
出 一 个 计算 时 间 与 g(n) 同 阶 的 算法 4 ， 就 认为 算法 4 是 解 该 问题 的 最 优 算 法 。 


14.1 平凡 下 界 


确定 和 证 明 解 某 一 个 问题 的 算法 所 需 的 时 间 下 界 ， 一 般 来 说 是 很 困难 的 。 因 为 这 涉及 
求解 该 问题 的 所 有 算法 ， 而 枚 举 所 有 可 能 的 算法 ， 并 对 它们 加 以 分 析 ， 通 常 是 不 可 能 的 。 
因此 ， 必 须 采用 某 种 计算 模型 。 但 是 ， 有 些 问题 的 下 界 是 很 明显 的 ， 用 直观 的 方法 就 可 以 
推导 出 来 。 例 如 ， 读 取 问 题 的 n 个 输入 元 素 ， 需 要 Q(n) 时 间 。 因 此 ，Q(n) 就 是 问题 的 一 
个 时 间 下 界 。 把 这 样 的 下 界 称 为 平凡 下 界 。 下 面 是 平凡 下 界 的 两 个 例子 。 

例 14.1 检查 ”个 元 素 的 整数 数组 中 ， 其 值 为 偶数 的 元 素 个 数 。 很 清楚 ， 这 需要 对 数 
组 中 的 每 一 个 元 素 进行 判断 和 累计 。 因 为 对 每 一 个 元 素 进行 判断 需要 @Q(1) 时 间 ， 对 7 个 元 
素 进行 判断 ， 就 需要 Q(n) 时 间 。 因 此 ，Q(n) 是 求解 这 个 问题 的 所 有 算法 的 下 界 。 

例 14.2 检查 具有 个 顶点 的 有 向 图 的 可 达 性 矩阵 问题 。n 个 顶点 的 有 向 图 的 可 达 性 
和 矩阵 是 一 个 nxn 的 和 矩阵， 显然 ， 需 要 检查 nm? 个 元 素 ， 每 检查 一 个 元 素 至 少 需 要 Q(1) 时 间 ， 
则 检查 n? 个 元 素 , 至 少 需 要 Q(n?) 时 间 。 因 此, Q(n?) 是 求解 这 个 问题 的 所 有 算法 的 下 界 。 


14.2 ”判定 树 模型 


在 前 面 的 章节 中 考虑 某 些 问题 的 时 间 复 条 性 时 ， 经 常 使 用 比较 操作 作为 基本 操作 。 随 
着 比较 操作 的 结果 ， 算 法 的 执行 被 分 为 两 个 部 分 : 大 于 被 比较 操作 数 的 部 分 ， 算 法 的 执行 
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沿 着 一 个 分 支 结 点 进行 ， 小 于 被 比较 操作 数 的 部 分 ， 算 法 的 执行 沿 着 另外 一 个 分 支 结 点 进 
行 。 于 是 ， 就 可 以 用 一 棵 二 又 树 来 描绘 算法 的 执行 过 程 ， 把 这 棵 树 称 为 判定 树 。 因 此 ， 判 
定 树 是 这 样 的 一 棵 二 叉 树 : 它 的 每 一 个 内 部 结 点 ， 对 应 于 一 个 形式 为 x<y 的 比较 。 如 果 关 
系 成 立 ， 则 控制 转移 到 左 儿 子 结 点 ; 否则 ， 控 制 转移 到 右 儿子 结 点 。 它 的 每 一 个 叶子 结 点 ， 
表示 问题 的 一 个 结果 。 在 用 判定 树 模型 来 建立 问题 的 下 界 时 ， 通 常 忽略 解 题 时 的 所 有 算术 
运算 ， 只 集中 考虑 分 支 执行 时 的 转移 次 数 。 

判定 树 的 执行 是 从 根 结 点 开始 的 ， 然 后 根据 比较 操作 的 结果 ， 将 控制 转移 到 它 的 儿子 
结 点 。 这 个 过 程 一 直 进 行 ， 直 到 叶子 结 点 为 止 。 因 此 ， 问 题 的 时 间 复 杂 性 ， 就 与 判定 树 的 
高 度 有 关 。 下 面 就 检索 问题 和 排序 问题 来 说 明 判定 树 模型 的 使 用 。 


14.2.1 检索 问题 


检索 问题 : 令 数组 4 是 一 个 具有 n 个 元 素 的 有 序数 组 , 给 定 元 素 x， 确定 x 是 否 在 数组 
4 中 。 用 判定 树 模 型 来 确定 基于 比较 的 检索 问题 的 下 界 时 ， 用 一 个 二 叉 树 来 表示 数组 的 检 
索 过 程 ， 树 中 的 每 一 个 结 点 表示 元 素 x 和 数组 中 某 个 元 素 4[ 门 的 一 次 比较 。 每 次 比较 有 3 
种 可 能 的 结果 : x<4[i]、x=4[i] 及 x>4[i]。 假 定 ， 如 果 x= 4[i]， 则 算法 检索 成 功 而 
终止 ,如果 x<4[ 门 ， 则 算法 的 执行 转移 到 二 叉 树 的 左 分 支 ， 如 果 x> 4[ 订 ， 则 算法 的 执行 
转移 到 二 叉 树 的 右 分 支 。 如 果 算 法 的 执行 沿 着 左 、 右 分 支 前 进 ， 直 到 叶子 结 点 都 找 不 到 一 
个 i， 使 得 x= 4[i] ， 则 算法 检索 失败 而 终止 。 因 为 检索 过 程 是 从 根 结 点 开始 ， 直 到 叶 结 点 
为 止 的 ,因此 比较 与 判定 的 次 数 是 树 的 高 度 加 1。 当 被 检索 元 素 的 个 数 为 n 时 ， 因 为 元 素 是 
有 序 的 ， 判 定 树 的 内 部 结 点 至 多 为 2* -1 个 ， 其 中 大 =| logz]。 如 果 所 有 结 点 都 集中 在 树 的 
第 大 层 及 其 较 低 的 层 上 ， 那 么 树 的 高 度 至 少 为 | logn ] 。 由 此 得 到 ， 检 索 n 个 元 素 ， 在 最 坏 
情况 下 至 少 需要 进行 | logn]+1 次 比较 。 显然， 这 也 是 检索 问题 的 下 界 。 由 此 可 以 得 到 下 面 
的 定理 : 

定理 14.1 检索 具有 个 元 素 的 有 序数 组 ， 在 最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 | logn |+1。 

因此 ， 检 索 问 题 的 下 界 是 Q(logn) ， 而 二 叉 检索 算法 是 检索 问题 中 的 最 优 算法 。 

例如 ，4={3,4, 7,10,15,18, 26, 30, 31, 38} ， 则 二 叉 检索 问题 的 判定 树 如 图 14.1 所 示 。 


Ga 
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图 14.1 检索 有 序数 组 的 判定 树 
图 14.1 画 出 了 检索 10 个 有 序 元 素 的 判定 树 的 内 部 结 点 。 从 图 中 看 到 ， 检 索 一 个 具有 
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10 个 元 素 的 有 序数 组 ， 在 最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 是 4。 任 何 检索 算法 ， 在 最 坏 情况 下 的 比 
较 次 数 ， 都 不 会 小 于 这 个 数目 。 所 以 ，4 是 检索 10 个 有 序 元 素 的 所 有 算法 的 下 界 。 


14.2.2 ”排序 问题 


考虑 基于 比较 的 排序 问题 。 令 数组 4 是 一 个 具有 n 个 元 素 的 无 序数 组 ， 把 它 按 非 增 或 
非 降 顺序 排列 。 在 排序 的 情况 下 ， 判 定 树 的 每 一 个 内 部 结 点 表示 一 个 判定 ， 每 一 个 叶子 结 
点 表示 一 个 输出 。 在 每 一 个 判定 中 , 比较 数组 中 的 两 个 元 素 4[ 让 和 4[j] ,如果 4[i]< 4[j]， 
则 控制 转移 到 左 分 支 结 点 ， 否 则 ， 控 制 转移 到 右 分 支 结 点 。 从 根 结 点 开始 ， 对 数组 中 的 某 
两 个 元 素 进 行 判 定 ， 然 后 根据 判定 的 结果 转移 到 某 个 分 支 结 点 ， 接 下 来 ， 继 续 对 数组 中 的 
某 两 个 元 素 进行 判定 …… 依 此 类 推 。 直 到 叶子 结 点 为 止 ， 就 得 到 一 个 有 序 的 数组 。 图 14.2 
表示 对 一 个 具有 3 个 元 素 的 数组 进行 排序 的 一 种 判定 树 。 


图 14.2 排序 3 个 元 素 的 一 种 判定 树 


在 图 14.2 中 ， 有 6 个 叶子 结 点 ， 每 一 个 叶子 结 点 表示 一 个 可 能 的 输出 。 如 果 被 排序 的 
元 素 个 数 为 n»， 因 为 n 个 元 素 有 n! 种 排列 ， 所 以 判定 树 中 的 叶子 结 点 个 数 为 n! 个 。 

不 同 的 排序 算法 ， 其 元 素 的 判定 顺序 不 同 ， 每 一 次 进行 判定 时 所 比较 的 元 素 也 不 同 。 
因此 ， 其 相应 的 判定 树 也 不 相同 。 但 是 ， 不 管 其 判定 树 如 何不 同 ， 对 个 元 素 进行 排序 ， 
其 判定 树 的 叶子 结 点 数目 都 是 n! 个 。 因 为 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 性 ， 是 从 判定 树 的 根 结 
点 到 叶子 结 点 的 最 长 路 径 ， 即 判定 树 的 高 度 ， 所 以 它们 的 时 间 复 杂 性 取决 于 判定 树 的 高 度 。 
关于 判定 树 的 高 度 ， 有 下 面 的 引 理 : 

引 理 14.1 若 T 是 至 少 具有 nl! 个 叶子 结 点 的 二 又 树 ， 则 7 的 高 度 至 少 为 : 

nlogn—l.5n=Q(nlogn) 

证 明 令 h 为 二 又 树 的 高 度 ， 根 据 二 又 树 的 性 质 ， 二 又 树 第 层 的 叶子 结 点 数目 至 多 
为 2* 。 因 为 7 至少 具 有 n! 个 叶子 结 点 ， 所 以 ， 有 n!<2”*， 即 有 >logn!。 因 为 


n n 
logn!= logi = Dogi 
i i=2 


由 图 14.3， 有 : 
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yogi = 上 logxdx 


i2 
=nlogn—nloge+loge 
=nlogn—l1.5n 


=Q(nlogn) 


logx 


1 2 Ln n 


图 14.3 计算 logn! 的 近似 值 


定理 14.1 和 引 理 14.1 通常 称 为 信息 论 下 限 , 它 是 根据 算法 必须 处 理 的 信息 量 来 建立 的 。 
任何 求解 某 类 问题 的 算法 ， 都 必须 解决 一 定数 量 的 不 确定 信息 。 例 如 ， 在 检索 ”个 有 序 元 
素 时 必须 处 理 的 信息 数量 的 下 限 是 logn。 因 此 ，Q(logn) 是 检索 n 个 有 序 元 素 的 时 间 下 界 。 
对 基于 比较 的 排序 算法 ， 不 管 使 用 何 种 算法 对 ”个 元 素 进行 排序 ， 其 判定 树 尽 管 不 同 ， 但 
判定 树 的 高 度 都 不 会 小 于 Q(nlogn)， 它 是 基于 比较 的 排序 算法 必须 处 理 的 信息 数量 下 限 。 
因此 ，Q(nlogn) 是 这 些 算法 的 时 间 下 界 。 由 此 ， 有 下 面 的 定理 : 

定理 14.2 ”任何 基于 比较 的 排序 算法 ， 对 个 元 素 进 行 排序 时 ， 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 
下 界 为 Q(nlogn)。 


14.3 ”代数 判定 树 模 型 


一 


面 所 叙述 的 判定 树 模型 ， 在 判定 树 的 每 一 个 结 点 ， 只 允许 在 两 个 元 素 之 间 进 行 比较 
操作 ， 其 功能 比较 简单 。 如 果 把 判定 树 内 部 结 点 的 判定 功能 予以 扩大 ， 使 之 能 够 对 个 输 
入 变量 的 多 项 式 进行 计算 和 比较 判定 ， 然 后 再 根据 判定 的 结果 进行 分 支 ， 其 功能 就 比 判定 
树 模型 的 功能 强大 得 多 。 用 这 种 方式 进行 计算 和 判断 所 产生 的 判定 树 ， 称 为 代数 判定 树 。 


14.3.1 代数 判定 树 模型 及 下 界定 理 
个 输入 变量 x, zz,…。 x 的 代数 判定 树 是 一 棵 二 叉 树 ， 它 的 每 一 个 结 点 都 用 一 个 语句 


来 标记 。 用 来 标记 内 部 结 点 的 语句 ， 是 如 下 形式 的 测试 语句 : 如 果 /za x2,…, xn)o0 成 立 ， 
则 转移 到 左 儿 子 结 点 ;和 否则， 转移 到 右 儿 子 结 点 。 其 中 ，c 是 3 个 关系 运算 符 {=, >, >} 中 


。402 。 
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的 任何 一 个 ， 而 用 来 标记 叶子 结 点 的 语句 则 是 答案 yes 或 no。 

在 代数 判定 树 中 ， 对 某 个 d =1， 如 果 标 记 内 部 结 点 的 语句 ， 与 其 相关 的 多 项 式 
f(x1,x2,…wn) 至 多 是 4 阶 多 项 式 ， 则 称 该 代数 判定 树 是 4 阶 代数 判定 树 。 如 果 标 记 内 部 结 点 
的 所 有 语句 ， 与 其 相关 的 所 有 多 项 式 f(x1,x2,…, xn) 都 是 线性 的 ， 则 称 该 代数 判定 树 是 线性 
代数 判定 树 ， 或 简称 线性 判定 树 。 

令 荆 是 一 个 判定 问题 ，x1,x2,…, xn 是 该 判定 问题 的 输入 实例 。 当 把 二 的 每 一 个 输入 实 
例 (x1,x2,…,xm) 看 成 是 n 维 空间 E” 中 的 一 点 时 ， 则 对 维 空间 E” 中 的 子 集 政 E 到 ， 如 果 
(Cix2,…,Xn) eV， 当 且 仅 当 问 题 卫 对 输入 实例 (v1,x2,…,xw) 的 答案 为 yes， 则 称 刺 为 判定 问 
题 二 的 成 员 点 集 。 如 果 把 点 p= (wi,x2,…,xm) 作 为 输入 参数 ， 在 代数 判定 树 了 的 根 结 点 上 开 
始 进行 计算 ， 最 终 到 达 代数 判定 树 了 的 叶子 结 点 为 yes， 当 且 仅 当 (x1,x2,…,xw) eV， 就 说 代 
数 判 定 树 了 判定 更 中 的 成 员 。 

这 样 , 就 可 以 类 似 于 判定 树 模型 中 那样 ,只 要 估计 在 解 问题 开 时 代数 判定 树 7 的 高 度 ， 
即 可 在 最 坏 的 情况 下 , 推断 出 问题 二 的 时 间 复 杂 性 的 下 界 。 由 此 , 就 有 了 Bin_Or 下 界定 理 。 
因为 这 个 定理 牵涉 到 n 维 空间 E”" 中 点 集 下 的 拓扑 复杂 性 ， 需 要 用 到 代数 拓扑 学 中 关于 点 
集 拓扑 结构 的 一 个 重要 结果 。 下 面 简单 地 把 这 个 结果 作为 一 个 引 理 来 叙述 ， 而 省 略 引 理 的 
证 明 。 

引 理 14.2 令 VcE" 是 由 下 面 的 q 阶 多 项 式 方程 所 定义 的 点 集 ，qd> 1: 


(xx Nn) =0 li m 
qj(XuxX2 Xn) >0 lsxjs<s (14.3.1) 
(Wr 20 s<k<t 


令 #V 是 六 在 E" 中 所 具有 的 连通 分 支 个 数 ， 则 #V <q(24d 1) 中!。 

上 述 引 理 说 明 : 由 nn 维 空间 E” 中 所 有 满足 方程 (14.3.1) 的 点 所 构成 的 点 集 VV, 它 在 E” 
中 的 连通 分 支 个 数 ， 是 参数 qd,n,t 的 函数 。 其 中 , q 是 多 项 式 方程 中 最 高 阶 多 项 式 的 阶 数 ; 7 
是 多 项 式 方程 中 自 变 量 的 个 数 , 即 n 维 空间 中 的 维 数 ; t 是 多 项 式 方程 中 不 等 式 方程 的 个 数 。 
上 述 引 理 也 说 明 : 点 集 V 在 2” 中 的 连通 分 支 个 数 ， 与 多 项 式 方程 中 等 式 的 个 数 无 关 。 

现在 令 天 cE" 是 n 维 空间 中 的 任意 一 个 点 集 ， 了 T 是 关于 判定 球 中 成 员 的 代数 判定 树 。 
假定 了 的 高 度 为 hn， 从 了 的 根 结 点 到 叶 结 点 vv 的 路 径 为 I= (vo,wy,…,vw)。 其 中 , 1<h; vo 是 
根 结 点 ;vj 是 7 中 对 应 于 一 个 yes 答案 的 叶子 结 点 。 对 歼 中 的 点 p=(76,%,…,X,)， 如 果 以 
点 (%,,…,%,) 作 为 7 的 输入 ， 算 法 在 7 中 沿路 径 xz 到 达 叶 结 点 v， 就 称 该 点 属于 叶 结 点 
Vi。 令 ScW 是 所 有 属于 叶 结 点 vj 的 下 中 的 点 集 ， 下 面 估 计 点 集 S 的 连通 分 支 个 数 与 了 的 
高 度 h 之 间 的 关系 。 

当 算 法 在 根 结 点 vo 接受 输入 (x,x,,…,x,) 进行 计算 时 , 将 得 到 一 个 计算 结果 f,。， 该 结 
果 将 可 能 参与 下 一 结 点 的 计算 。 一 般 地 ， 在 7 的 每 一 个 结 点 vi 处 所 作 的 计算 ， 是 根据 输入 
变量 ,x,,…,x ， 或 其 祖先 结 点 的 计算 结果 来 进行 的 。 若 将 结 点 vi 处 的 计算 结果 也 用 一 个 
变量 fi 来 表示 ， 则 沿路 径 x 中 各 结 点 所 作 的 计算 ， 将 得 到 关于 变量 ,x,…,x, 及 结 点 vi 处 
的 变量 f,; 的 一 组 等 式 方程 : 


在 vi 处 的 运算 对 应 的 等 式 方程 
hs hf f= fy tf 
fi: yx =f 
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fe 海 1 Ra 
A 天 二 为 
结 点 所 作 的 测试 是 f; =0、_f; >0 或 f=0 时 ， 将 得 到 一 个 等 式 方程 或 不 等 式 方程 ; 
We 关 0、fi <0 或 fi;<0 时, 将 得 到 等 式 方程 ffi -1=0、-f; >0 或 -fi> 
0。 其 中 ， 变 量 f, 是 人 为 引入 的 一 个 变量 。 
假设 ,了 /,,…,f, 是 除 加 ,xy,…,x, 以 外 新 增加 的 变量 ，s 是 沿路 径 x 的 不 等 式 方程 的 个 
数 。 因 为 在 每 个 结 点 处 可 能 增加 一 个 新 变量 或 增加 一 个 不 等 式 方程 ， 所 以 有 r+s <1<h。 
于 是 ， 沿 路 径 x 得 到 关于 变量 (7,x,,…,%,,f,…,f) 的 一 个 n+r 维 空间 的 代数 系统 TT 。 在 
这 个 代数 系统 中 ， 多 项 式 的 阶 4 为 2。 令 U 是 n+r 维 空间 的 代数 系统 TI 的 解 
(Wx2,…,Xafa,…,f,) 所 组 成 的 集合 ， 则 S 是 U 在 n 维 空间 E” 中 的 投影 。 其 相应 的 投影 变 
换 P:E”" EE" 为: P(N,x,…,, 思 ,…,y) =(N,Xy,…,X,)。 因 为 投影 变换 是 连续 的 ， 所 
以 有 : #S<#0 。 根 据 引 理 14.2， 有 : 
#5 <#U <qd(2d- Didi Irts-l < 3n+h 
因为 8 是 所 有 属于 叶子 结 点 为 yes 的 结 点 vw 的 点 集 ，5 的 连通 分 支 必然 包含 在 球 的 某 个 连 
通 分支 中 。 因 此 ， 环 的 连通 分 支 个 数 不 会 超过 所 有 的 8 的 连通 分 支 个 数 的 总 和 ， 而 了 中 的 
子 结 点 为 yes 的 结 点 个 数 不 会 超过 2 。 因 此 ，W 的 连通 分 支 个 数 满足 #W < 2%3"* 。 因 
此 有 : 


log#W <log2" +log3"*” 
=h+(n+h)log3 
=(l+log3)h+nlog3 
由 此 得 到 ， 
log#W —nlog3 
l+log3 
对 于 有 具有 任意 正 整 数 阶 q 的 代数 判定 树 ， 有 如 下 关系 : 
#W <2"q(2d 一 DA 


hz =Q(log#W —n) 


同样 可 以 得 到 : 
) > PW-(n -Dlog(d(24-1)) 
1+log(d(24-1)) 
因为 是 判定 更 中 成 员 的 代数 判定 树 7T 的 高 度 ， 它 反映 了 判定 刺 中 成 员 的 算法 在 最 坏 情况 
下 的 计算 复杂 性 。 由 此 得 到 下 面 的 下 界定 理 : 
定理 14.3 令 玉 cE" 是 n 维 空间 E” 中 的 任意 一 个 子 集 ， 对 任 一 正 整 数 阶 q 的 代数 判 
定 树 模 型 ， 判 定 下 中 成 员 问 题 的 计算 复杂 性 的 下 界 为 Q(log#W 一 n)。 


14.3.2 极点 问题 


极点 问题 : 给 定 平面 上 2” 个 点 的 点 集 5S ={p。,…,p,, 4} ， 并 假定 这 2 个 点 中 的 任意 3 
点 不 共 线 ， 判 定 这 27m 个 点 是 否 都 是 凸 克 CE(S) 上 的 极点 。 


=Q(log#W —n) 
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令 点 pi; 的 坐标 为 (x,,y,)， 并 令吉 =zy3，y zm， 0<i<2n-1， 则 可 把 平面 点 集 S 看 

成 是 4n 维 空间 E 和 “中 的 点 (20,24,…,24,4)。 于 是 ， 极 点 问题 的 成 员 点 集 政 可 表示 为 : 
W = (= 是 CH(S) 上 的 极点 } 

假定 p; =(z;,zn)，0<i<2n-1， 是 极点 问题 的 一 个 解 ， 并 且 已 按 它们 在 凸 膏 上 的 北 
时 针 顺 序 排列 。 由 此 ,可 以 用 如 下 方式 构造 WW 中 的 n! 个 不 同 的 解 : 令 xj 是 {0,1,…,n 一 ]} 的 
一 个 排列 ，1<i< nl; 令 qg2 =P2s， g2sH = Par(oal， $=0,1,.…,n—l。 Z;=(q0,q1,…,q2n1); 
1<i<n!。 显 然 ，Zi e， 并 且 {Zi| 1<i<n!} 是 政 中 的 n! 个 不 同 的 点 。 

对 每 一 个 点 Z; 构 造 一 个 二 维 数组 4; ， 使 得 4[K][j]=sign(A(q3:,q3jn,g34n1)) 0<h 
一 1。 其 中 ，gqi = gq 。 因 为 点 集 5 中 的 任意 3 点 不 共 线 , 根据 三 角形 有 向 面积 的 定义 ，4; 
中 的 每 一 个 元 素 取 值 为 +1 或 -1。 因 为 点 集 S={po,…, p24} 在 是 过 上 是 按 逆 时 针 顺 序 排列 
的 ， 对 任意 的 ke{0,1,…,n 一 1} ，4; 的 第 行 恰好 有 一 个 +1; 并 且 ，4[K][ 胃 =+1 当 且 仅 当 
=X 站 (kK)。 因 此 ， 对 任意 的 1<k 1<n!， 如 果 k1， 则 44 冯 41， 即 灵 和 少 至 少 有 一 个 元 
素 不 同 。 假 定 这 个 不 同 的 元 素 是 数组 中 的 第 s 行 第 1 列 的 元 素 ， 并 进一步 假定 该 元 素 分 别 为 
Ak[s][ 和 ]=1，4[s][=-1。 因 此 ， 如 果 A(a,b,c) 是 平面 上 三 角形 abc 的 有 向 面积 ， 则 有 : 

A(g2,,g%19252)" A(q2s,g2mg2s12) <0 

现在 假定 ， 如 果 p 是 连接 Zi 和 Z 的 连续 曲线 ，Z 是 曲线 p 上 的 一 点 。 当 点 Z 由 Zi 沿 
着 曲线 p 移动 到 Zi 时 ,在 Zk 处 的 A(gf， UE 44w) 将 变 成 Z 处 的 Al(g;,, I ea) 因为 
A(a,b,c) 的 变化 是 连续 的 ， 所 以 ，p 上 必 有 一 点 Z" ， 使 得 A(gq;,,q;,w,4;sw2)=0。 这 表明 
gs23 点 共 线 ， 即 Z* gW。 因 此 ，Zi 和 2 属于 WW 的 不 同 连 通 分 支 。 因 为 和 1 是 
任意 的 ， 由 此 ， 有 #(V)>n!。 由 引 理 14.1， 可 得 极点 问题 的 下 界 为 Q(nlogn)。 


14.4 ”线性 时 间 归 约 


在 第 13 章 讨论 计算 复杂 性 时 ， 曾 使 用 过 归 约 技术 ,把 一 个 问题 归 约 为 男 一 个 问题 ， 从 
而 把 一 个 问题 的 计算 复杂 性 归结 为 男 一 个 问题 的 计算 复 如 性。 同样, 在 讨论 问题 的 下 界 时 ， 
也 可 以 通过 归 约 技术 ， 把 两 个 问题 的 下 界 联 系 起 来 。 如 果 已 知 问题 4 的 下 界 ， 并 且 有 可 能 
通过 归 约 技术 ， 把 问题 4 归 约 为 问题 8， 那么 就 有 可 能 利用 问题 4 的 下 界 ， 建 立 问题 8 的 
下 界 。 其 步骤 如 下 : 

(1) 把 问题 4 的 输入 ， 转 换 为 问题 B 的 相应 输入 。 
(2) 对 问题 B 进行 求 解 。 
(3) 把 问题 了 的 输出 转换 为 问题 4 正确 的 解 。 

如 果 步 又 (1) 和 步骤 (3) 可 以 在 O(r(n)) 时 间 内 完成 ， 其 中 ，n 为 问题 的 输入 规模 ， 
T(n) 为 n 的 多 项 式 ， 则 称 问题 4 以 多 项 式 时 间 归 约 于 问题 下， 记 为 4x<rony B， 并 称 问 题 
4 和 问题 下 是 tr(n) 时 间 等 价 的 ， 特别 地 ， 如 果 r(z) 为 n 的 线性 函数 ， 则 称 问题 4 以 线 
性 时 间 归 约 于 问题 3 ， 记 为 4< B， 并 称 问 题 4 和 问题 B 是 等 价 的。 在 这 种 意义 下 ， 称 问 
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题 4 和 问题 具有 相同 的 计算 复杂 性 。 
14.4.1 ” 凸 壳 问题 


已 知 基于 比较 的 排序 问题 SORTING 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 下 界 为 Q(nlogn)。 下 面 说 
明 ， 排 序 问题 可 以 用 线性 时 间 归 约 于 凸 沉 问题 CONVEX HULL， 从 而 凸 过 问题 在 最 坏 情 况 
下 的 时 间 下 界 也 为 Q(nlogn)。 
令 正 实数 集合 {x,x,,…,x,} 是 排序 问题 的 一 个 输入 。 首 先 ， 对 所 有 的 i，1<i<n， 把 
集合 中 的 每 一 个 实数 x; 变换 为 二 维 平面 上 的 点 p; =(x,, 台 ) ， 而 把 后 者 作为 凸 壳 问题 的 输 
入 。 显 然 ， 这 一 变换 过 程 可 以 用 线性 时 间 来 完成 。 同 时 ， 所 构造 起 来 的 这 个 点 ， 都 在 抛 
物 线 y=x?* 上， 如 图 14.4 所 示 。 


图 14.4 ”把 排序 问题 归 约 为 凸 壳 问题 

其 次 , 用 求解 凸 沉 问题 的 任何 一 个 算法 , 对 这 个 输入 实例 进行 求解 , 其 结果 将 输出 图 14.4 
所 示 凸 党 上 极点 坐标 的 一 个 有 序 表 。 

最 后 ， 按 顺序 读 取 极 点 坐标 有 序 表 中 每 一 点 的 x 坐标 值 ， 则 得 到 排序 过 的 原来 的 实数 
集 。 这 一 过 程 也 用 线性 时 间 完 成 ， 则 凸 沉 问题 的 输出 也 以 线性 时 间 变 换 为 排序 问题 的 输出 。 
由 此 得 到 : 

SORTING «,CONVEX HULL 
因此 ， 凸 壳 问 题 CONVEX HULL 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 下 界 也 为 Q(nlogn)。 


14.4.2 ”多 项 式 插值 问题 


多 项 式 插值 问题 : 给 定 ? 对 实数 (zi 加,(z2, 力 ), (zs 功 )， 其 中 , 当 i#j 时 ,xi #Xj。 
求 zx-1 阶 多 项 式 ,f(z) ， 使 得 /xm )= 态 ，1<i<m。 
为 了 确定 多 项 式 插值 问题 的 下 界 ， 考 虑 一 个 特殊 的 n-1 阶 多 项 式 P(x)。 当 x =i， 
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1<i<n 时 ，P(xi)=(-1)""2， 如 图 14.5 所 示 。 因 为 多 项 式 是 连续 的 ， 所 以 ， 对 所 有 的 i ， 
1<i<n-1, 存在 着 s; 和 万, 满足 i<s; < <i+1, 使 得 P(s;)=1，P(#)=-1。 所 以 ，s; 和 分 
别 是 方程 : 
P(x}=1 P(x)=-!1 
的 n-1 个 根 。 这 样 ， 可 以 构造 一 个 判定 问题 ， 使 得 它 的 成 员 点 集 歼 为: 
W={0, ,02m yn) =1AP(H)=y 人 1<i<n} 


图 14.5 一 个 特殊 的 w-1 阶 多 项 式 


现在 ， 可 以 把 上 述 判 定 问 题 的 输入 (x, 7, 台 ,上 ,…,%,,y) 用 线性 时 间 变换 为 插值 问题 
的 输入 。 然 后 ， 用 求解 插值 问题 的 任何 算法 ， 计 算 多 项 式 f(x)， 使 得 f(x; )=y;。 最 后 ， 
再 对 所 有 的 i，1< i<n， 检 查 沁 =1 及 f(xi)=P(xi) 是否 成 立 ， 而 最 后 的 检查 步骤 ， 可 以 
用 线性 时 间 完 成 。 因 此 ， 上 述 判 定 问 题 线 性 时 间 归 约 于 多 项 式 插值 问题 ， 则 上 述 判 定 问 题 
的 下 界 ， 也 是 多 项 式 插值 问题 的 下 界 。 
上 述 成 员 点 集 更 中 的 每 一 点 都 是 孤立 点 , 如果 (za 加)e 丈 ， 则 有 好 =1， 
并 且 : 
xe{sll<k<n-1} 当 b=1 
XEe{t|ll<k<n-1} 当 y=-l 
所 以 ， 歼 中 所 包含 的 点 数 为 : 
RU 


_ (2n-2)! 
(xn-2)! 
由 引 理 14.1， 上 述 判定 问题 的 下 界 为 : 
el Po | =Q(nlogn) 


因此 ， 多 项 式 插值 问题 的 下 界 是 Q(nlogn)。 
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习 题 


出 4 个 元 素 的 线性 检索 算法 LINEAR SEARCH 的 判定 树 。 

出 3 个 元 素 的 插入 排序 算法 INSERT SORT 的 判定 树 。 

出 3 个 元 素 的 合并 排序 算法 MERGE SORT 的 判定 树 。 

使 用 合并 排序 算法 对 5 个 数 进行 排序 时 ， 在 最 坏 情 况 下 需要 8 次 比较 ， 而 | log5! | =7， 
因此 ， 可 能 存在 对 5 个 数 进行 排序 只 需要 7 次 比较 的 算法 ， 找 出 一 个 这 样 的 算法 。 

5. 令 4 和 8B 是 两 个 都 具有 n 个 元 素 的 无 序 表 ， 判 定 4 中 的 元 素 是 否 和 B 中 的 元 素 相 
同 ， 即 4 中 的 元 素 是 否 为 B 中 元 素 的 某 一 种 排列 。 用 Q 记号 表示 解 这 个 问题 时 所 需要 的 比 
较 次 数 。 

6. 当 具 有 个 元 素 的 数组 4 是 一 个 堆 时 ， 说 明 测 试 这 个 数组 所 需要 的 最 少 比较 次 数 。 

7. 令 S 是 一 个 具有 n 个 元 素 的 无 序 表 ， 说 明 在 判定 树 模型 中 ， 用 5 中 的 元 素 构造 一 个 
二 又 检索 树 需要 Q(nlogn) 时 间 。 

8. 令 4 是 一 个 具有 n 个 元 素 的 整数 数组 ， 每 个 元 素 的 大 小 都 在 范围 1~m 之 间 ， 其 中 
m>n。 在 1~m 之 间 找 出 一 个 不 在 4 中 的 元 素 x, 解 这 个 问题 所 需要 的 最 少 比较 次 数 是 多 少 。 

9. 集合 的 相等 问题 可 描述 为 : 给 定 集合 4= fx ，B={y,y,…, 芒 }， 判 定 
4=B 是 否 成 立 。 用 下 界定 理 证 明 : 该 问题 在 代数 判定 树 模 型 下 的 时 间 下 界 为 Q(nlogn)。 

10. 集合 的 包含 问题 可 描述 为 : 给 定 集合 4= {x,x,…,}，B={y1,y,,…,y,}， 判 定 
AcB 是 否 成 立 。 用 下 界定 理 证 明 : 该 问题 在 代数 判定 树 模 型 下 的 时 间 下 界 为 Q(nlogn)。 

11. 三 角 网 络 划 分 问题 TRIANGULATION: 给 定 平面 上 个 点 ， 用 不 相交 的 线段 把 它 
们 连接 成 三 角 网 络 ， 证明 这 个 问题 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 下 界 为 Q(nlogn)。 (提示: 把 n 个 
实数 的 排序 问题 SORTING, 归 约 为 -1 个 点 共 线 , 而 有 一 点 不 在 同一 直线 上 的 三 角 网 络 划 
分 问题 TRIANGULATION 的 一 个 特例 ) 

12. 最 接近 点 问题 NEAREST POINT: 给 定 平面 上 的 点 p， 以 及 n 个 点 的 点 集 S， 在 点 
集 5S 中 寻找 最 接近 于 点 p 的 点 。 证 明 这 个 问题 的 下 界 为 Q(logn) 。〈 提 示 : 把 n 个 实数 的 二 
叉 检索 问题 ， 归 约 为 所 有 的 点 都 在 同一 直线 上 的 最 接近 点 问题 NEAREST POINT 的 一 个 特例 ) 


国 加 加 


1 

2 
E 
4. 


可 在 文献 [6] 中 看 到 判定 树 模型 及 其 应 用 的 叙述 ， 也 可 在 文献 [3]、[8]、[10] 中 看 到 对 判 
定 树 模型 及 用 判定 树 模 型 来 确定 检索 问题 和 排序 问题 的 描述 。 文 献 [52] 描 述 了 代数 判定 树 
模型 ， 并 给 出 了 下 界定 理 ， 可 在 文献 [10] 中 看 到 下 界定 理 的 描述 及 用 下 界定 理 来 确定 极点 
问题 的 下 界 及 多 项 式 插值 问题 的 下 界 。 可 在 文献 3]、[10]、[39] 中 看 到 有 关 几 何 问题 下 界 的 
描述 。 
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在 前 面 的 章节 中 曾经 提 到 ， 有 很 多 问题 至 今 还 没有 找到 多 项 式 时 间 算 法 。 但 是 ， 可 以 
采用 3 种 方法 来 有 效 地 解决 这 样 一 些 问 题 。 这 3 种 方法 是 : 回溯 法 、 随 机 算法 和 近似 算法 。 
前 面 的 第 7、8、9 章 分 别 对 回溯 法 、 基 于 回溯 的 分 支 限 界 法 及 随机 算法 进行 了 介绍 ， 本 章 
介绍 近似 算法 。 因 为 很 多 问题 的 输入 数据 是 用 测量 的 方法 取得 的 ， 而 测量 的 数据 不 可 避免 
地 存在 着 一 定 程度 的 误差 ， 因 此 ， 输 入 数据 本 身 就 是 近似 的 。 同 时 ， 很 多 问题 的 最 优 解 允 
许 有 一 定 程度 的 近似 ， 只 要 给 出 的 解 是 “合理 ”的 ， 能 够 保证 对 所 给 定 实例 的 解 与 准确 的 
解 之 间 的 误差 在 一 个 有 效 的 范围 之 内 即 可 ,而 实际 上 有 很 多 问题 , 对 这 些 问 题 的 所 有 实例 7 
都 存在 着 一 个 常数 ， 使 得 用 这 些 问 题 的 近似 算法 4 对 输入 实例 了 进行 求解 所 得 到 的 近似 
值 4(7)， 与 用 这 些 问题 的 最 优 算法 OPT4 对 输入 实例 了 进行 求解 所 得 到 的 准确 值 OPT4 (7) 
之 间 的 误差 | 4(7)-OPTA4(7)| < 大 此 外 , 采用 近似 算法 可 以 在 很 短 的 时 间 内 得 到 问题 的 解 ， 
这 就 更 增加 了 人 们 采用 近似 算法 的 信心 。 


15.1 近似 算法 的 性 能 


一 般 来 说 ， 近 似 算 法 所 适用 的 问题 是 优化 问题 。 对 于 一 个 规模 为 的 问题 ， 显 然 近 似 
算法 应 该 满足 下 面 两 个 基本 要 求 : 

@ ”算法 能 在 n 的 多 项 式 时 间 内 完成 。 

@ ”算法 的 近似 解 满足 一 定 的 精度 。 

令 问 题 工 是 一 个 最 小 化 问题 , 7 是 问题 二 的 一 个 实例 ; 4 是 解 问 题 工 的 一 个 近似 算法 ， 
A4(7) 是 用 算法 4 对 问题 工 的 实例 7 求解 时 得 到 的 近似 值 ，OPT4 是 解 问题 开 的 最 优 算法 ， 
OPT4(7T) 是 算法 OPT4 对 问题 工 的 实例 了 求解 时 所 得 到 的 准确 值 ， 则 可 以 定义 近似 算法 4 
的 近似 比率 p(7) 为 : 

A(I 
人 5 
如 果 问 题 二 是 最 大 化 问题 ， 则 (7) 为 : 
OPTA(I) 
PpP(1)= 2407) 


对 于 最 小 化 问题 ， 有 : 4(T)> OPTA(7); 而 对 于 最 大 化 问题 ， 有 : 4(1)< OPT4(7)。 
因此 ， 算 法 4 的 近似 比率 p(7) 总 大 于 或 等 于 1。 这样， 近似 算法 的 近似 比率 越 小 ， 则 算法 
的 性 能 越 好 。 
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有 时 ， 用 相对 误差 来 表示 近似 算法 的 精确 度 ， 相 对 误差 定义 为 : 
| OPT4(T)-4(7) | 


OPTACT) 

若 对 输入 规模 为 n 的 问题 ， 存 在 着 一 个 函数 s(n)， 使 得 : 
OPTA(T)-— A(7) 
| OPT4(T) 

则 称 函 数 =(m) 为 近似 算法 4 的 相对 误差 的 界 。 显 然 ， 近 似 算 法 4 的 近似 比率 p(n) 与 相对 

误差 的 界 a(n) 存在 如 下 关系 : se(n)zp(n)-1。 

有 很 多 问题 的 近似 算法 ， 其 近似 比率 p(n) 与 相对 误差 的 界 a(n) ， 不 随 输入 规模 的 
变化 而 变化 ， 对 这 些 算法 ， 就 直接 使 用 p 和 来 表示 它们 的 近似 比率 和 相对 误差 的 界 。 
有 很 多 难 解 的 问题 ， 采 用 近似 算法 时 ， 可 以 增加 近似 算法 的 计算 量 ， 以 改善 近似 算法 

的 性 能 。 这 需要 在 性 能 和 时 间 之 间 取 得 一 个 折 中 。 有 时 ， 把 满足 py (I,s) <1+s 的 一 类 近 

似 算 法 {4s 1s >0}， 称 为 优化 问题 的 近似 方案 (approximation scheme) 。 这 时 ， 这 些 算法 

的 近似 比率 会 聚 于 1。 如 果 在 近似 方案 中 的 每 一 个 算法 4. ， 以 输入 实例 的 规模 的 多 项 式 时 

间 运 行 ， 则 称 该 近似 方案 为 多 项 式 近似 方案 (Polynomial Approximation Scheme，PAS) 。 

多 项 式 近 似 方案 中 算法 的 计算 时 间 , 不 应 随 s 的 减少 而 增长 得 太 快 。 在 理想 情况 下 , 若 = 减 

少 某 个 常数 倍 ， 近 似 方案 中 算法 的 计算 时 间 的 增长 也 不 会 超过 某 个 常数 倍 ， 即 近似 方案 中 

算法 的 计算 时 间 是 1/s 和 nn 的 多 项 式 , 这 时 就 称 这 个 近似 方案 是 完全 多 项 式 近似 方案 (Fully 

Polynomial Approximation Scheme, FPAS) 。 


<e(n) 


15.2 装 箱 问题 


装 箱 问题 (BIN PACKING) : 给 定 n 个 物体 ui,u,,…,u,， 若 干 个 容量 相同 的 箱子 
bi,b,,…,b;,… ， 物 体 的 体积 分 别 为 s,s,,…,s, ， 每 个 箱子 的 容量 均 为 C， 且 有 s;<C， 
i=1,2,…,n。 要 求 物 体 不 能 分 割 ， 把 所 有 物体 装 进 箱 子 ， 使 得 所 装 入 的 箱子 尽 可 能 少 。 

这 个 问题 可 以 用 下 面 4 种 方法 来 解决 ， 它 们 都 是 基于 探索 式 的 : 

(1) First Fit (首次 适宜 FF) 算法 : 把 箱子 按 下 标 1,2,…,k,… 标 记 ， 所 有 的 箱子 初始 
化 为 空 ， 按 物体 ui,w,,…,u 顺序 装 入 箱子 。 装 入 过 程 如 下 : 首先 把 第 一 个 物体 ui 装 入 第 1 
个 箱子 b, 如果 bb 还 能 容纳 第 2 个 物体 , 继续 把 第 2 个 物体 u, 装 入 bi; 否则 ,把 u, 装 入 5b,。 
一 般 地 ， 为 了 装 入 物体 uw;， 先 找 出 能 容纳 得 下 s; 的 下 标 最 小 的 箱子 b ， 再 把 物体 u; 装 入 
箱子 b; ， 重 复 这 些 步骤 ， 直 到 把 所 有 物体 装 入 箱子 为 止 。 

(2) Best Fit (最 适宜 BF) 算法 : 该 算法 的 物体 装 入 过 程 与 FF 算法 类 似 ， 不 同 的 是 ， 
为 了 装 入 物体 u;， 首 先 检索 能 容纳 s;， 并 且 剩 余 容 量 最 小 的 箱子 b ， 再 把 物体 ui 装 入 箱 
子 b。 重 复 这 些 步 又 ， 直 到 把 所 有 物体 装 入 箱子 为 止 。 

(3) First Fit Decreasing (首次 适宜 降序 FFD) 算法 : 该 算法 首先 把 物体 按 体积 大 小 
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递减 的 顺序 排序 ， 然 后 用 FF 算法 装 入 物体 。 


(4) Best Fit Decreasing 〈 最 适宜 降序 BFD) 算法 : 该 算法 首先 把 物体 按 体 积 大 小 递 


减 的 顺序 排序 ， 然 后 用 BF 算法 装 入 物体 。 
15.2.1 首次 适宜 算法 


下 面 是 FF 算法 的 描述 : 


算法 15.1 装 箱 问题 的 首次 适宜 算法 
输入 : n 个 物体 的 体积 s [] ,箱子 的 容量 C 
输出 : 装 入 箱子 的 个 数 k, 每 个 箱子 中 装 入 的 物体 累计 体积 b[] 


1. void first_fit(float s[],int n,float C,float bl[],int &k) 

二 首 

3 ps 

4. k= 0; /* 装 入 物体 的 箱子 下 标 */ 

5。 for (i=0;i<n;i++) /* 箱子 初始 化 为 空 */ 

6 b[il = 0; 

7 for (i=0;i<n;i++) { /* 按 物 体 顺序 装 入 */ 

8 j = 0; 

9. while ((C-b[j])<s[i]) /* 检索 能 容纳 物体 i 的 下 标 最 小 的 箱子 j */ 
10. j++; 

全 和 b[j] += s[i]; 

2 k = max(k,j); /* 已 装 入 物体 的 箱子 最 大 下 标 */ 

13s } 

14. K++; /* 箱子 的 最 大 下 标 转换 为 箱子 的 个 数 */ 
了 Si 


很 显然 ， 该 算法 所 需 的 运行 时 间 为 O("?) 。 算 法 的 性 能 估计 如 下 : 假定 C 为 一 个 单位 
体积 ， 因 此 ，s; <1，i=1,2,…,n。 令 FF (了) 表示 在 实例 了 下 使 用 算法 FF 装 入 物体 时 ， 所 
使 用 的 箱子 数目 ， 令 OPT(7) 为 最 优 装 入 时 所 使 用 的 箱子 数目 。 在 这 个 算法 中 ， 至 多 有 一 
个 非 空 的 箱子 所 装 的 物体 体积 小 于 1/2 ， 否 则 ， 如 果 有 两 个 以 上 的 箱子 所 装 的 物体 体积 小 
于 1/2，, 假设 这 两 个 箱子 是 b; 及 b,， 并且 i<j， 那么 装 入 b; 及 bj 中 物体 的 体积 均 小 于 1/2 。 


按照 这 个 算法 的 装 入 规则 ,必然 把 bj 中 的 物体 继续 装 入 b;， 而 不 会 装 入 另外 的 箱子 。 


因此 ， 


装 入 箱子 中 的 物体 将 如 图 15.1 所 示 。 其 中 ，; 为 箱子 中 的 空余 体积 ，6; 为 箱子 中 装 入 的 物 


体 体 积 。 则 : 


大 n 
D0- 
i=l i=1 


并 且 有 : si <6 ，i=12…, 大 -1。 对 第 大 个 箱子 ， 或 者 是 sk < 5， 或 者 是 ej > 654。 


对 后 


一 种 情况 ， 有 ery <64，ak <6414， 所 以 st +ak <6k1+6k。 因 此 ， 对 这 两 种 情况 都 有 : 
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天 n 
2 E1 < >> Ci = > Si 
en 1 i=1 


图 15.1 FF 算法 的 箱子 装 入 情况 
所 以 ， 


大 天 
FF (1)= ?61+ <2y 
i=1 i=1 [1 


另外 ， 在 最 优化 装 入 时 ， 所 有 的 箱子 恰好 装 入 全 部 物体 ， 即 : 


OPT(TD)=> si 
i=] 
则 FF 算法 的 近似 比率 pgr (7) 为 : 
_ FF(7) 
Prr (T= opr ? 


由 此 ，FF 算法 的 近似 比率 小 于 2。 实 际 上 ,经 过 复杂 而 元 长 的 证 明 ， 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 15.1 对 装 箱 物体 的 所 有 实例 7 ，FF 算法 的 性 能 为 : 
FF(D < TOPTU) + 2 


15.2.2 最 适宜 算法 及 其 他 算法 


装 箱 问 题 的 最 适宜 算法 可 描述 如 下 : 


算法 15.2 装 箱 问题 的 最 适宜 算法 
输入 : n 个 物体 的 体积 s [] ,箱子 的 容量 C 
输出 ， 装 入 箱子 的 个 数 k, 每 个 箱子 中 装 入 的 物体 累计 体积 b[] 


1. void best fit(float s[],int n,float C,float b[],int &k) 
| 加 

3 int jm 

4. float min,temp; 

3 k= 0; /* 装 入 物体 的 箱子 下 标 */ 

6 for (i=0;i<n;i++) /* 箱子 初始 化 为 空 */ 

这 br[il = 0; 

8 for (i=0;i<n;i++) { /* 按 物 体 顺序 装 入 */ 
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FE Win =sC 三 二 

10. for (j=0;j<=k;j++) { /* 检索 能 容纳 物体 i 且 剩 余 容量 最 小 的 箱子 j*/ 
Ls temp = C —- b[j] - s[il; 

| if ((temp>=0)&& (temp<min)) { 

13, min = temp; m= j; 

14. } 

5 } 

16. b[m]l += s[il]; 

EF k = max(k,m); /* 已 装 入 物体 的 箱子 最 大 下 标 */ 

人 } 

19; ++ 7 /* 箱子 的 最 大 下 标 转换 为 箱子 的 个 数 */ 
2 


最 适宜 算法 BF 的 时 间 复 杂 性 也 是 O(m?), 其 近似 比率 与 首次 适宜 算法 FF 的 近似 比率 


相同 。 
首次 适宜 降序 算法 FFD 及 最 适宜 降序 算法 的 描述 如 下 : 
算法 15.3 装 箱 问题 的 首次 适宜 降序 算法 


输入 : n 个 物体 的 体积 s[] ,箱子 的 容量 C 
输出 ， 装 入 箱子 的 个 数 k, 每 个 箱子 中 装 入 的 物体 累计 体积 b[] 


1. void first fit dec(float s[],int n,float C,float b[],int &k) 
2 
:网 mergesort (s,n); /* 把 物体 按 体积 大 小 的 递减 顺序 排列 */ 
4 Eiret. Fi (Sri CD) /* 按 首 次 适宜 算法 把 排序 过 的 物体 装 入 箱子 */ 
-二 
算法 15.4 装 箱 问题 的 最 适宜 降序 算法 
输入 : n 个 物体 的 体积 s [] ,箱子 的 容量 c 
输出 ， 装 入 箱子 的 个 数 k, 每 个 箱子 中 装 入 的 物体 累计 体积 b[] 
1. void best_fit_dec(float s[],int n,float C,float bl[],int &k) 
2 攻 
人 mergesort (s,n); /* 把 物体 按 体积 大 小 递减 的 顺序 排序 */ 
4 best fitl(s,n,c,b,k); /* 按 最 适宜 算法 把 排序 过 的 物体 装 入 箱子 */ 
与 > 


这 两 个 算法 的 第 3 行 ， 对 物体 按 其 体积 大 小 的 递减 顺序 排序 , 需 O(nlogn) 时 间 。 第 4 


行 分 别 调用 首次 适宜 算法 和 最 适宜 算法 把 物体 装 入 箱子 ， 需 O(n?) 时 间 。 因 


法 的 时 间 复 杂 性 也 是 O(n) 时 间 。 此 外 ， 这 两 个 算法 的 近似 比率 也 相同 ， 它 


适宜 算法 和 最 适宜 算法 。 关 于 它们 的 近似 比率 ， 有 下 面 的 定理 。 
定理 15.2 ”对 装 箱 物 体 的 所 有 实例 I，FFD 算法 的 性 能 为 : 
FFD(T) < 号 OPT() +4 
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此 ， 这 两 个 算 
们 都 好 于 首次 
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15.3 ”顶点 履 盖 问题 


无 向 图 G=(V,E)，G 的 顶点 覆盖 C 是 顶点 集 玉 的 一 个 子 集 ，CEF， 使 得 (wyv)e 巨 ， 
有 weC， 或 者 veC。 在 第 12 章 曾 把 顶点 覆盖 问题 作为 判定 问题 来 进行 讨论 ， 并 证 明了 它 
是 一 个 NP 完全 问题 , 因此， 没有 一 个 确定 性 的 多 项 式 时 间 算 法 来 解 它 。 顶 点 覆盖 的 优化 问 
题 是 找 出 图 G 中 的 最 小 顶点 覆盖 。 为 了 用 近似 算法 来 解 这 个 问题 , 假定 顶点 用 0,1 ,… ,n -1 
编号 ， 并 用 下 面 的 邻接 表 来 存放 顶点 与 顶点 之 间 的 关联 边 。 


struct adj list { /* 邻接 表 结 点 的 数据 结构 */ 
int v_num; /* 邻接 顶点 的 编号 */ 
struct adj list *next; /* 下 一 个 邻接 顶点 */ 


ls 
typedef struct adj list NODE; 
NODE VI[In]; 


顶点 覆盖 问题 近似 算法 的 求解 步 又 可 叙述 如 下 : 

(1) 顶点 的 初始 编号 x=0。 

(2) 如 果 顶 点 xz 存在 关联 边 ， 转 步骤 (3) ; 否则 ， 转 步骤 (5) 。 
(3) 令 关 联 边 为 (u,v) ， 把 顶点 uw 、v 登 记 到 顶点 覆盖 C 中 。 

(4) 删 去 与 顶点 zx 、v 关 联 的 所 有 边 。 

(5) wu=u+1; 如 果 wu<n， 转 步骤 (2)〉 ; 否则， 算法 结束 。 

其 实现 过 程 叙 述 如 下 : 


算法 15.5 顶点 覆盖 优化 问题 的 近似 算法 
输入 : 无 向 图 G 的 邻接 表 V[] , 顶点 个 数 n 
输出 : 图 G 的 顶点 覆盖 c[] ,Cc 中 的 顶点 个 数 m 


~ 


* 图 G 的 邻接 表 头 结 点 */ 


1. vertex cover app (NODE V[],int n,int C[],int &m) 

2 

3 NODE *p,*pl; 

4 int u,v; 

5 m= 0; 

6 for (u=0;u<n;ut++) { 

7 p= V[Iu] .next; 

8 if (p!=NULL) { /* 如 果 u 存 在 关联 边 */ 

和 国 CIm] = u; CIm+l] = V = p->Vv_num; m += 27 

LT0 while (p!=NULL) { /* 则 选取 边 (u,v) 的 顶点 */ 
Ly delete e(p->v_ num,u); /* 删 去 与 关联 的 所 有 边 */ 
12. P = p->next; 

13s . 
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Ls V[Iu] .next = NULL; 

5e pl = VI[Iv] .next; 

16. while (pl!=NULL) { /* 删 去 与 v 关联 的 所 有 边 */ 

Ts delete e(p->Vv num,v); 

18. p = p->next; 

9 } 

P41 忆 VIv] .next = NULL; 

Ss } 

2 } 

Ss 

这 个 算法 用 数组 C 来 存放 顶点 覆盖 中 的 各 个 顶点 ， 用 变量 m 来 存放 数组 C 中 的 顶点 个 
数 。 开 始 时 ， 把 变量 m 初始 化 为 0， 把 顶点 的 编号 初始 化 为 0。 然 后 ， 从 顶点 w 开始 ， 如 
果 顶 点 u 存在 着 关联 边 ,就 把 项 点 u 及 其 一 个 邻接 顶点 v 登 记 到 数组 C 中 ; 并 删 去 顶点 4 及 
顶点 v 的 所 有 关联 边 。 其 中 ,第 11 行 的 函数 delete_e( pp 一 >v_num ,t) 用 来 从 顶点 p 一 >v_num 


的 邻接 表 中 删 去 顶点 p->v_num 与 项 点 u 相 邻 接 的 登记 项 ; 第 17 行 的 函数 
delete_e( pp 一 >v_num ,v) 用 来 从 顶点 p 一 >v_num 的 邻接 表 中 删 去 顶点 p 一 >v_num 与 顶点 
v 相 邻接 的 登记 项 ， 从 而 分 别 删 去 其 他 顶点 到 这 两 个 顶点 相 邻 接 的 登记 项 ; 第 14 行 和 第 20 
行 分 别 把 项 点 4 及 顶点 v 的 邻接 表 头 结 点 的 链 指针 置 为 室 ， 从 而 分 别 删 去 这 两 个 顶点 与 其 
他 顶点 相 邻 接 的 所 有 登记 项 。 经 过 这 样 的 处 理 ， 就 把 顶点 zx 及 顶点 v 的 所 有 关联 边 的 登记 
项 全 都 删 去 。 这 种 处 理 一 直 进行 ， 直 到 图 G 中 的 所 有 边 都 被 删 去 为 止 。 最 后 ， 在 数组 C 中 
存放 着 图 G 的 顶点 覆盖 中 的 各 个 顶点 编号 ， 变 量 放 表示 数组 C 中 登记 的 顶点 个 数 。 

图 15.2 表示 了 这 种 处 理 的 过 程 。 按 字母 顺序 进行 处 理 ， 图 15.2 (a) 表示 图 G 的 初始 
状态 ; 图 1$.2 (b) 表示 选择 边 (a,5) ， 把 关联 该 边 的 顶点 a 及 b 放 进 数组 C 中 ， 并 删 去 与 
顶点 a 及 b 相关 联 的 所 有 的 边 ， 在 这 里 是 删 去 边 (a,5)、(a,g) 及 (a,j7); 图 15.2 (c) 表示 
选择 边 (c,q)， 把 关联 该 边 的 顶点 ce 及 4 放 进 数组 C 中 ， 并 删 去 边 (c,q)、(c,g) 及 (qi); 
图 15.2 (d) 一 图 15.2 〈g) 分 别 表 示 这 种 处 理 的 后 续 过 程 ， 最 后 得 到 的 结果 如 图 13.2 (g) 
所 示 。 整 个 处 理 过 程 共 选 择 了 6 条 边 上 的 12 个 顶点 ， 作 为 图 G 的 一 个 顶点 覆盖 ,它们 分 别 
是 a,b,c,d,e,f,g,h,j,k,1,m。 可 以 看 到 ， 它 不 是 图 G 的 最 小 的 顶点 覆盖 。 图 15.2 (h) 表 
示 图 G 的 一 个 最 小 的 顶点 覆盖 ， 它 有 7 个 顶点 , 即 a,c,f,h.i,k,1。 

下 面 估计 这 个 算法 的 近似 性 能 。 假 定 算法 所 选取 的 边 集 为 已 ， 则 这 些 边 的 关联 顶点 被 
作为 顶点 覆盖 中 的 顶点 放 进 数组 C 中 。 因 为 一 旦 选择 了 某 一 条 边 ， 例 如 边 (a,5)， 则 与 顶 
点 a 及 b 相 关联 的 所 有 边 均 被 删 去 。 再 次 选择 第 2 条 边 时 ， 第 2 条 边 与 第 1 条 边 将 不 会 具 
有 公共 顶点 ， 则 边 集 E' 中 所 有 的 边 都 不 会 有 具有 公共 顶点 。 这 样 ， 放 进 数 组 C 中 的 顶点 个 数 
为 21E'|， 即 1Cl=2|E'|。 另 外 ， 图 G 的 任何 一 个 顶点 覆盖 ， 至 少 包含 E' 中 各 条 边 中 的 一 
个 顶点 。 若 图 G 的 最 小 顶点 覆盖 为 C"， 则 有 |C’|=|E'|。 所 以 ， 有 : 

pn 2| 五 | 
[EW "lel 
由 此 得 到 ， 该 算法 的 近似 比率 小 于 或 等 于 2。 
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(g) Ch) 
图 15.2 ”项 点 覆盖 近似 算法 的 执行 过 程 


15.4 货 郎 担 问 题 


货 郎 担 问题 的 最 优化 形式 是 : 给 定 无 向 赋 权 图 G=(V,E)， 对 每 一 条 边 (u,v)eE， 都 


有 一 个 非 负 的 常数 费用 c(u,v)>0， 求 G 中 费用 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 。 可 以 把 货 郎 担 问题 
分 成 两 种 类 型 如果 图 G 中 的 顶点 是 平面 上 的 项 点， 任意 两 个 顶点 之 间 的 距离 ， 就 是 它们 
之 间 的 欧 几 里 得 距离 。 这 时 ,对 图 中 任意 3 个 顶点 u,v,weV ,有 :c(u,v)<c(u,w)+c(w,v)。 
把 具有 这 种 性 质 的 货 郎 担 问题 称 为 欧 几 里 得 货 郎 担 问题 。 反 之 ， 把 不 具有 这 种 性 质 的 货 郎 
担 问题 称 为 一 般 的 货 郎 担 问题 。 
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欧 几 里 得 货 郎 担 问题 


假定 图 G 是 完全 图 , 对 欧 几 里 得 货 郎 担 问题 , 可 以 构造 图 G 的 一 棵 最 小 花费 生成 树 7 ， 
然后 遍历 最 小 花费 生成 树 了 中 的 项 点， 就 可 以 容易 地 把 最 小 花费 生成 树 7 了 转换 为 一 条 哈密 


尔 顿 回 


路 工 。 这 种 方法 称 为 最 小 生成 树 〈Minimum Spanning Tree，MST) 探索 法 。 为 方便 


起 见 ， 顶 点 用 0,1,…,n 一 1 编号 ， 其 实现 步骤 如 下 : 


(1) 用 
(2) 由 
(3) 用 


普 里 姆 算法 构造 图 G 的 最 小 花费 生成 树 T 。 
最 小 花费 生成 树 7 的 边 集 构造 了 的 邻接 表 node 。 
深度 优先 搜索 算法 遍历 最 小 花费 生成 树 了 7 ， 取 得 按 前 序 遍历 顺序 存放 的 顶点 


序号 I ， 则 数组 ZK 中 顺序 存放 的 顶点 序号 即 为 欧 几 里 得 货 郎 担 问题 的 解 。 
第 10 章 第 10.1.1 节 所 定义 的 顶点 邻接 表 结 点 的 数据 结构 NODE 和 第 5 章 5.4.2 节 
所 定义 的 边 的 数据 结构 EDGE， 算 法 的 实现 过 程 叙 述 如 下 。 

算法 15.6 欧 几 里 得 货 郎 担 问题 的 近似 算法 


输入 : 图 G 的 费用 矩阵 C[] [] ,顶点 个 数 n 
输出 哈密 尔 顿 回路 工 及 回路 的 费用 f 


使 用 


130 
生生 = 
了 人 5 
13. 
14. 
15s 
16. 
37。 
18。 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
2 
8 
9 


. Void MST salesman app (float C[][],int n,int L[],float &f) 


int i,k,pren[n],postn[n]; 


EDGE T[n]; /* 存放 最 小 生成 树 的 边 集 */ 

NODE node[n],*p; 

for (i=0;i<n;i++) /* 最 小 生成 树 的 邻接 表 头 结 点 初始 化 */ 
node[i] .next = NULL; 

prim(C,n,T,k); /* 调用 普 里 姆 算法 构造 最 小 生成 树 的 边 集 T */ 

for (i=0;i<k;i++) { /* 由 边 集 T 构造 了 的 邻接 表 */ 


p = new NODE; 
p->v = T[i].v; 
p->next = node[T[i] .ul .next; 
node[T[i].u] .next = p; 
p = new NODE; 
p->v = T[i].u; 
p->next = node[T[i].v] .next; 
node [T[i] .v] .next = p; 
} 
traver dfs (node,n,pren,postn,L); 
Es 0 


i 


* 调用 深度 优先 搜索 算法 遍历 T */ 


™ 


for (i=0;i<n-1;i++) * 计算 回路 的 费用 */ 
f += C[L[i]] [L[i+1]]; 


£f += C[L[n-1]][L[0]]; 
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这 个 近似 算法 用 图 G 的 邻接 矩阵 C 作为 输入 , 调用 普 里 姆 算法 prim(C,n,7T 甩 ), 构造 图 G 
的 最 小 花费 生成 树 7 。 其 中 ， 参 数 n 为 图 G 的 顶点 个 数 ，k 为 最 小 花费 生成 树 T 中 的 边 数 。 
然后 ， 由 最 小 花费 生成 树 T 构 造 7 的 邻接 表 node， 再 把 邻接 表 node 作 为 参数 ， 调 用 深度 优 
先 搜 索 算法 traver_dfs(node.n,pren,postn.L)， 前 序 遍 历 最 小 花费 生成 树 7， 并 把 前 序 遍 历 的 
结果 保存 在 数组 工 中 ， 作 为 这 个 算法 的 结果 输出 。 最 后 ， 由 工 中 的 路 径 信息 计算 回路 的 费 
外， 并 把 它 保存 在 引用 变量 f 中 ， 也 作为 这 个 算法 的 结果 输出 。 

图 15.3 说 明 这 个 算法 的 运行 情况 。 图 15.3 (a) 表示 由 普 里 姆 算法 所 生成 的 最 小 花费 
生成 树 7; 图 15.3 (b) 中 的 粗 线 表示 用 深度 优先 搜索 算法 前 序 遍历 生成 树 7 所 得 到 的 结果 ， 
这 个 结果 也 是 最 小 生成 树 探索 算法 的 执行 结果 。 

下 面 估计 该 算法 的 近似 比率 。 令 了 是 图 G 的 最 小 花费 生成 树 ，c(7) 是 最 小 花费 生成 树 
的 费用 ; 令 互 是 图 G 的 最 小 花费 的 哈密 尔 顿 回路 ，c (五 ) 是 该 回路 的 费用 ， 则 它 是 问题 的 
最 优 解 。 如 果 删 去 鼠 中 任意 一 条 边 ， 就 构成 图 G 的 一 棵 生成 树 。 因 为 了 是 图 G 的 最 小 花费 
生成 树 , 所 以 有 : c(7) <c( 瑟 ) 。 另 外 ， 如 果 对 树 了 进行 完全 遍历 ， 也 即 在 访问 了 的 顶点 时 ， 
访问 该 项 点， 结束 对 7 的 某 子 树 的 访问 而 返回 到 该 子 树 的 根 时 ， 再 一 次 访问 该 子 树 的 根 结 
点 所 对 应 的 顶点 。 那 么 ， 按 照 这 种 方式 前 序 完全 遍历 了 所 生成 的 回路 ， 将 经 过 工 中 所 有 的 
边 各 两 次 。 例 如 ， 在 图 15.3 (c) 中 ， 对 生成 树 T 进行 完全 遍历 ， 所 产生 的 回路 为 
0.D.c,D.d.Dae, 太 sg. 太 六 ea。 令 刺 是 这 样 的 回路 ，c( 丈 ) 是 该 回路 的 费用 ， 则 有 : 
c( 柬 )=2c(T)<2c( 瑟 ) 。 现 在 ， 把 回路 于 中 重复 访问 过 的 顶点 删 去 ， 例 如 在 图 15.3 (c) 
中 ， 路 径 c,b,q 被 c,q 取代 ，4q,b,a.e 被 d,e 取 代 ，g,f,h 被 g,h 取 代 ，h,f,e.a 被 ha 取代 。 
路 球 中 重复 访问 过 的 顶点 全 部 被 删 去 之 后 ， 将 得 到 由 前 序 遍 历 所 生成 的 回路 工 ， 如 
15.3 〈c) 中 的 粗 线 所 表示 的 那样 ， 而 这 就 是 算法 所 得 到 的 结果 。 假 定 被 删 去 的 顶点 v 在 
路 政 中 处 于 顶点 wu 和 w 之 间 ， 则 回路 更 中 的 边 (u,v) 和 (v,w)， 将 被 边 (u,w) 所 取代 ， 因 
为 图 G 中 各 个 顶点 之 间 的 距离 是 欧 几 里 得 距离 ， 各 条 边 的 费用 满足 三 角 不 等 式 。 因 此 ， 
Cc(u,W)<c(u,v)+c(v,w)。 因 此 ， 有 : c(L)<c( 歼 )<2c( 瑟 )。 由 此 得 到 : 

£1) 20D 
cc(H) c(H) 

所 以 ， 该 算法 的 近似 比率 小 于 或 等 于 2。 


回 天 可 


(a) (b) Co 


图 15.3 最 小 生成 树 探索 算法 的 执行 过 程 和 近似 比率 的 说 明 
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15.4.2 一 般 的 货 郎 担 问 题 


当 给 定 的 无 向 图 G 中 ， 每 个 顶点 之 间 的 距离 不 满足 三 角 不 等 式 ， 即 顶点 之 间 的 距离 不 
是 欧 几 里 得 距离 时 ， 把 这 样 的 货 郎 担 问题 称 为 一 般 的 货 郎 担 问题 。 一 般 来 说 ， 最 小 生成 树 
探索 算法 MST 也 可 用 于 一 般 的 货 郎 担 问题 ,但 是 不 能 保证 它 具 有 好 的 近似 比率 。 实 际 上 ， 
对 于 一 般 的 货 郎 担 问题 ， 除 非 NP=P ， 否 则 ， 不 存在 使 p<w 的 多 项 式 时 间 的 近似 算法 。 
关于 这 一 点 ， 有 如 下 定理 : 

定理 15.3 ”如 果 NPP， 则 货 郎 担 的 最 优化 问题 不 存在 使 p< ow 的 多 项 式 时 间 的 近似 

证 明 用 反 证 法 证 明 。 如 果 存 在 使 p<w 的 多 项 式 时 间 的 近似 算法 ， 设 该 算法 为 4 ， 


构造 货 郎 担 问题 的 一 个 实例 I 如 下 : 顶点 集 V 对 应 于 城市 集合 ， 城 市 w 和 v 之 间 的 距离 
qd (uv) 定义 为 : 


uw- (uv)eE 
nk (uv)eE 


因此 ， 对 实例 IT， 如 果 图 G 存 在 哈密 尔 顿 回路 ， 则 货 郎 担 问题 的 最 优 解 OPT4(T)=n; 用 算 
法 4 解 该 实例 时 所 得 到 的 解 4(T) ， 因 为 py <k， 所 以 有 : 

4(T) < 大. 
如 果 图 G 不 存在 哈密 尔 顿 回路 ， 则 所 构造 的 实例 7 中 ， 必 有 一 条 不 属于 E 的 边 ， 与 图 G 一 
起 构成 哈密 尔 顿 回 路 ， 则 对 应 该 实例 的 最 优 解 OPT4(T)>k.n。 用 算法 4 解 该 实例 时 ， 就 
必然 有 : 


A(I)>k:n 
上 述 结果 说 明 : 如 果 4(T)<k.n， 可 推断 OPT4(T)=n， 并 进一步 推断 图 G 存 在 哈密 尔 顿 
回路 :反之 ， 若 图 G 存 在 哈密 尔 顿 回路 ， 则 由 OPT4(7)=n， 可 推断 4(7)<k:n。 因 此 ， 
4(T) <k:n， 当 且 仅 当 图 G 存 在 哈密 尔 顿 回路 。 由 此 得 出 : 可 以 用 近似 算法 4 的 计算 结果 
是 否 小 于 或 等 于 kn 来 判定 图 G 是 否 存 在 哈密 尔 顿 回路 问题 。 因 为 近似 算法 4 是 多 项 式 时 
间 算 法 ， 而 哈密 尔 顿 回路 的 判定 问题 是 一 个 NP 完全 问题 ,因此 NP=P。 这 与 NP#P 了 相 矛 
盾 。 所 以 ， 货 郎 担 的 最 优化 问题 不 存在 使 p< ow 的 多 项 式 时 间 的 近似 算法 。 


15.5 多项式 近 似 方案 


从 上 面 所 讨论 的 一 些 问题 的 近似 算法 可 以 看 到 ， 有 些 NP 难题 存在 着 这 样 的 近似 算法 ， 
即 其 近似 比率 是 有 界 的 ,不 会 超过 某 个 常数 因子 。 但 是 ,也 有 些 NP 难题 的 近似 算法 ， 其 近 
似 比率 是 无 界 的 ， 它 可 能 很 大 ， 不 会 限制 于 某 个 常数 因子 。 此 外 ， 还 有 些 问 题 存在 着 这 样 
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的 近似 算法 ， 即 其 近似 比率 会 聚 于 1， 只 要 增加 算法 的 运算 时 间 ， 就 可 以 使 算法 的 近似 比 
率 接近 于 1。 


15.5.1 0/1 背包 问题 的 多 项 式 近似 方案 


令 背包 的 容量 为 C，U = {u,ws,…,W,} 是 希望 装 入 背包 的 个 物体 , 物体 的 体积 分 别 为 
$1,52,…,5,， 物体 的 价值 分 别 为 3,v,,…,v, 。0/1 背包 问题 是 : 物体 不 能 分 割 ， 把 U 中 的 物 
体 装 满 背包 ， 使 得 背包 中 物体 的 价值 最 大 。 

使 用 贪 禁 法 解 0/1 背包 问题 的 算法 , 是 0/1 背包 问题 的 一 种 近似 算法 。 这 种 算法 按 物 体 
价值 体积 比 的 递减 顺序 ， 一 个 一 个 地 确定 装 入 背包 的 物体 。 只 要 背包 中 的 空余 空间 装 得 下 
当前 的 物体 ， 就 把 该 物体 装 入 背包 ， 和 否则 考虑 下 一 个 物体 。 该 算法 的 近似 比率 是 无 界 的 
不 会 限制 于 某 个 常数 因子 。 例 如 ， 当 已 = fm:zo}，s =1，m=2，s =vm=C>2 时 ， 问 题 
的 最 优 解 是 把 ws 装 入 背包 ,背包 中 物体 的 最 优 价值 为 C。 用 贪 禁 法 求解 时 ， 则 把 wy 装 入 背 
包 ， 背 包 中 物体 的 价值 为 2。 因 为 C 可 以 任意 大 ， 所 以 贪 禁 法 解 0/1 背包 问题 时 ， 其 近似 比 
率 可 能 是 无 界 的 。 

如 果 把 这 个 算法 加 以 简单 的 修改 ， 就 可 以 使 其 近似 比率 为 2。 具体 修改 如 下 ; 站， 
按照 正常 的 贪 禁 法 求解 ， 得 到 一 个 解 ， 其 价值 为 万 ; 另 一 方面 ， 挑选 价 值 最 大 的 物体 装 入 
背包 ， 设 其 价值 为 天; 然后 ， 取 太 . 及 VV 中 最 大 的 一 个 作为 算法 的 输出 。 假 定 每 个 物体 的 
体积 均 小 于 C ， 并 假定 存放 物体 的 数据 结构 为 : 


typedef struct { 


int num; /* 物体 序号 */ 

float s; /* 物体 体积 */ 

float v; /* 物体 价值 */ 

float p; /* 物体 的 价值 体积 比 */ 
} ITEM; 
ITEM Ed 


下 面 是 这 个 算法 的 描述 : 


算法 15.7 信 禁 法 解 背包 问题 的 近似 算法 

输入 : 背包 的 容量 c, 物体 s [] ,物体 个 数 n 

输出 : 背包 中 的 物体 序号 kp [] ,总 价值 w, 装 入 背包 的 物体 个 数 k 
- void knapsack_reedy (ITEM s[],int n,float C,int kp[],float &V,int &k) 
-{ 


重 

安 

和 3 inE 1403 

4. float rvV17 

5 mergesort (s,n); /* 按 价 值 体积 比 的 递减 顺序 排序 s 中 物体 */ 
6 i=k=0; r=V=0; 

7 while ((i<n)&&(r<C)) { /* 按 贪 禁 法 从 s 中 选择 物体 */ 

8 Ns) 革 
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9. kp[k++] = s[i] .num; /* 装 入 背包 中 物体 的 原始 序号 */ 

10. r+= s[il.s; /* 装 入 背包 中 物体 的 体积 累计 */ 

二 V += s[il.v; /* 装 入 背包 中 物体 的 价值 累计 */ 

Ts } 

3 ++ >》 

i 和 

3435s V1l= s[0].v; j= 0; 

6 for (i=1;i<n;i++) { /* 选取 价值 最 大 的 物体 作为 候选 者 */ 

ky if (V1l<s[i].v) { 

2 Vi= slij.v; j= i; 

1 } 

20. } 

2 if (VI>V) { /* 若 候选 者 的 价值 大 于 贪 禁 法 选取 的 价值 */ 
2 V = Vis kp[0] = s[j].num; k = 1; /* 取 候 选 者 作为 输出 结果 */ 
2 } 

24. } 


显然 ， 该 算法 的 时 间 复 杂 性 取决 于 物体 的 排序 步骤 ， 所 以 ， 时 间 复 杂 性 为 O(nlogn)。 
可 以 证 明 该 算法 的 近似 比率 为 2。 为 了 降低 算法 的 近似 比率 ， 使 其 能 够 达到 1+s， 可 以 在 
该 算法 的 基础 上 加 以 修改 。 为 此 ， 令 k=1/s ， 并 按 下 面 的 步骤 进行 : 

(1) 把 个 物体 按 价值 体积 比 的 递减 顺序 排序 ， 令 i=0 。 

(2) 令 j=16 

(3) 从 个 物体 中 选取 i 个 物体 放 进 背包 ,这 种 选择 共有 Ci 组 ,选择 其 中 的 第 j 组 i 
个 物体 , 其 余 物体 的 选择 按 knapsack_reedy 算法 执行 ; 令 所 得 结果 背包 中 物体 总 价值 为 7， 
保存 背包 中 物体 序号 的 数组 为 KP; 。 

(4) 若 j<Cs， 则 j=j+1， 转 步骤 (3) ; 否则 ， 转 步骤 (5) 。 

(5) 从 CC; 组 结果 中 ， 选 取 V 最 大 的 一 组 结果 ， 令 其 价值 为 SV; ， 保 存 相 应 背包 中 物 
体 序号 的 数组 为 SKP, 。 

(6) i=i+1; 若 i<k， 转 步骤 (2) ;否则 ， 转 步骤 (7) 。 

(7) 从 k+1 组 结果 中 ,选取 SV; 最 大 的 一 组 结果 ， 令 其 价值 为 保存 相 应 背包 中 物 
体 序号 的 数组 为 KP ， 则 VV 及 KP 为 算法 的 最 终 输 出 结果 。 

如 果 把 上 述 算法 称 为 算法 4 ， 则 算法 4 的 运行 时 间 和 近似 比率 有 如 下 的 定理 : 

定理 15.4 ”对 某 个 上 >1， 令 a=1/k， 算 法 4 的 运行 时 间 为 O(kn"m)， 算 法 的 近似 比 
率 为 1+& 。 

证 明 (1) 时 间 复 杂 性 的 证 明 。 算 法 对 每 个 确定 的 i， 共 需 进行 C' 组 选择 , 执行 Ci; 次 
knapsack_reedy 算法 ; i 由 0 递增 到 k 。 因 此 ， 共 需 执行 的 循环 次 数 为 : 

天 六 
一 让 六 全 


<k-nt=O(kn*) 
因为 物体 的 排序 工作 已 在 算法 的 步骤 (1) 中 统一 完成 ， 在 执行 算法 4 时， 无 须 重复 执行 。 
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所 以 ， 在 每 一 轮 循环 中 ， 把 物体 装 入 背包 的 工作 量 为 O(n) 。 因 此 ， 算 法 4 总 的 运行 时 间 
为 O(kn*)。 

(2) 近 似 比 率 的 证 明 。 令 I 是 具有 nn 个 物体 U={u,ws,…,u,} 的 背包 问题 的 一 个 实例 ， 
C 为 背包 的 容量 ， 碟 是 对 应 于 最 优 解 的 物体 集合 。 则 有 如 下 两 种 情况 : 


天 
@ 车 | 工 | <k， 则 在 算法 步骤 (3) 中 的 > Cs 组 选择 中 ， 必 然 有 一 组 选择 是 最 优 解 。 
i=0 


此 时 ， 算 法 是 最 优 的 ， 其 近似 比率 为 1。 
回 若 |1 了 > 丰 ， 则 令 了 = fu 是 于 中 大 个 价值 最 大 的 物体 集合 ， 令 
Z= {unslw2,…sU,} 是 革 中 其 余 物体 的 集合 。 假 定 对 满足 £+1<i< 1-1 的 所 有 的 i， 有 


> | 友信 机 人 
Si 


因为 了 中 的 物体 是 蕊 中 大 个 价值 最 大 的 物体 集合 ， 则 对 所 有 的 ; ，i=k+1,…,r ， 有 : 


宙 才 PD 这 (15.52) 
k+l k+l 


因为 | 了 |>k， 所 以 , 集合 7 必然 是 算法 4 的 步骤 (3) 中 c* 组 选择 中 的 某 一 组 选择 。 同 时 ， 
由 于 算法 4 是 近似 解 ， 算 法 4 所 选择 的 物体 ， 必 然 有 一 部 分 包含 在 集合 Z 中 ， 另 外 一 部 分 
不 包含 在 集合 Z 中 。 令 不 包含 在 集合 Z 中 的 这 一 部 分 物体 为 丈 。 因 为 算法 是 按 贪 禁 法 实现 
的 ， 必 然 存在 一 个 物体 ww ， 使 得 集合 Z 中 的 fuka;uka, ,am 是 算法 4 所 选择 的 物体 ， 
而 z 不 是 算法 4 所 选择 的 物体 。 由 此 ， 本 全 全 党 和 和 人 的 结果 分 别 写成 : 


m-l 


OPT(1)= > 十 2 + (15.5.3) 

i=k+1 i=m 
4(T)= > 十 i 人 CES Sy 

i=k+1 ieW 

令 C' 为 背包 中 装 入 物体 {1,4,,… :之 后 的 剩余 容重， 有 
C's=C= > 一 Ts (15:5.5) 


i=k+1 


由 式 (15.5.1) 、 式 (15.5.3) 及 式 43 ， 有 : 


OPT(T) < 十 TF 让 (15.5.6) 
i=l i=k+1 Sm 
令 C" 是 算法 4 装 入 所 有 物体 之 后 背包 的 剩余 容量 ， 卓 
人 三 人 的 
ieW 
所 以 ， 有 : 

C'=C"+ Ds C19:5.7Y 

ieW 


则 对 ui ee 更 ， 有 wi g {uswu2,…,um}， 根 据 算法 4 的 贪 禁 选择 性 质 ， 有: C" <s,,， 否则 ,uu 
将 是 算法 4 所 选择 的 物体 ,由 上 述 结果 及 式 (15.5.6)、 式 (15.5.7)、 式 (15.5.4) 及 式 (15.5.2)， 
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可 得 : 
oPr <P Fru AD + AD+ HR 
i=k+l1 ieW 
即 
OPT(D) | ,OPT(1D) 1 
4(7) A(I) k+l 
整理 得 : 
0 1 < 
4(7) k+l) 4(T) \k+l 
所 以 ， 有 : 
0 Lp 
A(I) 大 k 


根据 定理 15.4， 可 以 取 充分 大 的 &， 从 而 使 充分 小 。 但 是 , 算法 的 运行 时 间 ， 随 着 
的 增 大 而 指数 增加 。 


15.5.2 子 集 求 和 问题 的 完全 多 项 式 近 似 方 案 


令 5,5,,…,5, 是 n 个 不 同 的 正 整 数 集合 ,要求 在 这 个 正 整数 集合 中 ， 找 出 其 和 不 超过 
正 整 数 C 的 最 大 和 数 的 子 集 。 把 这 个 问题 称 为 子 集 求 和 问题 ， 它 是 背包 问题 的 一 个 特例 。 
这 时 ，s1,s,,…,5, 既 表 示 n 个 物体 的 大 小 ， 也 表示 n 个 物体 的 价值 。 这 个 问题 可 以 用 第 6 章 
的 动态 规划 算法 来 实现 。 其 实现 如 下 : 

算法 15.8 子 集 求 和 问题 的 算法 


输入 : n 个 正 整数 s[] ,最 大 和 数 上 限 C 
输出 : 不 超过 Cc 的 最 大 和 数 的 子 集 x[] ， 最 大 和 数 的 值 sum 


1. void subset_sum(int s[],int n,int C,BOOL x[],int &sum) 

-A | 

3 EP 4 

4. int (*T) [C+1] = new int[n+1] [C+1]; /* 分 配 表 的 工作 单元 */ 
5 for (i=0;i<=n;i++) { /* 初始 化 表 的 第 0 列 */ 
6 T[i][0] = 0; x[i] = FALSE; /* 解 向 量 初始 化 为 FALSE */ 
7 } 

8 for (i=0;i<=C;i++) /* 初始 化 表 的 第 0 行 */ 
9 T[0] [i] = 0; 

10. for (i=1;i<=n;i++) { /* 计算 T[][j】 */ 
11. for (j=1;j<=C;j++) { 

12. TIAN = 于 [=-11012 

13. if ((j>=s[i])&g& (TIi-1,j-s[i]]+s[i]>T[i-1] [j])) 

14. Tt 

15- 二 
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Os } 

Ei j=C; /* 求 取 子 集中 的 数据 */ 
18. for (i=n;i>0;i--) { 

19. EE (ILISTIE 1 A 

20. x[i] = TRUE; j= j- slil; 

2 } 

2 } 

23: sum = T[n] [C]; 

24. delete T; /* 释放 工作 单元 */ 
4 


显然 , 该 算法 可 以 得 到 问题 的 最 优 解 。 这 时 , 其 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 都 为 @(nC)。 
当 C 很 大 时 ， 可 以 把 C 除 以 某 个 大 于 1 的 常数 因子 K， 同时， 也 把 整数 集合 中 的 所 有 数据 
除 以 常数 因子 玉 ， 然 后 使 用 上 述 算法 求解 ， 再 把 所 得 的 和 数 乘 以 因子 玉 ， 则 所 得 结果 为 原 
来 结果 的 一 个 近似 值 ， 而 算法 的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 都 比 原来 缩小 玉 倍 。 为 了 使 相对 
误差 的 界 = 充分 小 ， 可 以 选取 某 个 正 整数 ， 使 得 a =1/k， 并 令 : 

© 
2n(k+1) 

于 是 ， 可 以 用 下 面 的 步骤 来 近似 地 求解 子 集 求 和 问题 。 

(1) 令 C=[ C/K]， 对 所 有 的 i，i=1,2,…,n， 令 si =|si/Kj]。 

(2) 对 新 的 实例 C 和 s;， 调 用 算法 subset_sum， 求 得 新 实例 的 最 大 和 数 的 最 优 值 sw 。 

(3) 令 sum=sumx 玉 ， 则 sum 是 原来 实例 的 最 大 和 数 的 近似 值 。 

如 果 把 上 述 算法 称 为 算法 4 ， 很 清楚 ， 算 法 4 的 时 间 复 杂 性 为 : 

O(nC/K)=O(n:2n(k+1))=O(kn’)=O(n /e) 

下 面 证 明 这 个 算法 的 近似 比率 为 1+s 。 假 定 ， 对 实例 I， 最 优 值 是 OPT(T) 。 令 对 实例 I 中 
的 所 有 数据 及 整数 C ， 经 过 算法 4 的 步骤 (1) 处 理 后 所 得 实例 为 7 。 设 对 实例 7 的 最 优 
值 是 OPT(7) 。 因 为 最 优 解 不 可 能 包含 所 有 个 整数 ， 所 以 ， 对 应 于 实例 7 和 实例 7" 的 最 
优 值 之 间 有 如 下 关系 : 


OPT(I)—-KxOPT(I)<Kn 
因为 可 以 由 算法 subset_sum 求 得 实例 7" 的 最 优 值 OPT( 7")， 所 以 ， 玉 x OPT( 7' ) 即 为 算 


法 4 对 实例 I 所 求 得 的 近似 值 ， 即 
A(I)=KxOPT(T') 


于 是 ， 有 : 

OPT(I)- 4(7T) < 天 7 
即 

4(T)>OPT(T) 一 天 7 
及 : 
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OPT(I) < A(TD)+ Kn=A(T)+ 


& 
2(k+1) 
因此 : 
OPTC) _| , C/2C+D 
4(7) 4(7) 
C/2(k+1) 

OPT(I)-C/2(k+1) 
根据 问题 的 性 质 ， 可 以 假定 OPT(T) = C/12 。 否 则 ， 如 果 OPT(T)<C/2， 则 整数 集合 中 的 
数据 将 具有 如 下 的 性 质 : (1) 不 会 包含 有 大 于 C/2 并 且 小 于 C 的 数据 s;， 否 则 ，s; 将 被 作 
为 优化 解 子 集中 的 一 个 元 素 ， 而 使 得 OPT(T) <C/12 不 成 立 ;， (2) 因此 ， 整 数 集合 中 的 数 
据 将 被 划分 为 两 个 子 集 : 值 大 于 C 的 子 集 矿 和 值 小 于 C/2 的 子 集 S ， 并 且 满 足 : 

mw<C/2 


iES 
如 果 不 满足 上 面 这 个 式 子 ， 也 将 使 得 OPT(T)<C/2 不成立。 这 样 一 来 ， 就 可 以 容易 地 以 线 
性 时 间 ， 把 整数 集合 中 值 大 于 C 的 子 集 下 去掉 ， 而 保留 值 小 于 C/2 的 子 集 S ， 从 而 可 以 容 
易 地 以 线性 时 间 得 到 最 优 解 。 由 此 ， 当 假定 OPT(7T) = C/2 时 , 算法 4 的 近似 比率 可 以 写成 : 
Dek C/2(k+1) 
C/2-C/2(k+1) 
1/(k+1) 
1-1/(k+D 
1 k+l 
a 
k+l kk 
1 


UE 


a 
Kk 


=l+é 
因此 ， 算 法 4 的 近似 比率 为 1+e 。 而 由 算法 4 的 时 间 复 杂 性 看 到 ， 该 算法 的 运行 时 间 
是 1/s 和 7 的 多 项 式 时 间 ， 因 此 ， 该 算法 是 一 个 完全 多 项 式 近似 算法 。 


习 题 


出 一 个 装 箱 问 题 的 实例 7 ， 使 得 FF(CT)>3OPT(7)14 。 
出 一 个 装 箱 问题 的 实例 7 ， 使 得 BF(T) >3OPT(T)14 。 
出 一 个 装 箱 问题 的 实例 7， 使 得 FFD(T) >11OPT(7)19 。 

4. 令 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ， 考 虑 下 面 寻找 G 中 顶点 覆盖 的 贪 禁 算法 首先 ， 把 图 
G 的 顶点 按 度 的 递减 顺序 排列 ; 接着 ， 执行 下 面 的 步骤 ， 直 到 把 所 有 的 边 都 覆盖 为 止 : 在 
图 中 挑选 至 少 关联 于 一 条 边 且 度 最 高 的 顶点 ， 把 它 加 入 到 顶点 覆盖 集合 去 ， 并 删 去 与 这 个 
顶点 相关 联 的 所 有 边 。 说 明 这 个 贪 禁 算法 不 总 能 给 出 最 小 的 顶点 覆盖 。 


1 
2 
和 


上 慰 革 
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5. 说 明 第 4 题 中 寻找 无 向 图 顶点 覆盖 的 贪 禁 算法 ， 其 近似 性 能 比率 大 于 2。 

6. 图 着 色 COLORING 的 最 优化 问题 是 : 在 无 向 图 中 为 图 着 色 ， 使 得 相 邻 两 个 顶点 不 
会 具有 相同 的 颜色 ， 而 所 需 的 颜色 数目 最 少 。 给 出 图 着 色 的 优化 问题 的 一 个 近似 算法 ， 并 
说 明 所 给 出 的 算法 的 近似 比率 是 有 界 的 还 是 无 界 的 。 

7. 设计 一 个 贪 禁 算 法 ， 使 其 以 线性 时 间 寻 找 树 的 顶点 覆盖 。 

8. 设计 一 个 欧 几 里 得 货 郎 担 问题 的 近似 算法 ， 使 其 以 O(m) 运行 ， 且 近似 比率 为 1.5。 

9. 说 明 0/1 背包 问题 的 knapsack_reedy 算法 的 近似 比率 为 2。 

10. 集合 覆盖 问题 SET COVER 是 : 给 定 一 个 n 个 元 素 的 集合 于 ， 及 由 集合 全 的 子 集 
构成 的 集 类 A， 在 A 中 寻找 一 个 最 小 的 子 集 D c A, 使 得 D 覆盖 集合 藉 中 的 所 有 元 素 。 解 
这 个 问题 的 一 个 近似 算法 为 : 初始 化 S= 了 ，D ={}， 重复 下 面 的 步骤 ,直到 S={}: 从 A 
中 选取 一 个 元 素 Ye A ， 使 得 |Y 站 S| 最 大 ; 令 D = D U{7}，S=S-7 。 说 明 这 个 算法 
不 一 定 能 得 到 一 个 最 小 的 集合 覆盖 。 

11. 多 处 理 器 调度 问题 MULTIPROCESSOR SCHEDULING 是 : 给 定 m 台 性 能 相同 的 
处 理 器 及 nn 个 任务 ,处理 器 完成 任务 i 所 需 时 间 为 1; ，i=1,2,…,n。 给 出 一 个 处 理 器 调度 方 
案 ， 使 得 完成 全 部 任务 所 需 时 间 最 短 。 完 成 全 部 任务 所 需 时 间 定 义 为 所 有 m 台 处 理 器 中 的 
最 大 执行 时 间 。 用 类 似 于 装 箱 问题 中 的 FF 算法 来 解 这 个 问题 , 把 每 一 个 任务 分 配给 下 一 个 
可 用 的 处 理 器 。 给 出 这 个 近似 算法 ， 并 说 明 其 近似 比率 为 2-1/m 。 

12. 对 第 11 题 中 的 问题 ， 如 果 首 先 对 个 任务 按 其 完成 时 间 的 递减 顺序 排列 ， 再 进行 
调度 ， 说 明 其 近似 比率 为 4/3-1/(3m) 。 

13. 对 第 11 题 中 的 问题 ,首先 对 个 任务 按 其 完成 时 间 的 递减 顺序 排列 ， 并 给 定 一 个 
正 整 数 大 , 先 按 最 优 调度 前 面 大 个 任务 , 再 对 其 余 m-k 个 任务 用 第 11 题 中 的 方法 进行 调度 ， 
说 明 算 法 的 近似 比率 为 1+(1-1/m)/(1+[k/m|)。 

14. 对 第 13 题 中 的 问题 ， 给 出 一 个 多 项 式 时 间 的 近似 算法 ， 对 给 定 的 a=1/k ， 使 算 
法 的 时 间 复杂 性 为 O(nlogn+m”*)。 


可 在 文献 [3]、[10]、[19] 中 看 到 近似 算法 的 性 能 的 介绍 。 可 在 文献 [3]、[8]、[9] 中 看 到 
装 箱 问题 的 近似 算法 的 叙述 。 顶 点 覆盖 问题 的 近似 算法 可 在 文献 [10]、[13]、[19] 中 看 到 。 
可 在 文献 [3]、[8]、[10]、[19]、[53] 中 看 到 货 郎 担 问题 近似 算法 的 叙述 。 文 献 [13] 介 绍 了 另 
外 两 个 货 郎 担 问 题 的 近似 算法 。 可 在 文献 [3]、[8]、[54]、[55] 中 看 到 背包 问题 近似 算法 的 
叙述 。 可 在 文献 [3]、[8]、[10]、[19]、[55] 中 看 到 子 集 求 和 问题 近似 算法 的 叙述 。 


.426 。 


参考 文献 


[1] D. E. Knuth. 计算 机 程序 设计 艺术 一 一 第 1 卷 : 基本 算法 . 第 3 版. 苏 运 霖 , 译 . 北 
京 : 国防 工业 出 版 社 ，2002 

[2] D. E. Knuth. Big Omicron and big Omega and big Theta. SIGACT News, ACM., 8(2): 
18-24 

[3] M. H. Alsuwaiyel. Algorithms Design Techniques and Analysis (影印 本 ) . 北京 : 电 
子 工业 出 版 社 ，2003 

[4] Sartaj Sahni， 数 据 结构 、 算 法 与 应 用 〈 中 译本 ) ， 北京， 机械 工 业 出 版 社 ，2000 

[5] B. Weide. A survey of analysis techniques for discrete algorithms, Computing Surveys, 
9:292-313 

[6] D. E. Knuth. 计算 机 程序 设计 艺术 一 一 第 3 卷 : 排序 与 查找 . 第 3 版 ， 苏 运 霖 , 译 . 
北京 : 国防 工业 出 版 社 ，2002 

[7] D. H. Greene, D. E. Knuth. Mathematics for the Analysis of algorithms, Birkhauser, 
Boston, MA, 1981 

[8] 周 培 德 . 算法 设计 与 分 析 . 北京 : 机 械 工业 出 版 社 ，2002 

[9] 宋 文 ， 吴 最 ， 杜 亚军 . 算法 设计 与 分 析 . 重庆 : 重庆 大 学 出 版 社 ，2001 

[10] 传 清 祥 ， 王 晓 东 .算法 与 数据 结构 北京: 电子 工业 出 版 社 ，1998 

[11] 1. W.J Williams. Algorithms 232: heapsort Communications of the ACM, 7:347-348 

[12] R. W. Floyd. Algorithms 245: treesort 3. Communications of the ACM., 7:701 

[13] 卢 开 澄 . 计算 机 算法 导 引 .北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2006 

[14] I. E. Hopcroft, J. D. Ullman. Set merging algorithms. SIAM Journal on Computing, 
2(4):294-303 

[15] R. E. Tarjan. On the efficiency of a good but not liner set merging algorithm. Journal of 
the ACM, 22(2):215-225 

[16] C. A. Shaffer. 数据 结构 与 算法 分 析 〈 中 译本 ) . 北京 : 电子 工业 出 版 社 ，2001 

[17] 余 祥 宣 ， 崔 国 华 ， 邹 海 明 . 计算 机 算法 基础 . 第 2 版 . 武汉 : 华中 科技 大 学 出 版 
社 ，2001 

[18] U. Manber. Using induction to design algorithms. Communications of the ACML， 
31:1300-1313 

[19] 王晓东 . 计算 机 算法 设计 与 分 析 . 北京 : 电子 工业 出 版 社 ，2001 

[20] C. A. R. Hoare. Quicksort. Computer Journal, 5:10-15 

[21] M. I Shamos, D. Hoey. Geometric intersection problems. Proceedings of the 16th 


Annual Symposium on Foundation of Computer Science, 208-215 


算法 设计 与 分 析 (第 3 版 ) 


[22] M. Blum., R. W. Floyd, V. R. Pratt, etc. Time bounds for selection. Journal of 
Computer and System Science, 7:448-461 

[23] E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numerische 
Mathematik, 1:269-271 

[24] E. B. Johnson. Efficient algorithms for shortest paths in sparse networks. Journal of the 
ACM, 24(1):1-13 

[25] I. B. Kruskal. On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling saleman 
problem. Proceedings of the American Mathematical Seience, 7(1):48-50 

[26] R. C. Prim. Shortest connection networks and some generalizations. Bell System 
Technical, 36:1389-1401 

[27] M. Held, R. M. Karp. A Dynamic programming approch to sequencing problems. 
SIAM Journal on Applied Mathematics, 10(1):196-210 

[28] D. E. Knuth. Estimating the fficiency of backtrack programs. Mathematics of 
Computation, 29:121-136 

[29] I. D. C. Little, K. G. Murty, D. W. Sweeney., etc. An algorithm for the traveling 
salesman problem. Operatins Research, 11:972-989 

[30] M. Bellmore, G. Nemhauser. The traveling salesman problem:Asurvey. Operations 
Research, 16(3):538-558 

[31] 亦 欧 等，Turbo C++ 运 行 库 函数 源 程序 与 参考 大 全 . 北京: 中 国 科学 院 希 望 高 级 
电脑 技术 公司 ，1991 

[32] M. O. Rabin, R. M. Karp. Efficient randomized pattera-matching algorithms. IBM 
Journal of Research and Development, 31:249-260 

[33] M. O. Rabin. Probabilistic Algorithms, In J. I. Traub editor, Algorithms and 
Complexity: New Directions and Recent Results. Academic Press, New York, 21-39 

[34] R. Solovay, V. Strassen. Erratum:A fast Monte-Carlo test for primality. SIAM Journal 
on Computing, 7(1):118 

[35] M. Sharir. A strong-connectivity algorithm and its application in data flow analysis. 
Computer and Mathematics with Applications, 7(1):67-72 

[36] R. E. Tarjan. Data Structures and Network Algorithms. SIMA Philadelphia, PA 

[37] I. Edmonds, R. M. Karp. Theoretical Improvements im algorithmic efficiency for 
network problems. Journal of the ACM. 19:248-264 

[38] J. E. Hopcroft R. M. Karp. An’’? algorithm for maximum matching in bipartite 
graphs. SIAM Journal on Computing, 2:225-231 

[39] F. P. Preparata, M. IL. Shamos. Computational Geometry:An introduction. Springer-Verlag, 
New York, NY 

[40] R. L. Graham. An efficient algorithm for determining the convex hull of finite planar 
set. Information Processing Letters, 1:132-133 

[41] 周 之 英 . 平面 点 集 凸 沉 的 实时 算法 . 计算 机 学 报 ，1985 (2) 


.428 。 


参考 文献 


[42] M. R. Garey. D. S. Johnson. Computers and Intractability:A Guide to the Theory of 
NP-Completeness. W. H. Freeman and Co, San Francisco, CA 

[43] R. M. Karp. Reducibility among combinatorial problem. in Complexity of Computer 
Computations, R. E. Miller, J. W. Thatcher, eds, Plenum Press, New York, NY, 85-104 

[44] J. E. Hopcroft, J. D. Ullman. 形式 语言 及 其 与 自动 机 的 关系 〈 中 译本 ) . 北京 : 科 
学 出 版 社 ，1979 

[45] 耿 素 云 ， 屈 婉 玲 ， 张 立 昂 ， 离散 数 学 .第 2 版 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，1999 


[46] W. J. Savitch. Relationships between nondeterministic and deterministic tape 


complexities. Journal of Computer and System Science, 4(2):177-192 

[47] J. Hartmans, P. M. Lewis, R. E. Stearns. Hierarchies of memory limited computations. 
IEEE Conference Record on Switching Circuit Theory and Logical Design, Ann Arbor, 
Michigan, 179-190 

[48] J. Hartmans, R. E. Stearns. On the computational complexity of algorithms. Trans 
Amer Math Sac, 117:285-306 

[49] N. D. Jones. Space-bounded reducibility among combinatorial problem. Journal of 
Computer and System Science, 11(1):68-85 

[50] L. J. Stockmeyer. The complexity of decision problem in automata theory and logic. 
MAC TR-133, Project MAC, MIT, Cambridge, Mass 

[51] D. Dobkin, R. Lipton, S. Reiss. Liner programming is log-space hard for P. Information 
Processing Letters, 8:96-97 

[52] M. Bin-Or. Lower bounds for algebraic computation trees. Proc 15th ACM Annual 
Symp on Theory of Comp, 80-86 

[53] D. J. Rosenkrantz, R. E. Stearns, P. M. Lewis. An analysis of several heuristics for the 
traveling salesman problem. SIAM Journal on Computing, 6:563-581 

[54] S$. Sahni. Approximation for the 0/1 knapsack problem. Journal of the ACM 
22:115-124 

[55] O. H. Ibarra, C. E. Kim. Fast approximation algorithms for the knapsack and sum 
subset problem. Journal of the ACM. 22:463-468 

[56] Huffman, D. A. A method for the construction of mininum redundancy codes. 
Proceeding of the IRA, 40:1098-1101 

[57] Jon Kleinberg, Eva Tardos. 算法 设计 (中 译本 ) . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2007 

[58] R. C. T. Lee，S. S. Tseng 等 . 算法 设计 与 分 析 导 论 ( 中 译本) . 北京 : 机 械 工业 
出 版 社 ，2008 


.429 。 


